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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


Das  vorliegende  Lehrbuch  der  Ingenieur -Mechanik  bildet 
den  zweiten  Theil  des  Lehrbuches  der.  höheren  Mechanik  und 
enthält  y  als  Ergänzung  des  die  analytische  Mechanik  behan- 
delnden ersten  Theiles,  eine  Reihe  von  solchen  Untersuchungen, 
deren  Resultate  bei  den  Fachstudien  der  Ingenieurwissenschaften 
zur  Anwendung  kommen. 
^  In   der  neuen  Auflage  wurde   den  vielfach  in  das  Gebiet 

\  der  Mechanik  eingreifenden  Untersuchungen  der  mechanischen 
f  Wärmetheorie  ein  grosserer  Raum  gewidmet,  und  zu  den  in 
[  der  ersten  Auflage  bereits  enthaltenen,  ausschliesslich  die  per- 
[  manenten  Gase  betreffenden,  Untersuchungen  noch  die  Anwen- 
}  düng  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  den  Wasserdampf, 
i  sowie  auf  die  dampf  haltige  atmosphärische  Luft,  hinzugefügt. 
Mit  Rücksicht  auf  die  hierdurch  bedingte  erhebliche  Erweiterung 
'  des  Umfiangs  erschien  es  rathsam,  alle  diejenigen  Untersuchun- 
t  gen,  welche  auf  die  Wirkung  der  Wärme  sich  beziehen,  der 
;  leichteren  Uebersicht  wegen  in  einem  besonderen  Abschnitte  zu- 
sammenzustellen. 

Aachen,  den  14.  Mai  1885. 

A.  Ritter. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 

Theorie  der  elastischen  Linie. 


§  1. 

Zug-  und  Druck-Spannungen. 

Nach  dem  Elasticitätsgesetze  wächst  die  Verlängernng  einer 
prismatischen  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtong  gezogen 
wird,  proportional  der  verlängernden  Kraft  —  so  lange  die  Span- 
nung innerhalb  der  Elasticitätsgren^en  bleibt    Wenn  mit  -^  das 

Verlängerungs-Verhältniss  bezeichnet  wird,  welches  in  einer  am 
oberen  Endpunkte  aufgehängten  Stange  von  lO™"*  Querschnitt  durch 
ein  unten  angehängtes  Gewicht  yon  1  Eil.  hervorgebracht  wird,  so^ 
ist  das  Verlängerungs-Verhältniss,  welches  in  derselben  Stange  bei 
einer  Belastung  von  'S  Kilogrammen  eintritt,  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 

Um  das  Verlängerungs-Verhältniss  zu  berechnen,  welches  einer 
aus  demselben  Materiale  bestehenden  Stange  vom  beliebigen  Quer- 
schnitte F  durch  eine  beliebige  verlängernde  Kraft  K  ertheilt  wird, 
bat  man  nach  der  Gleichung: 

zunächst  die  Spannung  pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts  zu 
berechnen,  worauf  dann  wiederum  nach  Gleichung  1)  das  hervor- 
gebrachte Verlängerungs-Verhältniss  bestimmt  werden  kann. 

Die  Zahl  E  wird  der  Elasticitäts-Modulus  (oder  Elasti- 
citäts-Goefficient)  des  betreffenden  Materials  genannt. 

Diejenige  Grösse,  bis  zu  welcher  die  Spannung  einer  Stange 
von  \u^^  Querschnitt  höchstens  gesteigert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  sofortiges  Zerreissen  derselben  eintritt,  wird  der  Festigkeits- 
Coefficient  des  betreffenden  Materials  genannt. 

Bitter,  iBgenieor-Meelianik.  2.  Aufl.  1 
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Unter  Elasticitätsgrenze  versteht  man  diejenige  Grenze, 
bis  zn  welcher  die  Spannung  jener  Stange  von  ID""  Querschnitt 
höchstens  gesteigert  werden  darf,  wenn  nicht  eine  bleibende 
Verlängerung  in  derselben  hervorgebracht  werden  soll,  d.  h.  eine 
Verlängerung,  welche  nach  Beseitigung  der  verlängernden  Kraft 
nicht  wieder  verschwindet. 

Verkürzungen  können  als  negative  Verlängerungen, 
und  Druck- Spannungen  als  negative  Zug- Spannungen  aufgefasst 
werden.  Man  kann  daher  die  obigen  Gleichungen  auch  benutzen 
zur  Berechnung  der  Verkürzung  einer  Stange,  welche  in  ihrer 
Längenrichtung  gedrückt  wird.  Der  Elasticitäts  Modulus  hat  ftir 
Druck-Spannungen  stets  dieselbe  Grösse  wie  für  Zug-Spannun- 
gen. Was  dagegen  die  Grösse  des  Festigkeits-Coefficienten  und  der 
Spannung  an  der  Elasticitätsgrenze  betrifift,  so  findet  bei  einigen 
Körpern  ein  Unterschied  statt  zwischen  ihrer  Widerstandsfähigkeit 
gegen  Druck -Spannungen  und  ihrer  Widerstandsfähigkeit  gegen 
Zug-Spannungen,  wie  aus  der  nachfolgenden  Tabelle  zu  ersehen, 
in  welcher  die  für  die  Druck-Spannungen  geltenden  Zahlenwerthe 
in  Klammern  eingeschlossen  sind. 


Elasticitäts- 
Modulus. 

Spannung  an 
der  Elasticitäts- 
grenze. 

Festiffkeits- 
Coefficient. 

Gusseisen 

Schmiedeisen 

Eisendraht 

Stahl 

Gussstahl 

Kupfer 

Kupferdraht 

Zink 

Zinn 

Messing 

Messingdraht 

Bronze  

Blei 

Aluminium 

Süber 

Gold 

10  000 

20  000 

20  000 

20  000 

30  000 

10  000 

10  000 

9500 

3500 

6500 

10  000 

6000 

600 

6750 

7300 

8000 

16  000 

7000 

1000 

700 

7,5        [15] 
15           [15] 
30 
25 
65 

3 
12 

5 

13 
3 
1 

11 
13 
27 

1          [\S] 

12          70J 
40          30] 
70 
SO 
100 

25          [50] 
40 

4 

3 

12        [100] 
35 
25 

1,5 
20 
29 
27 
34 

3 

8            [5] 

5 

2,5 

5] 

0,6] 
[0,4] 

Platin 

Glas          

Holz 

Hanfseü 

Lederriemen 

Stein 

Ziegelstein 

Mörtel.           
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§  2. 
Biegungs-Spannungen. 

Die  Spannungen,  welche  darch  rechtwinkelig  znr  Längenrich- 
tnng  eines  Balkens  wirkende  Kräfte  im  Inneren  desselben  hervor- 
gebracht werden,  sind  ungleichförmig  rertheilt,  sowohl  über  die 
Länge  des  Balkens,  als  anch  über  die  Fläche  eines  jeden  Qner- 
Schnitts,  und  das  Gesetz  dieser  Yertheilung  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  ermitteln. 

Denkt  man  sich  das  eine  Ende  eines  prismatischen  Balkens  in 
horizontaler  Lage  eingespannt  und  das  andere  Ende  mit  einem  Ge- 
wichte K  belastet,  so  erkennt  man  zunächst,  dass  durch  diese  Be- 
lastung jedenfalls  eine  Biegung  des  Balkens  hervorgebracht  wird. 

Der  vorher  geradlinige  Balken 
nimmt  eine  krummlinige  Form 
an,  und  die  convexe  Seite  der 
Krümmung  ist  nach  oben  ge- 
richtet (Fig.  1).  Betrachtet  man 
den  Balken  als  ein  Bündel  von 
parallel  neben  einander  liegen- 
den, in  unverschiebbarer  Lage 
an  einander  befestigten  Fasern, 
80  erkennt  man  femer,  dass  beim  Eintreten  dieser  Biegung  noth- 
wendigdie  oben  liegenden  Fasern  sich  verlängern,  die  unten 
liegenden  sich  verkürzen  müssen.  Zwischen  der  obersten  und 
untersten  Fasemschicht  muss  irgendwo  eine  mittlere  Fasemschicht 

sich  befinden,  welche  weder  eine  Ver- 
längerung noch  eine  Verkürzung  er- 
leidet; diese  mittlere  Fasemschicht 
AB  (Fig.  2)  wird  die  neutrale 
Faser  genannt. 

Die  Verlängerungen  der  oberen 
und  die  Verkürzungen  der  unteren 
Fasern  sind  um  so  grösser,  je  weiter 
die  Fasern  von  der  neutralen  Faser 
entfernt  liegen.  Man  darf  annehmen, 
dass  die  einzelnen  Querschnitts -Ebenen  des  Balkens,  welche  vor 
dem  Eintreten  der  Biegung  rechtwinkelig  znr  geradlinigen  Achse 
des  Balkens  standen,  annäherungsweise  auch  nach  eingetretener 
Biegung  noch  ihre  ebene  Form  und  ihre  rechtwinkelige  Lage  zu 


Fig.  2. 
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der  nanmehr  gekrümmten  Achsenlinie  des  Balkens  überall  beibe- 
halten.   Die  beiden  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Quer- 

schnitts-Ebenen  M  nnd  N^  welche 
vorher  einander  parallel  waren, 
nehmen  beim  Eintreten  der  Bie- 
gung die  gegen  einander  conver- 
girenden  Lagen  CD  und  EF  an 
(Fig.  3).  Die  zwischen  diesen  bei- 
den Querschnitts -Ebenen  liegen- 
den Fasern- Abschnitte  hatten  vor 
dem  Eintreten  der  Biegung  sämmt- 
lich  die  gleiche  Länge  MN,  Die 
Längenänderungen,  welche  diesen 
Fasern- Abschnitten  durch  die  Bie- 
gung ertheilt  werden,  kann  man 
finden,  indem  man  jene  ursprüng- 
liche Länge  MN  von  der  einen 
Ebene  EF  B.\\a  auf  den  Fasern- 
richtungen abträgt,  oder  indem 
man  durch  den  Punkt  M  eine  Ebene  G  H  legt,  welche  der  Ebene 
EF  parallel  ist.  Die  zwischen  den  beiden  Ebenen  CD  und  GH 
liegenden  Theile  stellen  die  Längenänderungen  der  einzelnen 
Fasern- Abschnitte  dar.    Nach  Fig.  3  ist: 

^^     GC--^' 
Aus  der  obigen  Annahme  folgt  also,  dass  die  Längenänderun- 
gen der  beiden  Fasern- Abschnitte  LQ  und  EC  sich  verhalten,  wie 
ihre  Abstände  von  der  neutralen  Faser,  und  da  nach  dem  Elasti- 
citätsgesetze  die  Spannung  der  Längenändernng  proportional  ist, 

so  verhalten  sich  auch  die 
Fig.  *.  Fig.  6.  Spannungen  der  einzel- 

nen Fasern- Abschnitte  wie 
ihre  Abstände  von  der  neu- 
tralen Faser. 

Wenn  also   mit  s    die 

Spannung    (pro    Qnadrat- 

millimeter  des  Querschnitts) 

für  den  im  Abstände  u  von 

der  Neutralen  befindlichen  Fasern- Abschnitt  LQ  bezeichnet  wird 

(Fig.  4),  und  mit  S  die  Spannung  (pro  Quadratmillimeter  des  Quer- 
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Schnitts)  für  den  im  Abstände  w  befindlichen  Fasern- Abschnitt  ECy 
so  ist: 

2)  -ö-  =  —  >    oder:    ^=«=S  —  • 

o        w  w 

Um  die  totale  Spannung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen^ 
hat  man  die  pro  Qnadratmillimeter  ihrer  Qaerschnittsfläche  ge- 
fundene Spannung  zu  multipliciren  mit  der  Anzahl  der  Quadrat- 
millimeter, welche  ihre  Querschnittsfläche  enthält.  Denkt  man 
sich  die  ganze  Querschnittsfläche  des  Balkens  zerlegt  in  unend- 
lich schmale  parallel  zur  neutralen  Fasemschicht  liegende  Streifen, 
und  sieht  man  den  Flächeninhalt  /  des  in  der  Entfernung  u  von 
der  Neutralen  befindlichen  Streifens  als  Querschnitts-Fläche  jener 
im  Abstände  u  von  der  Neutralen  NN  liegenden  Fasemschicht 
an  (Fig.  5),  so  erhält  man  fllr  die  totale  Spannung  derselben  die 
6r5s8e: 

3)  *./=S-^./ 

Diese  Spannung  ist  als  eine  Zug -Spannung  (positive  Span- 
nung) anzusehen,  wenn  die  betreffende  Faser  oberhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  h.  wenn  u  positiv  ist;  als  eine  Druck- Spannung 
(negative  Spannung)  dagegen,  wenn  dieselbe  unterhalb  der  Neu- 
tralen liegt,  d.  h.  wenn  u  negativ  ist  Der  obige  Ausdruck  kann 
daher  (für  positive  sowohl  als  für  negative  Werthe  von  u)  als  all- 
gemein gültiger  Ausdruck  fttr  die  Spannung  irgend  eines  im  Ab- 
stände u  von  der  Neutralen  be- 
^^^'  *•  findlichen  Fasern-Abschnitts  be- 

trachtet werden. 

Wenn  man  sich  durch  eine 
an  der  Stelle  N  hindurchgelegte 
w    Querschnittsebene  den  Balken  in 
zwei  Theile  zerschnitten  denkt, 
und  untersucht,  welche  Kräfte 
zurWiederherstellung  desGleich- 
gewichtszustandes für  das  Stttck 
£iV  an  der  Schnittfläche  des- 
selben angebracht  werden  mttss- 
"    ten,  so  findet  man:  dass  zunächst 
an  der  Schnittstelle  jeder  einzelnen  Faser  eine  in  die  Längenrich- 
tung derselben  fallende  Kraft  anzubringen  ist  von  gleicher  Grösse 
mit  der  Spannung,  welche  vorher  in  der  Faser  an  dieser  Stelle 
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vorhanden  war  (Fig.  6).  Diese  Spannungswiderstände  der  einzelnen 
Fasern  können,  wenn  die  Biegung  —  wie  vorausgesetzt  werden 
soll  —  eine  sehr  geringe  ist,  als  Horizontalkräfte  angesehen  wer- 
den. Ausserdem  ist  an  der  Schnittfläche  noch  eine  vertical  auf- 
wärts wirkende  Kraft  V  anzubringen,  da  jene  Horizontalkräfte  fllr 
sich  allein  nicht  ansreichen  würden,  um  der  vertical  abwärts  wir- 
kenden Kraft  K  das  Gleichgewicht  zu  halten.  Diese  Kraft  V  darf 
—  bei  der  vorausgesetzten  geringen  Abweichung  der  Schnittfläche 
von  der  Verticalebene  —  als  eine  längs  der  Trennungsfläche  auf- 
wärts wirkende  Widerstandskraft  angesehen  werden,  welche  einer 
Verschiebung  des  Stückes  BN  längs  jener  Fläche  entgegenwirkt, 
und  wird  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  genannt.  Da  die 
Kräfte  V  und  K  die  einstigen  Verticalkräfte  sind,  welche  auf  das 
Stück  BN  wirken,  so  ist  nach  den  allgemeinen  Gleichgewichts- 
Bedingungen: 

4)     F=  K. 

In  der  Querschnittsfläche  ist  also  ausser  den  Spannungswider- 
ständen der  horizontalen  Fasern  noch  ein  Widerstand  gegen  Ab- 
scheerung thätig  von  gleicher  Grösse  mit  derjenigen  Kraft  (ÜO, 
welche  ohne  das  Vorhandensein  dieses  Widerstandes  eine  Ver- 
schiebung längs  der  Querschnittsfläche  hervorbringen  würde. 

Die  einzigen  Horizontalkräfte,  welche  auf  das  Stück  BN 
wirken,  sind  die  Spannungswiderstände  der  einzelnen  Fasern. 
Oberhalb  der  Neutralen  wirken  diese  Kräfte  von  rechts  nach  links, 
unterhalb  derselben  von  links  nach  rechts.  Die  algebraische 
Summe  dieser  Horizontalkräfte  muss  gleich  Null  sein.  Nach  Glei- 
chung 3)  ist  also: 

Wenn  man  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor  aller 

unter  dem  Summationszeichen  vereinigten  Glieder  fortlässt,  so  er- 
hält man  die  Gleichung: 
6)  2(fu)  =  0. 
Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Momenten-Summe  sämmtlicher 
Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche  (Fig.  6)  in  Bezug  auf  den 
in  der  neutralen  Fasemschicht  liegenden  Horizontal-Durchmesser 
iViV,  welcher  die  neutrale  Achse  genannt  wird,  gleich  Null  ist. 
Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte*)  kann  statt  dieser  Momenten- 

♦)  „Analytische  Mechanik"  (2.  Aufl.)  §  73. 
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Samme  auch  das  Prodact  aus  der  ganzen  Qaersehnittsfläche  in 
den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  jener  Achse  gesetzt  werden, 
nnd  da  dieses  Prodact  gleich  Null  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  der 
Schwerpunkt  der  Qaersehnittsfläche  in  der  neutralen  Achse  A^A' 
selbst  liegt.  Durch  Gleichung  7)  wird  also  die  Lage  der  neutralen 
Achse  bestimmt;  diese  Gleichung  drückt  aus:  dass  die  neutrale 
Fasernschicht  diejenige  ist,  welche  durch  die  Schwer- 
punkte sämmtlicher  Querschnittsflächen  hindurchgeht. 
Die  allgemeinen  Gleichgewichts-Bedingungen  erfordern  ausser- 
dem noch:  dass  die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  das  Sttick  BX  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Achse,  z.  B.  in  Bezug  auf  die  in  Fig.  6  rechtwin- 
kelig zur  Bildfläche  stehende  neutrale  Achse  .V,  gleich  Null  ist. 
Es  muss  also  das  statische  Moment  der  Elraft  ÜT,  welche  fttr  sich 
allein  eine  "von  links  nach  rechts  gerichtete  Drehung  heryor- 
bringen  wtlrde,  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  aller 
Spannungswiderstände  sein,  deren  jeder  fttr  sich  allein  eine  von 
rechts  nach  links  gerichtete  Drehung  um  die  Achse  hervor- 
bringen  wtirde.  Das  statische  Moment  des  Spannungswiderstandes 
•der  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  ist  gleich 

^i^.w;  folglich  ist: 


w 


„    .{^■.)-K.., 


oder  in  Worten  ausgedrückt:  das  Widerstandsmoment  der 
Fasern-Spannungen  ist  gleich  dem  Momente  der  bie- 
genden Kraft. 

Die  Grösse  —  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller  unter  dem 

Summationszeichen  vereinigten  Glieder  kann  ^uch  vor  das  Sum- 
mationszeichen  gesetzt  werden,  also  ist: 

8)    -^lifu^^Kx. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  ^(/m*)  die  Summe  aller  Pro- 
ducte  aus  den  einzelnen  Flächentheilchen  der  Querschnittsfläche 
in  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  neutralen  Achse,  oder 
das  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  in  Bezug 
auf  den  horizontalen  Schwerpunktsdurchmesser  derselben.  Wenn 
man  dieses  Trägheitsmoment  mit  Z  bezeichnet,  so  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  einfachere  Form  an: 
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9) 


—  Z  =  Kx. 
w 


t£n 


Fig.  7. 

t ; 

i jci- 

i- Xf -n 


^1 


I 


r:-B 


K^      Km      Kt 


Für  den  Fall,  in  welchem  statt  der  einen  Kraft  K  mehrere 
biegende  Verticalkräfte  K,^  X,  -K,  auf  das  Stück  BN  wirken 
(Fig.  7),  würde  man  statt  Kx  die  Grösse: 

10)  aß  =  K,x,  +  K^w^  +  K,x, 

als  Summe   der  statischen 
Momente  aUer  dieser   bie- 
genden Kräfte  in  Bezug  auf 
den   Punkt   N    zu    setzen 
haben.   Wenn  man  also  all- 
gemein mit  3K  die  Momenten- 
summe aller  rechts  von  der 
Stelle  N  wirkenden  Vertical- 
kräfte  in  Bezug  auf  die  neu- 
trale   Achse    dieses    Quer- 
schnitts oder  das  Biegungsmoment  an  dieser  Stelle  bezeichnet^ 
so  kann  man  der  obigen  Gleichung  die  noch  einfachere  und  all- 
gemeinere Form  geben: 

11)  Aj^aji. 

w 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  'S  die  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter des  Querschnitts)  für  die  im  Abstände  w  von  der  Neu- 
tralen befindliche  Faser,  also  —  wenn  man,  wie  hier  vorausge- 
setzt werden  soll,  unter  w  die  Entfernung  der  am  weitesten 
Yon  der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser  versteht  —  zugleich 
die  stärkste  Spannung  (pro  G""),  welche  in  der  ganzen  Quer- 
schnittsfläche vorkommt.  Die  obige  Gleichung  kann  daher  in  der 
Form: 

12)  S  — -^ü» 

benutzt  werden,  um  die  Spannung  der  am  stärksten  gespannten 
Faser  zu  berechnen,  sobald  das  Trägheitsmoment: 

13)  X^S(fu^ 

für  die  betreflfende  Querschnittsform  zuvor  bestimmt  wurde.*) 

Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral -Rechnung  würde 
man  dem  obigen  Ausdrucke  fllr  das  Trägheitsmoment  die  Form 
zu  geben  haben: 

*)  S.  „Analytische  Mechanik''  (2.  Aufl.)  §  91  und  «Technische  Mechanik«" 
(5.  Aufl.)  §  109  und  §  134. 
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14)     Z^ldF.u\ 

indem  man  mit  F  die  ganze  Querscbnittsfläche  nnd  mit  dF  den 
anendlich  kleinen  Flächeninhalt  des  im  Abstände  u  von  der  neu- 
tralen Achse  parallel  zn  derselben  liegenden  Flächenstreifens  be- 
zeichnet 

yig  g  Für  den  in  Fig.  8  dargestellten  recht- 

eckigen Querschnitt  z.  B.  würde  man 
dF^^bdu  zu  setzen  haben ,  und  man 
:::3rfi#  erhält  durch  Ausführung  der  Integration 
ftlr  das  Trägheitsmoment  der  rechteckigen 
Querschnittsfläche  von  der  Breite  b  und 
der  Höhe  h  die  Gleichung: 

15) 


%  =  Cbdu.u'^bCu*du^^ 


Nach  Gleichung  11)  würde  also  für  den  rechteckigen  Quer- 
schnitt die  grösste  Biegungs-Spannung  zu  .berechnen  sein  «us  der 
Gleichung: 

16)    -^  =  3». 
o 

§  3. 
Graphische  Darstellung  der  Blegungsmomente. 

Bei  dem  prismatischen  Balken  hat  das  Trägheitsmoment  X 
ftlr  alle  Querschnitte  dieselbe  Grösse;  ebenso  auch  der  Abstand 
w  der  am  stärksten  gespannten  Faser  von  der  Neutralen.  Nach 
Gleichung  12)  des  Yorigen  Paragraphen  ist  also  bei  dem  prisma- 
tischen Balken  die  grösste  Biegungs-Spannung  S  stets  proportional 
der  Grösse  des  Biegungsmoments  äß.  Wenn  man  an  den  einzelnen 
Punkten  der  horizontalen  Achsenlinie  des  Balkens  Perpendikel  er- 
richtet, dfren  Längen  die  Grössen  der  Biegungsmomente  an  diesen 
Stellen  darstellen,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  eine 
Linie,  deren  Form  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach  welchem  das 
Biegungsmoment  Wl  mit  dem  Abstände  vom  Endpunkte  des  Bal- 
kens sich  ändert;  und  dieselbe  Linie  kann  zugleich  gelten  als 
graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  grösste 
Biegnngs- Spannung  S  yon  einem  Endpunkte  des  Balkens  bis  zum 
andern  sich  ändert. 
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Fig.  9. 


Bei  dem  ursprttDglich  angenommenen  Falle ,  in  welchem  nur 
eine  biegende  Kraft  am  freien  Endpunkte  des  Balkens  voraus- 
gesetzt wurde,  führt  die  graphische  Darstellung  der  Biegungs- 
momente zu  der  geraden  Linie 
BPC  (Fig.  9);  denn  man  er- 
hält fllr  das  Verhältniss  der 
Biegungsmomente  an  den  bei- 
den Stellen  N  und  A  die  Glei- 
chung : 

ü«        Kx 


^)      cm    —    VI  — 


üß. 


Kl 


l 


Wenn  gleichzeitig  zwei  vertical  abwärts  gerichtete  biegende 
Kräfte  K^  und  K^  auf  den  Balken  wirken,  so  kann  man  die 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  in  der  Weise  aus- 


Fig.  10. 


fahren,  dass  man  zunächst  ftlr 
jede  der  beiden  Kräfte  einzeln 
genommen  die  graphische  Dar- 
stellung der  Biegungsmomente 
auf  dieselbeWeise  wie  bei  dem 
vorigen  Falle  construirt,  und 
nachher  an  jedem  Punkte  der 
horizontalen  Achsenlinie  die 
beiden  Ordinaten  summirt, 
welche  für  diese  Stelle  in 
jenen  beiden  Figuren  sich  er- 
geben hatten.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  aus  den  beiden 
Figuren  10  und  11  die  Fig.  12, 
in  welcher  letzteren  z.  B.  die 
Ordinate  NP  =  ü)i  zusam- 
mengesetzt ist  aus  den  beiden 
Stücken: 

2)     A^Q  =  aR,  =  .V^= 
(Fig.  10) 


und 


K,x, 


3)  ~QP=m,  =  ^'R= 

%  ^K,  K,x,  (Fig.  11). 

Wenn  die  Kraft  Ä,  vertical  aufwärts  wirkt  (statt  vertial  ab- 
wärts), so  ist  der  Beitrag,  welchen  dieselbe  zn  dem  Biegnngsmomente 
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3ß  liefert,  eine  negative  Grösse.  Man  würde  dem  entsprechend 
für  diesen  Fall  die  Ordinaten,  welche  die  von  der  Kraft  K^  allein 
hervorgebrachten  Biegungsmomente  darstellen,  sämmtlich  von  der 

Horizontalen  aus  nach  unten 
hin  abzutragen  und  nachher  bei 
der  Zusammensetzung  der  bei- 
den Ordinalen  fllr  jede  einzelne 
Stelle  die  zweite  von  der  ersten 
zu  subtrahiren  haben  (Fig. 
13).  Für  das  Biegungsmoment 
an  iVgend  einer  links  von  dem 
Angriffspunkte  E  gelegenen 
Stelle  X  erhält  man  nach  Fig. 
13  die  Gleichung": 

4)  Wi  =  K,x,  —  K^iv.,. 
In  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  beiden  Kräfte  ATj,  K^  ein 
Kräftepaar  bilden,  wird  das  Biegungsmoment  %  an  allen  Stellen 
zwischen  A  und  E  gleich  gross.  Denn  man  erhält  aus  der  obigen 
Gleichung,  indem  man  darin  üTj  =  Äi  =  iT  und  x^  —  a?2  =  a 
setzt,  ftlr  alle  Biegungsmomente  der  Strecke  AE  den  constanten 

Werth: 

5)    m=^Ka, 

welcher  zugleich  das  Moment  jenes  Kräftepaares  bildet  Die  gra- 
phische Darstellung  der  Biegungsmomente  ergiebt  daher  fllr  die 

Strecke  AE  eine  horizontale 
Linie  (Fig.  14),  Indem  jnan 
das  in  Bezug  auf  Fig.  12  er- 
klärte Verfahren  anwendet  auf 
den  Fall,  in  welchem  mehr  als 
zwei  biegende  Kräfte  vorhan- 
den sind,  erkennt  man,  dass 
die  graphische  Darstellung  der 
Biegnngsmomente  immer  zu 
einer  gebrochenen  Linie  führt, 
und  dass  die  Anzahl  der  geradlinigen  Stücke,  aus  welchen  diese 
gebrochene  Linie  sich  zusammensetzt,  tibereinstimmt  mit  der  An- 
zahl der  biegenden  Kräfte.  Wenn  also  diese  Anzahl  unendlich 
gross  und  zugleich  der  Abstand  zwischen  zwei  benachbarten  Kräf- 
ten unendlich  klein  wird,  so  geht  die  gebrochene  Linie  über  in 
eine  krumme  Linie. 


Fig.  14 

BE 

K 

■ 

iliiiiSil 

w 

iW 

%% 

N                 Ä'       "        1 

m 

• 

TT 
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Für  eine  stetig  und  gleichförmig  über  die  Länge  des  Balkens 
vertheilte  Belastung  von  der  Grösse  p  pro  Längeneinheit  nimmt 

daher   die    graphische    Dar- 


Fig.  15. 


Stellung  die  in  Fig.  15  an- 
gegebene Form  an.  Das  Ver- 
hältniss  der  beiden  Biegungs- 
momente an  den  Stellen  N 
und  A  hat  die  Grösse: 


6)    -Qwr  =  -1 — TT  = 


3». 


^W' 


v^ 


^■;^&) 


Die  krumme  Linie  BPC  ist 
daher  eine  Parabel,  deren 
Scheitelpunkt  mit  dem  Punkte 
Bj  und  deren  Achse  mit  der 
durch  diesen  Punkt  gelegten  Verticalen  zusammenfällt 

Denkt  man  sich  bei  dem  in  Fig.  16  dargestellten  Balken  AB^ 
welcher  an  beiden  Endpunkten  unterstützt  und  an  irgend  einer 

Zwischenstelle  Cmit  einem 
^^^'^^'  Gewichte    Q  belastet  ist, 

J5^Q(j^)  den  Theil  AC  in  eine  feste 
Wand   eingeschlossen,   so 
erkennt  man,  dass  für  den 
Theil  BC  die  graphische 
Darstellung  der  Biegungs- 
momente auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  9  auszuführen 
ist,   nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  hier  die  Or- 
dinaten  sämmtlich  nach  unten  hin  von  der  Horizontalen  ans  ab- 
zutragen sind.    Fttr  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  C  erhält 
man  die  Gleichung: 

7)  a»,  =  cs  =  ü:,6  =  ü:fl, 

welche  nach  Substitution  des  fttr  K  (oder  K^)  aus  dem  Gesetze 
des  Hebels  sich  ergebenden  Werthes  die  Form  annimmt: 

8,  aß.-- ^. 

'        a  +  6 
Indem  man  auf  den  Fall,  in  welchem  der  Balken  mit  zwei 
oder  mehreren  Gewichten  belastet  ist,  wiederum  das  in  Bezug 
auf  die  Figuren  10,  11,  12  erklärte  Ver&hren  anwendet,  gelangt 
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man  zu  den  Figuren  17  und  18,  in  welcher  letzteren  eine  stetig 
ttber  die  ganze  Balkenlänge  vertheilte  Belastung  yorausgesetst  ist 

Wenn    zugleich    angenommen 


Fig.  17. 


wird,  dass  diese  Belastung 
gleichförmig  über  die  Länge 
AB  vertheilt  ist  und  die  Grösse 
p  pro  Längeneinheit  hat,  so 
ergiebt  sich  fär  das  Biegungs- 
moment an  der  im  Abstände  x 
von  der  Mitte  befindlichen  Stelle 
N  die  Gleichung: 


9)    m^NP^K{l-x)  — 


P(i-xy 


welche  nach  Substitution  des  Werthes  K^^pl  die  Form  annimmt: 


Fig.  18. 


10) 


2 


Aus  dieser  Gleichung  erhält 
man  für  das  Biegnngs- 
moment  in  der  Mitte  des 
Balkens,  indem  man  ^"«0 
setzt,  den  Werth: 

2 


11)      ü»o 


Für  das  Verhältniss  dieser  beiden  Biegungsmomente  ergiebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 

!/?(/*  — ^«)         /«  — o-' 


iw' 


n 


welche  zeigt,  dass  die  Curve  BFA  eine  Parabel  ist,  deren  Achse 
mit  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Balkens  gelegten  Verticalen 
zusammenfällt. 

§  4. 
Allgemeine  DlffiBrenzial-Glelchang  der  elastisoheii  Linie. 

Die  krumme  Linie,  in  welche  bei  der  Biegung  des  Balkens 
die  vorher  geradlinige  Achse  desselben  übergeht,  wird  die  ela- 
stische Linie  genannt.  Das  unendlich  kleine  Bogenstück  J^ 
(Fig.  8)  dieser  elastischen  Linie  kann  als  ein  Kreisbogen  angesehen 


Digitized  by 


Google 


14  Erster  Abschnitt.  §  4. 

werden,  dessen  Mittelpunkt  0  mit  dem  Convergenzpunkte  der  bei- 
den Normalen  CD  und  EF  zusammenfällt,  und  dessen  Halbmesser 
OM=^Q  den  Ertlmmungsbalbmesser  der  elastischen  Linie  für  diese 
Stelle  bildet.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  CGM 
und  MNO  in  Fig.  3  ergiebt  sich  die  Proportion: 

CG  ^JTS 

Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  ist  das  Verlängerungs-Yer- 
hältniss  desjenigen  Fasemabschnitts,  dessen  Spannung  (pro  Qua- 
dratmillimeter des  Querschnitts)  mit  S  bezeichnet  wurde,   also 

(nach  §  1,  Gleichung  1)  gleich  -^'    Wenn  man  ferner  MG  =  w 

und  ON  t=^  Q  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2)  -rT  =  — >     oder:      —  = 

E  Q  w  Q 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  in  §  2  gefundene 
allgemeine  Gleichung  11)  die  Form  an: 

3)  ^^  =  ü». 

Q 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Krümmungshalbmesser  q  dem 
Biegnngsmomente  SSSi  umgekehrt  proportional  ist,  und  dass  an 
den  Stellen,  wo  ÜW  =  0  ist,  der  Krümmungshalbmesser  p  =  oo 
wird. 

Wenn  mit  (p  der  Winkel  bezeichnet  wird,  welchen  die 
elastische  Linie  an  der  Stelle  3/,  deren  Coordinaten  ^,  y  sind, 
mit  der  Horizontalen  einscUiesst,  oder  der  Winkel,  welchen  die 
an  dieser  Stelle  errichtete  Normale  MO  mit  der  Verticalen  ein- 
schliesst  (Fig.  19),  so  ist  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen 
die  in  den  benachbarten  Punkten  M  und  A^  errichteten  beiden 
Normalen  mit  einander  einschliessen,  mit  d(p  zu  bezeichnen;  man 
erhält  also  für  das  zu  diesem  Winkel  gehörige  Bogenelement  die 
Gleichung: 

4)  M^—gdip. 

Da  eine  sehr  geringe  Grösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt 
wird,  so  darf  für  den  Winkel  (p  als  einen  sehr  kleinen  Winkel 
die  Tangentenzahl  an  die  Stelle  der  Winkelzahl  gesetzt  werden; 
auch  darf  man  das  Bogenelement  MN  vertauschen  mit  dessen 
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Horizontal -Projection  MQ 
alsdann  die  Form  an: 

Fig.  19. 


djc.    Die  vorige  Gleichung  nimmt 


5)    da;  =  Q  rf(tg  9>). 
Für  die  Grösse  tg  <p  ergiebt 
sich  aus  dem  unendlich  klei- 
nen rechtwinkeligen  Dreieck 
MNQ  der  Ausdruck: 


6)    tg<p 


dx 


folglich  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser Q  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 


7) 
oder: 


dx  • 
Q 


dx* 


Wenn  man  diesen  letzteren 

Werth  fttr  —  in  Gleichung  3) 

substituirt,  so  erhält  man  die 
folgende   allgemeine  Diffe- 
renzial- Gleichung  der  elastischen  Linie: 


8) 


Ez^^m. 


Mit  Hülfe  dieser  allgemeinen  Gleichung  kann  man  die  Form 
der  elastischen  Linie  berechnen,  indem  man  zunächst  ftir  das 
Biegungsmoment  9R  als  Function  von  o?  die  den  speciellen  Fällen 
entsprechenden  Ausdrücke  substituirt,  und  alsdann  durch  zwei- 
malige Integration  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  ^ 
darstellt 

§5. 
Berechnung  der  Durchbiegungen. 

Für  den  in  Fig.  20  dargestellten  Fall  des  an  einem  Ende 
horizontal  eingemauerten  und  am  freien  Ende  B  mit  einem  Ge- 
wichte K  belasteten  Balken  hat  man: 

1)    ^^K{l  —  x) 
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zu  setzen,  und  indem  man  zugleich  die  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  gefundene  allgemeine  Gleichung  auf  beiden  Seiten 
mit  dx  multiplicirt,  erhält  man  die  Gleichung: 


2)     EZd\ 


[Z] 


K(l  —  x)dx. 


Fig.  20. 


Wenn  man  alsdann  die 
erste  Integration  aus- 
führt und  zugleich  be- 
rücksichtigt,   dass    für 

^  =  0  die  Grösse  -^ 
dx 

=  tg  9)    ebenfalls    den 

Werth  Null  annimmt  (da 

an  der  Befestigungsstelle 

A  die  elastische  Linie 

horizontal  gerichtet  ist), 

so  gelangt  man  zu  der 

folgenden  Gleichung: 


3,  exJ^  =  k(;.-^), 

welche  man  benutzen  kann,  um  für  jeden  Werth  von  x  den  zu- 
gehörigen Werth  der  Grösse  -^  *=  tgqp  zu  berechnen.    Für  0?=/ 


wird 


dy 


-j-  — ^  tg  w ;  es  ergiebt  sich  also  für  diese  letztere  Grösse 

der  Werth: 

Kl' 

^''  =  YEZ' 


4) 


Indem  man  die  Gleichung  3)  auf  beiden  Seiten  mit  dx  multi- 
plicirt  und  hierauf  die  zweite  Integration  ausführt,  erhält  man  — 
in  gleichzeitiger  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die  Inte- 
grations-Gonstante  wiederum  gleich  Null  zu  setzen  ist,  insofern 
für  07  =  0  auch  y  =  0  wird  —  die  folgende  Gleichung: 


5)    EX.j^K(lf-^), 


aus  welcher  man  für  jeden  gegebenen  Werth  von  x  den  zuge- 
hörigen Werth  der  Ordinate  y  berechnen  kann.  Für  x  =  l  wird 
y  ==/;  man  erhält  also  für  die  Senkung  des  Belastungspunktes  B 
den  Werth: 
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6)    /= 


Kl* 


7) 


Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  doreh  die  oben  für-  tg  w 
gefundene  diridirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

-j^  =  |-/,    oder:   /=|/tge.. 

welche  zeigt,  dass  die  Horizontale  des  Befestigongspunktes  A  von 
der  dnrch  den  Belastnngspunkt  B  gelegten  Tangente'  geschnitten 

wird  an  einer  Stelle,  welche  im  Abstände  -^  vom  Punkte  A  liegt. 

Die  Gleicbang  7)  bietet  sugleich  ein  Mittel,  die  DorchbiegODg  /  auf  in- 
directem  Wege  zu  messen,  und  zwar  genauer  als  dies  durch  directe  Messni^ 
geschehen  kann.  Wenn  man  an  dem  freien  Endpunkte  B  einen  Spiegel  be- 
festigt, dessen  Ebene  rechtwinkelig  zu  der  Balken -Achse  gerichtet  ist,  und 
mittelst  eines  auf  diesen  Spiegel  gerichteten  Femrohrs  das  Bild  eines  in  der 
Biegungsebene  aufgestellten  verticalen  Maassstabes  betrachtet*),  so  kann  man 
auf  diese  Weise  die  Grösse  des  Winkels  a  mit  grosser  Genauigkeit  beobachten 
nnd  nach  Substitation  des  fClr  tg  a>  gefundenen  Werthes  alsdann  aus  Gleichung  7) 
die  Gr<>8se  der  Durchbiegung  berechnen. 

Wenn  der  Balken  an  der  Befestignngsslelle  A  nicht  in  hori- 
zontaler Lage,  sondern  in  einer  nm  den  sehr  kleinen  Winkel  a 

nach  nnten  hin  von  der 
*•  Horizontalen     abwei- 

chenden Lage  einge- 
mauert wäre  (Fig.  21), 
so  würde  man  bei  Aus- 
führung der  ersten  In- 
tegration zu  berück- 
sichtigen haben,  dass 
die  Integrations-Con- 
stante  in  diesem  Falle 
nicht  gleich  Null,  son- 
dern gleich  E%  tg  a  ist, 
insofern  -^  =  tg  a  wird  fllr  ;r  =  0.    Statt  Gleichung  3)  würde 

man  also  ftir  diesen  Fall  die  folgende  Gleichung  erhalten: 


8) 


E%%^K(l.-^)+E%i^a, 


und  die  hiemach  auszuführende  zweite  Integration   ergiebt   die 
Gleichung: 

*)  YergL  Analytische  Mechanik  (2.  Aufl.)  §  99. 

Kitt«r,  iBgenieiir-Meebuiik.  2.  Anfl.  2 
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9)    E%ff  =  K(^^-^'j+EZtga.x. 
Ans  diesen  letzteren  beiden  Gleichungen  erhält  man  resp.  für  tg  m 

Kl* 


und /die  Werthe: 
10)     tg  w 


11)    /= 


~  2EX 
KP     . 


3  £3: 
Setzt  man  hierin  K'^O, 


+  tga, 
'tga. 


80  wird  ig  OD  =  ig  a  und/=/tga;    setzt 


man  ein  anderes  Mal  tg  «  «  0,  so  erh&lt  man  wie  oben  tg  a>  «  .  „_,   und 

JT/'  l  t^  jL 

/a—  .    Jede  der  beiden  Grössen  tg  <a  und  /  setzt  sich  also  zusammen 

aus  den  Beiträgen,  welche  die  beiden  zusammenwirkenden  Ursachen:  n&mlich 

erstens  das  Vorhandensein  der 


Fig.  22. 


biegenden  Kraft  K,  und  zwei- 
tens das  Vorhandensein  der 
schrägen  Einmauerung,  ein- 
zeln genommen  zu  diesen 
Grössen  liefern,  wie  Fig.  22 
beispielsweise  in  Bezug  auf 
die  Grösse /zeigt.  Aus  diesem 
Grunde  darf  bei  den  nächst- 
folgenden Fällen  wiederum  die 
horizontale  Einmauerung  vor- 
ausgesetzt werden,  ohne  dass 
die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung dadurch  beeinträch- 
tigt würde,  insofern  man  den 
auf  solche  Weise  gefundenen  Gleichungen  durch  Hinzufügung  der  den  Winkel 
a  enthaltenen  Glieder  jederzeit  leicht  diejenigen  Formen  geben  kann,  in  wel- 
chen sie  für  den  Fall  der  schrägen  Einmauerung  Gültigkeit  haben. 

Wenn  es  statt  der  ein- 
^^-  28.  zelnen  Kraft  K  ein  am 

A-eien  Ende  des  Balkens 
wirkendes  Kräftepaar 
vom  Momente  ÜK  =  Ka 
ist,  welches  die  Biegung 
desselben  hervorbringt, 
so  hat  —  wie  aus  Fig.  14 
zu  ersehen  —  das  Bie- 
gungsmoment in  allen 
Punkten  der  elastischen 
Linie  die  gleiche  Grösse.  Es  ist  daher  bei  dem  in  Fig,  28  darge- 
stellten Falle  das  Biegungsmoment  SOt  als  eine  von  x  unabhängige 
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CoDstante  zu  behandeln,  deren  Grösse  in  dem  Momente  des  bie- 
genden Eräftepaares  selbst  gegeben  ist,  und  die  Anwendung  des 
oben  erklärten  Kechnungs- Verfahrens  fuhrt  zu  den  folgenden 
Gleichungen: 

12)    £J -§  =  Sm  =  Const, 


13)    ^2: 


dx 


aßo?, 


,4)     Ä,-ü^. 

aus  welchen  man  nach  Substitution  des  Werthes  o?  =  /  resp.  für 
die  Grössen  tg  oi  und  /  die  folgenden  Werthe  erhält: 


15)    tg  oi 


mi 


16)   /- 


a»/* 


Nach  §  4  (Gleichung  3)  hat  der  Erümmangs-Halbmesser  der 
elastischen  Linie  in  diesem  Falle  die  überall  gleiche  Grösse: 
E% 


17)       Q 


a» 


Fig.  24. 


Die  elastische  Linie  ist  also  ein  Kreisbogen,  nnd  der  in  Glei- 
chung 15)  gefundene  Winkel  w  bildet  zugleich  den  Centriwinkel 
dieses  Kreisbogens. 

Für  den  in  Fig.  24 
dargestellten  Fall  einer 
gleichförmig  über  ^^ 
Länge  des  Balkens  ver- 
theilten  Belastung  von 
der  Grösse  JE?  pro  Längen- 
einheit hat  man : 

zu  setzen,   und  es  er- 
geben  sich  fttr  diesen 


Fall  die  folgenden  Gleichungen: 

dhf       pd  —  xf 


19)    EZ 


da* 


20)    EZ 


-d^-P[ 


2 


la^ 


+ 


^\ 


2* 
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21) 


EZy=p{- 


Erster  Abschnitt.  §  6. 


22)  *e-  =  -6^' 


''^  f-ik 


§  6. 
Zusammensetzung  der  Durchbiegungen. 

Wie  in  §  3  erklärt  wurde,  kann  man  die  Grösse  des  Biegungs- 
moments Wl  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  den  einzelnen 
(positiven  oder  negativen)  Beiträgen,  welche  die  einzelnen  biegen- 
den Kräfte  zu  demselben  liefern.  Auf  gleiche  Weise  setzt  sich 
auch  die  Durchbiegung  /  aus  den  Einzelwirkungen  dieser  Kräfte 
zusammen,  und  dasselbe  gilt  von  der  Grösse  tg  cj,  als  der  Tan- 
gente des  Neigungswinkels  der  elastischen  Linie  am  freien  End- 
punkte des  Balkens.  Man  kann  daher  die  Durchbiegung,  welche 
mehrere  gleichzeitig  vorhandene  Belastungen  am  freien  Endpunkte 
des  Balkens  hervorbringen,  in  der  Weise  berechnen,  dass  man 
zunächst  die  allgemeine  Gleichung  aufstellt  für  die  Durchbiegung, 
welche  ein  einzelnes  an  beliebiger  Stelle,  z.  B.  im  Abstände  a  von 
der  Befestigungsstelle,  angehängtes  Gewicht  Q  am  Endpunkte  des 
Balkens  hervorbringt,  und  nachher  die  mit  Hülfe  dieser  allge- 
meinen Gleichung  zu  bestimmenden  Beiträge  summirt,  vrelche  die 
einzelnen  Belastungen  zu  der  ganzen  hervorgebrachten  Senkung 
des  Endpunktes  liefern. 


Fig.  25. 


Für  die  von  dem 
Gewichte  Q  am  Bela- 
stungspunkte M  selbst 
hervorgebrachte  Sen- 
kung ergiebt  sich  aus 
derGleichung6)  des  vo- 
(l-a)tg<i>  rigen  Paragraphen  der 
in  Fig.  25  angegebene 
Werth  (T,  und  für  die 
Grösse  tg  cj  erhält  man 
aus  der  Gleichung  4) 

des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  Q  statt  K  und  a  statt  / 

setzt,  den  Werth : 

tgCü=      ^ 


1) 


1E% 


Digitized  by 


Google 


ZasammeDBetsung  der  Dorchbi^gangen. 


21 


Die  Senkaog  des  Endpunktes  B  setzt  sich  ans  den  beiden  Theilen 
a  and  (/ —  a)  tg  oi  zusammen,  hat  also  die  Grösse: 


2)    /= 


ZE% 


+  (/— fl) 


2£I 


Hiernach  ergiebt  sich 
z.  B.  bei  dem  in  Fig.  26 
dargestellten  Falle  ftlr 
die  von  den  beiden  Ge- 
Wichten  Q,  und  Qt  zu- 
sammen genommen  her- 
vorgebrachte Senkung 
des  Endpunktes  B  die 
Gleichung: 


und  für  die  Grösse  tg  w  erhält  man  —  ebenfalls  durch  Summation 
der  Ton  den  beiden  Belastungen  zu  derselben  gelieferten  Beiträge 
—  den  Werth: 


4)     t^io 


2EZ  '^2EX 


Dasselbe  Verfahren  kann  man  auch  anwenden  auf  den  Fall, 
in  welchem  die  Anzahl  der  biegenden  Kräfte  unendlich  gross  ist, 
also  z.  B.  auf  den  Fall  einer  stetig  und  gleichförmig  —  entweder 
über  die  ganze  Balkenlänge  oder  über  einen  Theil  derselben  — 
yertheilten  Belastung.  Wenn  mit  p  die  Belastung  pro  Längenein- 
heit bezeichnet  wird,  so  ist  p  da;  die  Belastung  der  im  Abstände  a? 
von  der  Befestigungsstelle  befindlichen  unendlich  kleinen  Strecke 

d£c  (Fig.  87).    Für  den  un- 
Fig.  27.  endlich  kleinen  Beitrag  rf/, 

welchen  dieser  Belastungs- 

■ff- - theil  zu  der  ganzen  Senkung 

\äf  des  Endpunktes  B  liefert, 
erhält  man  aus  Gleichung  2), 
indem  man  darin  a:  statt  a 
und  p  da;  statt  Q  setzt,  den 
Werth: 


5) 


^f—PjfLl^        (/— ^)^1 
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und  wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  x^  und  x^  —  so  erhält  man  ftlr  die  ganze 
durch  die  Belastung  der  Strecke  x^  —  x^  hervorgebrachte  Senkung 
des  Endpunktes  B  (Fig.  28)  die  Gleichung: 


6) 


._     V     \l{x\^x\)  _  fx\-x\^ 
^~  E%\         6  V      24      yj 


Für  den  Fall,  in  welchem  die  ganze  Länge  des  Balkens  be- 
lastet ist,  hat  man  ^^  =  0  und  x^  =  l  zu  setzen;  man  erhält 
dann  ftlr  /  den  Werth: 

also  denselben  Werth,  welcher  in  Gleichung  23)  des  vorigen  Para- 
graphen bereits  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Auch  die  Grösse  tg  co 
Fig.  28.  iß  ^ig-  28  kann  auf  dem 

Wege  der  Integration 
bestimmt  werden.  Nach 
Gleichung  1)  hat  der  un- 
endlich kleine  Beitrag, 
welchen  die  Belastung 
y-  pdx  zu  derselben  liefert, 
Pi^-^)  '"    die  Grösse: 

8)    ä^.^P^ 

und  man  erhält  durch  Integration  dieses  Ausdrucks  fttr  den  in 
Fig.  28  dargestellten  Belastungszustand  die  Gleichung: 


9)     tgw 


6EZ 


welche  nach  Substitution  der  Werthe  ^j  =  0  und  x^  = 
annimmt: 


•'  l  die  Form 


10) 


pl' 


also  denselben  Werth  liefert,  welcher  in  Gleichung  22)  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Das  Princip  der  ^ Zusammensetzung  der  Durchbiegungen^  lässt 
sich  durch  die  nachfolgende  tabellarische  Zusammenstellung  der 
bisher  gewonnenen  Resultate  veranschaulichen. 
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K 

m 

pl 

Q 

a 

tga» 

Kl* 
2EZ 

mi 

E% 

pl" 

QEZ 

Qa' 
2EZ 

tga 

/ 

KP 

3  £2: 

aß/' 

1E% 

pl' 

%EZ 

3  KJ    '   ^'      "^2  EZ 

Itga 

In  dieser  Tabelle  sind  die  von  fünf  verschiedenen  Ursachen 
herrflhrenden  Beiträge  zu  den  Grössen  tg  (o  nnd  f  zusammen- 
gestellt. Die  mit  der  Ueberschrift  „K^  versehene  Verticalcolumne 
enthält  die  Beiträge ,  welche  eine  am  freien  Ende  des  Balkens 
(auf  die  in  Fig.  20  dargestellte  Weise)  wirkende  Kraft  K  resp. 
zu  den  Grössen  tg  o)  und  /  liefert.  In  der  folgenden  ist  durch 
die  Ueberschrift  „S)}''  angedeutet,  dass  dieselbe  die  Beiträge  ent- 
halt, welche  ein  am  freien  Ende  des  Balkens  wirkendes  Eräfte- 
paar  vom  Momente  SOt  zu  jenen  Grössen  liefert  (Fig.  23).  Auf 
analoge  Weise  sind  die  Ueberschriften  der  dann  folgenden  zwei 
Verticalcolumnen  zu  deuten,  welche  resp.  auf  die  in  Fig.  24  und 
Fig.  25  dargestellten  Fälle  sich  beziehen.  In  der  letzten  endlich 
ist  durch  die  Ueberschrift  a  angedeutet,  dass  die  von  einer  um 
den  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigten  Lage  des  Balkens 
an  seiner  Befestigangsstelle  herrührenden  Beiträge  in  derselben 
aufzusuchen  sind. 

Denkt  man  sich  die  in  der  Horizontalreihe  neben  «/**  stehen- 
den Ausdrücke  sämmtlich  durch  Pluszeichen  mit  einander  ver- 
bunden, so  erhält  man  die  Senkung  des  Endpunktes  für  den  Fall, 
in  welchem  sämmtliche  fünf  Ursachen  gleichzeitig  vorhanden  sind. 
Auf  analoge  Weise  würde  die  Grösse  tg  w  für  diesen  Fall  zu  be- 
stimmen sein.  Wenn  die  eine  oder  die  andere  jener  fünf  Ur- 
sachen in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  so  ist  selbstverständlich 
vor  den  betreffenden  Ausdruck  statt  des  Pluszeichens  das  Minus- 
zeichen zu  setzen. 

§  7. 
Balken  auf  zwei  Stützen. 

Jede  von  den  beiden  Hälften  des  in  Fig.  29  dargestellten  Bal- 
kens befindet  sich  genau  in  demselben  Biegungszustande  wie  der 
in  Fig.  80  dargestellte  an  einem  Ende  horizontal  eingemauerte  Bal- 
ken.   Denn  die  Anwendung  der  Gleichgewichts -Bedingungen  auf 
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den  letzteren  ergiebt,  dass  die  von  der  Wand  auf  den  Balken 
Übertragenen  Kraftwirknngen  ein  Kräftepaar  bilden  rom  Momente 

K 


=  ^(vergl.Fig.l8); 


Fig.  2». 

und  wenn  man  sich  den 
Biegnngsznstand  der  links- 
seitigen Hälfte  ebenfalls 
auf  diese  Weise  veran- 
schaulicht, so  erkennt  man, 
dass  bei  nachheriger  Zu- 
sammensetzung die  beiden 
Hälften  aufeinander  gegen- 
seitig das  zum  Gleichge- 
wichte erforderlicheKräfte- 
paar  übertragen  werden; 
folglich  die  Wände  hin  weg- 
genommen werden  können, 
ohne  dass  der  Gleichgewichts-Zustand  gestört  wird. 

Die  Grössen  tg  ta  und  /  sind  daher  zu  berechnen  nach  den 
fttr  Fig.  30  aus  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  sich  ergeben- 
den Gleichungen: 

6EX        3EZ  ' 


Fig.  30.  j^lm 


1) 


*S^  =  -2^ 


2)    /= 


KP 
dEZ 


8EZ 


5 
24 


EX 


Fig.  31. 


Auf  analoge  Weise  er- 
hält man  fttr  den  in  Fig.  31 
dargestellten  Fall,  indem 
man  die  Tabelle  des  vo- 
rigen Paragraphen  auf 
Fig.  32  anwendet,  die 
Gleichungen: 

KP         Qa' 


3) 


2EZ' 


4)    /- 


KP 


dEX 


9EX 


+"-)Ä)' 
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welche  nach  Snbstitiition  des  Werthes  K 
nehmen: 


Q  die  Formen  an- 


5)     tg  w  = 


6)    /= 


EZ 


7)     dtgco 


2EZ     ' 

^a:  1 3  ^  6      2  I 

Setzt  man  in  diesen  Glei- 
chungen ;r  statt  a  und  pda^ 
statt  Q,  so  erhält  man  f&r  die 
anendlich  kleinen  Beiträge, 
welche  die  in  Fig»  33  ange- 
gebenen Belastungen  resp.  zu 
den  Grössen  tg  w  und  /  lie- 
fern, die  Gleichungen: 
pdxjl^  —  aP) 
2EZ 


«^-^{^+f-^}- 


Fig.  84. 
j av ;- ^^ 


und  wenn  man  alsdann 
die  Integration  ausfuhrt, 
auf  der  rechten  Seite 
zwischen  deuv  Grenzen  a:^ 
und  ^,,  so  ergeben  sich 
fnr  den  in  Fig.  34  dar- 
gestellten Belastungszu- 
stand die  Gleichungen: 


9) 


10) 


"^       EZ\         3  '^\      2A      J' 


6      r 

welche  ftlr  a?,=  0  und  ^7»=/  wiederum  die  in  den  Gleichungen  1) 
und  2)  gefundenen  Werthe  liefern. 

Offenbar  liefert  zu  der  Durchbiegung  in  der  Mitte  des  Balkens 
die  Belastung  der  linksseitigen  Hälfte  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag, wie  die  Belastung  der  rechtsseitigen  Hälfte.  Es  folgt  hieraus, 
dass  diese  Durchbiegung  nur  halb  so  gross  wird,  wenn  die  eine 
von  den  beiden  Belastungshälfien  hinweggenommen  wird.  Bei  dem 
in  Fig.  85  dargestellten  unsymmetrisch  belasteten  Balken  ist  also: 
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.     V  \i'{x,-x:^    (<-<\    i{x\-^'d\ 

^^^    ^™  E%\         6  "^V      48      )  12         J' 


Fig.  S5. 


48      )  12 

Auch  zu  dem  Biegungs- 
momente  in  der  Mitte  liefert  die 
eineBelastnngshälfte  einen  ebenso 
grossen  Beitrag,  wie  die  andere. 
£b  würde  also  z.  B.  in  Fig.  29 
das  Hinwegnehmen  der  einen  Be- 
lastungshälfte  zur  Folge  haben, 
dass  das  Biegungsmoment  in  der 

Mitte  auf  den  Werth  \  m  =^^^ 

vermindert  wird.    Ebenso  würde 

in  Fig.  31  das  Hinwegnehmen  des  einen  von  den  beiden  Gewichten  Q  bewirken, 

dass  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  den  Werth  ^Tl '^  ^  Q {l  —  a)  annimmt. 


2)(ai-ai) 


Fig.  36. 


§8. 
Balken  mit  eingemauerten  Enden. 

Denkt  man  sich  an  den  beiden  Enden  des  anf  zwei  Stützen 
ruhenden  Balkens  Eräftepaare  von  gleichen  Momenten  und  entgegen- 
gesetzten Drehungsrich- 
tungen angebracht,  so 
erkennt  man,  dass  durch 
Hinzufiigung  dieser 
Kräftepaare  die  Grösse 
des  Neigungswinkels  co, 
welchen  die  elastische 
Linie  über  jedem  Stütz- 
punkte mit  der  Horizon- 
talen einschliesst,  eine 
Veränderung  erleiden 
muss,  und  dass  es  für 
die  Momente  jener 
Kräftepaare  eine  be- 
stimmte Grösse  SOt  geben 
muss,  bei  welcher  der 
Winkel  oj  gleich  Null 
wird  (Fig.  36).  Wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  be- 
findet sich  offenbar  der 
Balken  genau  in  dem- 
selben Biegungszustande,  wie  der  in  Fig.  37  dargestellte  Balken, 
dessen  beide  Enden  in  horizontaler  Lage  eingemauert  sind. 
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Um  die  GrOsse  des  Moments  3ß  zu  bestimmen,  hat  man  anf 
die  eine  Balkenhalfte  (Fig.  38)  die  Tabelle  des  §  6  anzuwenden 
and  die  algebraische  Snmme  der  von  den  drei  Biegnngsnrsachen 
K,  pl,  HR  zn  der  Grösse  tg  ta  gelieferten  Beitrage  gleich  Nnll  zu 
setzen.    Man  erhält  dann  die  Gleichnng: 

Kl*  pl'         mi 


1)    0 


1EZ 


6  El        E% 


welche,  flir  üß  aufgelöst,  nach  Snbstitation  des  Werthes  K-- 
die  Form  annimmt: 


2) 


"^  3 


Die  Dnrchbiegmig  /  setzt  sich  eben&lls  zosammen  ans  den 
Beiti%en,  welche  die  obigen  drei  Biegnngsnrsachen  zu  derselben 
liefern,  nnd  ans  der  Tabelle  des  §  6  ergiebt  sich  fllr  diese  Dnrch- 
biegnng  die  Gleichung: 

Kl^         pl*         mi" 


3)    /= 


ZE% 


SEX 


2EZ 


welche  nach  Substitution  der  fOr  K  und  iDt  gefundenen  Werthe 
die  Form  annimmt: 

pl'     _ 


4)    /= 


24Ä5E 


Die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  kann  man 
ans  Fig.  18  in  der  Weise  ableiten,  dass  man  von  den  Ordinaten 

der  Gurre  in  jener  Figur 


Fig.  89. 


überall    die 
Grösse  SW  = 


sub- 


H 


Fig.  40. 


constante 

PJL 

3 

trahirt  (Fig.  89).  Fttr 
die  Ordinate  im  Ab- 
stände a:  von  der  Mitte 
ergiebt  sich  alsdann  die 
allgemeine  Gleichung: 

5)    M^p{^) 

_  pl' 


ans  welcher  man  für  die  Grössen  M  und  ^  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Werthe  erhält: 
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a?  =  0, 


A,_  +  i^, 


±4='       ±if 


0, 


3 


An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment  Null  ist,  sind  die 
Biegnngs-Spannnngen  ebenfalls  Null.  Man  könnte  also  an  diesen 
Stellen  den  Balken  durchschneiden  und  eine  Gelenk-  oder  Scharnier- 
Verbindung  einschalten,  ohne  dass  der  Oleichgewichte-Zustand  da- 
durch gestört  wird.  Hieraas  folgt,  dass  auch  bei  der  in  Fig.  40 
dargestellten  Unterstützungsweise  die  einzelnen  Balkenstücke  genau 
in  denselben  Biegungszuständen  sich  befinden  wie  in  Fig.  37. 

Um  für  den  in  Fig.  41  dargestellten  Belastungszustand  die 
an  der  Befestignngsstelle  B  von  der  Wand  auf  den  Balken  über- 
tragenen Kraftwirkun- 
gen zu  bestimmen,  hat 
man  sich  denBiegungs- 
zustand  des  Balkens 
zunächst  auf  die  in 
Fig.  42  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  alsdann  die 
Tabelle  des  §  6  auf 
diesen  Fall  in  derWeise 
anzuwenden,  dass  man 
die  algebraischen  Sum- 
men der  Beiträge, 
welche  die  drei  Bie- 
gungsursachen -ff,2K,  Q 
resp.  zu  den  Grössen  tg  (o  und  /  liefern,  eine  jede  für  sich  gleich 
Null  setzt  Man  erhält  dann  die  beiden  Gleichungen: 
KL'        mL  Qa' 


6)     0  = 


7)    0  = 


2EZ 
KU 


EZ 

mu 


2EZ 

r   Qa' 
IdEZ 


+  {L-a) 


Qa' 


2Ezy 

und  wenn  abkürzungsweise  das  Verhältniss  -jr='^  gesetzt  wird, 

so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  die  beiden  unbe- 
kannten Grössen  K  und  M  die  Werthe: 

8)  K=Q{dn^  —  2n'\ 

9)  3R=QL(n»  — n'). 
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Ans  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  fttr  die  Grössen  »»  -^9  -qt  die 
naclifolgenden  zasammengehörigen  Werthe:  ^     ^ 


n  — 0 

I-« 


■92- 


— 0 


l 

l 

3 

4 

2 

4 

5 

l 

27 

32- 

2 

32 

3 

1 

9 

64 

"8 

64 

1 


Da  nach  Vertanschnng  der  Grösse  n  mit  der  Grösse  1  —  n  die  obigen 
Gieichangen  für  die  Eraftwirkungen\2r,  und  SR,  gelten  würden,  welche  an.  der 
Befeatigungsstelle  Ä  von  der  Wand  auf  den  Balken  übertragen  werden,  so  ist 
es  nicht  erforderlich,  für  diese  letzteren  Grössen  besondere  Gleichungen  auf- 
zusteUen. 

Für  dag  Biegungsmoment  an  der  Belastnngsstelle  C  ergiebt 
sich  ans  Fig.  42  die  Gleichnng: 

10)    M=^K[L  —  a)  —  my 
welche  nach  Substitution  der  für  die  Grössen  K  und  Wl  gefun- 
denen  Werthe    die    Form 
^^-  **•  liM  annimmt: 

11)    Jif  = 
2QL{n'  —  2n''  +  n\  ' 
Nachdem  die  Biegungs-. 


momente  an  den  drei  Stellen 
.4,  -B,  C  auf  solche  Weise 
berechnet  sind,  kann  die 
graphische  Darstellung  der 

Biegnngsmomente  nunmehr  auf  die  in  Fig.  48  angedeutete  Art 

ausgeführt  werden. 

Wenn  -j-  statt  n,  und  p  dx  statt  Q  gesetzt  wird,  so  ergeben 

„.    ^^  sich  aus  den  beiden  Glei- 

Für.  44  « 

^  ßX  chungen  8)   und   9)   für 

die  unendlich  kleinen 
Beiträge,  welche  die  in 
^ijU^  Fig.  44  angegebene  Bela- 
stung pdxzu  den  Grössen 
K  und  SSSl  liefert,  die 
Werthe: 


T 

12)  dK=ptUoU~-2^, 

13)  dm-^pdxLf^-j^, 
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nnd  durch  Integration  dieser  Gleichnngen   erhält  man  alsdann 
die  Werthe  von  K  und  SK,  welche  dem  in  Fig.  46  dargestellten 


Fig.  i5. 


h- 


K 

\ 


Mm. 

I 


Belastungszustande  ent- 
sprechen. Setzt  man  ab- 

HG 

kürzungsweise  y"=^  ^t 


und  -^  =  71^ 


so  neh- 
men die  Resultate  dieser 
Rechnung  die  folgenden 
Formen  an: 


14)  K~pL}^n\^n\)-\{nl-n\)Y 

15)  m=pU[\{n\-n\)-^{n^,-n\)Y 

Für  nj  =0  und  n^^  1  ergeben  sich  hieraus  wieder  die  Werthe  K^-^pL 
welche  fOr  den  in  Fig.  86  dargesteüten  Belastungszustand 


1 


und  aÄ  =  -j2-/?/i*, 
gefunden  würden. 


Fig.  46. 


K 

t 


f 


m 


^^^  pL 


(p+e)!' 


Wären  ausser  der  in 
Figur  46  angegebenen 
Strecke  x^ — x^  noch  an- 
dere Strecken  des  Balkens 
mit  gleichförmig  vertheil- 
ten  Belastungen  versehen, 
so  würde  man  die  Be- 
stimmung der  Grössen  K 
und  9)t  durch  Summation 
der  von  diesen  verschie- 
denen Belastungen  zu 
jenen  Grössen  gelieferten 
Beiträge  ausführen  kön- 
nen. So  z.  B.  würde  man 
für  den  in  Fig.  46  darge- 
stellten Fall,  in  welchem 
das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleich- 


förmig über  seine  ganze  Länge  vertheilte  Belastung  von  der  Grösse 
pL  mit  berücksichtigt  werden  soll,  die  Gleichungen  erhalten: 


16) 


K=^pL  +  qL}^n\-n\)-\{n\-n^S\^ 
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17)     a»  ^±-prj  +  qL^^^  (nl  -<)-\  («i  -<)}• 

Dieses  Verfahren  kann  auf  negative  sowohl  als  auf  posi- 
tive Belastungen  angewendet  werden.  Da  das  Hinwegnehmen 
einer  bestimmten  Belastung  auch  aufgefasst  werden  kann  als  das 
Hinzufügen  einer  ebenso  grossen  negativen  Belastung,  so  ergeben 
sich  hiemach  fHr  den  in  Fig.  47  dargestellten  Belastungszustand 
die  Werthe: 


18J 


i.  (p  +  y)  i  -  yi  {k  -  ^?)  -  y  K  -  n*)Y 


19)     Sm  =  ^  (p  +  q)  U-  qu[\  {n\  -n\)-^  {n\  -  <)}• 

§  9. 
Vortheilhafleste  Unterstfitningsweiee  fflr  den  Balken  auf  zwei  StiHzen. 

Bei  dem  Balken  mit  horizontal  eingemauerten  Enden  liegen 
—  wie  Fig.  89  zeigt  —  die  Stellen,  an  welchen  das  Biegungs- 
moment die  Grösse  Null  hat,  im  Abstände  — r=-  von  der  Mitte; 

und  es  ergab  sieh  zugleich,  dass  bei  dieser  Unterstützungsweise 
das  Biegungsmoment  an  den  beiden  Enden: 

1)    3»  =  ^^ 

seinem  absoluten  Werthe  nach  gerade  doppelt  so  gross  ist  als  das 
Biegungsmoment  in  der  Mitte: 

*  Wenn  man  sich  den  Biegungszustand  des  Balkens  auf  die  in 
Fig.  40  angedeutete  Art  dadurch  veranschaulicht,  dass  man  sich 
an  jenen  Nullpunkten  den  Balken  durchschnitten  denkt,  so  erkennt 
man  sogleich,  dass  durch  Verlegung  der  beiden  Schnittstellen 
weiter  nach  den  Enden  hin  es  möglich  sein  würde,  einen  solchen 
Biegnngszustand  herbeizuführen,  bei  welchem  die  Grösse  9R  als 
das  grössere  der  beiden  grössten  Biegungsmomente  einen  kleineren 
Werth  annimmt.  Da  jedoch  mit  einer  solchen  Verschiebung  der 
Nullpunkte  zugleich  eine  Vergrösserung  des  Biegungsmoments  M^ 
verbunden  ist,  so  ergiebt  sich  femer,  dass  der  durch  diese  Ver- 
schiebung zu  erreichende  Vortheil  dann  am  grössten  wird,  wenn 
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dieselbe  so  gewählt  wird,  dass  die  beiden  Biegungsmomente  9)2 
und  M^  einander  gleich  werden. 

Bei  der  in  Fig.  48  angegebenen  Lage  der  beiden  Nullpunkte 
hat  das  Biegongsmoment  in  der  Mitte  des  Mittelstückes,  welches 

als  ein  an  beiden  Enden 


Fig.  48. 


frei  aufliegender  Balken 
zu  betrachten  ist  (nach 
§  3,  Gleichung  11),  die 
Grösse: 


3)    Jfo  = 


2 


und  dasBiegungsmoment 
an  jeder  von  den  beiden  Einmauerungsstellen  hat  die  Grösse: 

4,   g,i_,,(,-.,  +  £(£z:ÜL_,(il=i). 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Grössen  erhält  man  für 
denjenigen  Werth  von  s^  bei  welchem  die  beiden  Biegungsmomente 
einander  gleich  werden,  die  Gleichung: 

5)  ^=P[-^2-y    ^^'''    '=yf' 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  einer  der 
beiden  Gleichungen  3)  und  4)  für  das  nunmehrige  grösste  Bie- 
gungsmoment den  Werth: 

6)  J|f,  =  aK  =  i^. 

Im  Anfänge  des  vorigen  Paragraphen  wurde  gezeigt  und 
durch  Fig.  36  erläutert:  wie  man  bei  dem  an  beiden  Enden  frei 
aufliegenden  Balken  durch  Anbringen  von  E>äftepaaren  an  den 
beiden  Enden,  und  durch  allmähliche  Vergrösserung  von  deren 

Momenten  SD?  bis  zu  der  Grösse  -^7  denjenigen  Biegungszustand 

herbeiführen  kann,  welcher  der  horizontalen  Einmauerung  ent- 
spricht. Denkt  man  sich  statt  dessen  jene  allmähliche  Vergrösse- 
rung des  Momentes  3R  nur  so  weit  fortgesetzt,  bis  dasselbe  die 

Grösse  -^-^  erreicht  hat,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  letzteren 

Falle  die  einzelnen  Theile  des  Balkens  genau  in  denselben  Bie- 
gungszuständen  sich  befinden  würden,  wie  bei  der  in  Fig.  48  dar- 
gestellten Unterstützungsweise.  Man  kann  daher  den  erwähnten 
Vortheil  —  nämlich  die  Verkleinerung   des  grössten  Biegungs- 
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momentes  von  der  Grösse  ^^-r—  bis  auf  die  Grösse  -^-j-  —  auch 

dadurch  erreichen,  dass  man  die  beiden  Enden  des  Balkens  in 

schräger  Lage  ein- 
^'^'^^'  mauert     (Fig.   49), 

und  fUr  den  Nei- 
gungswinkel a,  um 
welchen  die  Achse 
des  Balkens  an  jeder 
von  den  beiden  Ein- 
mauerungs  -  Stellen 
gegen  die  Horizon- 
tale geneigt  sein 
muss,  erhält  man 
nach  Fig.  50  mit 
Benutzung  der  Ta- 
belle des  §  6  die 
Gleichung: 


7)    tga« 


2EZ        %EZ 


mi 

EZ' 


^reiche  nach  Substitution  der  Werthe  K=^pl  und  3^  =  -^^  die 


-PiL 


pi' 


9) 


Form  anninunt: 

Ftir  die  grösste  Biegungs- Spannung  in  dem  auf  solche  Weise 
unterstützten  Balken  erhält  man  nach  §  2  (Gleichung  12)  den  Werth: 

und  wenn  man  hierin  dem  Buchstaben  S  die  Bedeutung  der  prak- 
tisch zulässigen  Spannung  pro  Quadratmillimeter  der  Querschnitts- 
fläehe  beilegt,  so  kann  man  diese  Gleichung  zur  Berechnung  der 
OrOsse  Z,  als  des  Trägheitsmomentes  der  erforderlichen  Quer- 
schnittsfläcfae  des  Balkens  benutzen.  Nach  Substitution  dieses  Wer- 
thes  nimmt  die  oben  ftir  tg  a  gefundene  Gleichung  die  Form  an: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  Entfernung  der  am  wei- 
testen von  der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser,  mithin  ^bei 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Quer- 

Sitter,  logeniear-MeehanUc  2.  Avfl.  3 
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schnitte  die  halbe  Höhe  des  Balkens.  Wenn  also  mit  h  die  ganze 
Höhe  und  mit  L  die  ganze  Länge  des  Balkens  zwischen  den  bei- 
den Wänden  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Winkel  a  za  bestimmen 
ans  der  Gleichnng: 

1      S     L 


11)     tga  — 


Z     E      h 


Für  Schmiedeisen  würde  5»  6  Kil.  and  i^—  20000  zu  setzen  seio.  Wenn 
also  z.B.  -T"«  iO  ist,  so  wird: 

*  3       20000  1000 

Denkt  man  sich  den  anf  zwei  Stützen  frei  anfliegenden  Bal- 
ken nach  jeder  Seite  hin  so  weit  über  den  Stützpunkt  hinaus 
yerlängerty  dass  wiederum  das  Biegungsmoment  über  dem  Stütz- 
punkte den  Werth  —-  annimmt,  so  erkennt  man,  dass  bei  dem 

auf  solche  Weise  unterstützten  Balken  ebenfalls  die  Bedingung^ 
der  Tortheilhaftesten  Unterstützungsweise  erfüllt  ist,  insofern  auch 

hier  wieder  die  ab- 
soluten Werthe  der 


Fig.  61. 

l 

i      7"        r~" 
1  ff-t       i     1 

«-? 

i             ^                    1 

1 
1 
1                                                                      ■ 

1                            {                                          1 

1       1   ^'^'^^-  ! 

W 

^j: 1 ' 

^"■»«lyMii^ 

an  den  Stellen,  wo 
dieselben  ihr  Maxi- 
mum erreichen,  ein- 
ander gleich  sind 
(Fig.61undFig.62K 
Die  Länge  a  —  /, 
um  welche  der  Bal- 
ken an  jeder  Seite 
über  den  Unter- 
Stützungspunkt  hinausragen  muss,  ist  zu  bestimmen  aus  der  Glei- 
chung: 

-^-^ ™-^>     oder:     fl  — /=— ;=r^- 

2  4  y2 


12) 


Wenn  also  ein  Balken  von  der  gegebenen  Länge  2  a  so  auf 
zwei  Stützen  gelegt  werden  soll,  dass  das  grösste  Biegungsmoment 
den  kleinstmöglichen  Werth  annimmt,  so  müssen  die  Stützpunkte 
im  Abstände:  _ 

13)     /—     ^V^      —  0,5858.  a 

i+y2 

an  beiden  Seiten  von  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  liegen. 
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§  10. 
Balken  auf  drei  Stützen. 

Denkt  man  sich  bei  dem  in  Fig.  63  dargestellten  Balken  die 
eine  Hälfte  AC  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen ,  so  erkennt 
man,  dass  die  andere  Hälfte  ^^  in  demselben  Biegongszustande 
sich  befindet  y  wie  der  an  einem  Ende  horizontal  eingemauerte 
Balken  (Fig.  64)^  an  welchem  gleichzeitig  zwei  Biegangsursachen 

wirken,  nämlich  erstens 
der  von  dem  Stützpunkte 
B  auf  den  Balken  über- 
tragene Gegendruck  K^ 
zweitens  die  gleichför- 
mig über  seine  Länge 
vertheilte  Belastung  pL 
Die  von  diesen  beiden 
Biegungsursachen  an 
dem  freien  Endpunkte  B 
hervorgebrachten  Durch- 
biegungen heben  ein- 
ander gegenseitig  auf; 
nach  der  Tabelle  des 
§  6  ist  also: 

TP'' 


Fig.  64. 


1)     0  = 


pl* 


Kl' 


SEX        3EX 


7    oder:    K=^ 


Für  den  Gegendruck  der  Hittelsttttze  A  ergiebt  sich  hiemach  der 
Werth: 

2)  P^2pl  —  2K^^pl. 

Das  Biegungsmoment  über  der  Mittelsttttze  ist  nach  Fig.  54 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

3)  0=^~ü:/-aK„     oder:    3».-^. 

Für  das  Biegungsmoment  an  der  im  Abstände  s  von  der  End- 
stütze  ß  befindlichen  Stelle  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die 
Gleichoiig: 


4)    o^I^  —  Kz  —  m,    oder:    STO  — ^ 


—  Kz. 


Derjenige  Werth  von  z^  für  welchen  die  GrOsse  Wl  gleich 
Null  wird|  ist  demnach  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

3* 
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5)     0  = 


P'^ 


—  Ks,    oder: 


*  =  2 — I 
P 


and  die  Stellen,  an  welchen  das  Biegnngsmoment  seinen  grössten 
negativen  Werth  annimmt,  findet  man  ans  der  Gleichnng: 


6j    0  =  ^=ps  —  K,    oder: 


s  =  • 


l. 


:^  =  A 
P         8 
Kach  Gleichnng  4)  hat 
das  Biegnngsmoment  an 
diesen  letzteren  Stellen 
die  Grösse: 

7)    3»  =  -f - 


pz- 


9 


—  ^^1^  = ^^  pl\ 

Die  nach  diesen  Glei- 
chnngen  in  Fig.  55  ans- 
geführte  graphischeDar- 
stellnng  der  Biegnngs- 
momente  zeigt,  dass  die 
einzelnen  Theile  des  Balkens  in  denselben  Biegnngsznständen  sich 
befinden,  wie  bei  der  in  Fig.  56  dargestellten  Art  der  Unterstützung. 

Um  für  den  in  Fig.  57 
dargestellten  Belastnngs- 
znstand  die  Gegendrücke 
der  drei  Stützpunkte  zu 
bestimmen,  hat  man  sich 
denBiegnngszastand  der 
Balkenhälfte  AB  anf  die 
in  Fig.  58  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  die  algebrai- 
sche Summe  der  von  den 
beiden  biegenden  Ejilf- 
ten  Q  und  K  am  freien 
Endpunkte  B  hervorge- 
brachten Durchbiegun- 
gen gleich  Null  zu  setzen. 
Aus  der  Tabelle  des  §  6  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  die  Glei- 
chung: 


Fig.  &8 
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8)    0 


3J52; 


+  (/- 


KP 


9EX 


Wenn  man  abktirzungsweise  das  Verhältniss  y  "^^  seiitj  so 
erhüt  man  aus  dieser  Gleichung  für  K  den  Werth : 

9)    Jf=lQ(3n»-7i«). 

Den  Gegendruck  der  Mittelstütze  kann  man  nunmehr  berechnen 
ans  der  Gleichung: 

10)  P=2Q  — 2Ä'=Q(2  — 3ii^  +  «'), 

und  ftlr  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  erhält  man 
nach  Fig.  58  die  Gleichung: 

11)  aR=Qa-/i:/— y  Q/(2»  — 3«^  +  «^). 

Offenbar  liefert  sowohl  zu  der  Grösse  P  als  auch  zu  der 

Grösse  S9i  das  eine  von 
^'«-  ^^  den  beiden  Gewichten 

^  ^     Q  einen  ebenso  grossen 

Beitrag  wie  das  andere. 
Es  wird  daher  das  Hin- 
wegnehmen eines  von 
den  beiden  Gewichten 
Q  zur  Folge  haben, 
dafls  der  Gegendruck 
der  Mittelstütze  und  das 
Biegungsmoment  über 
derselben  gerade  halb 
so  gross  werden  wie  bei 
dem  vorigen  Falle.  Für 
den  in  Fig.  69  darge- 
stellten Belastnngszn- 
stand  ergeben  sich  hier- 
nach die  Gleichungen: 


12). 
|Q(2 


W^^P  = 


in'  +  n% 


13)     3»,  — ya»  — -j-Q/(2«-3;i»  +  «'). 
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Wenn  man  sich  durch  die  Mitte  des  Balkens  einen  Schnitt 
gelegt  denkt  und  alsdann  fttr  die  Kräfte,  welche  auf  die  abge- 
trennte linke  Balkenhälfte  wirken,  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  in  Bezug  auf  die  Mittelstfltze  gleich  Null  setzt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

14)  o  =  Ul  +  m,,    oder:     £7=  —  -^. 

Nach  Substitution  des  für  9R,  gefundenen  Ausdrucks  liefert  diese 
Oleichung  fttr  U  den  Werth: 

15)  U=  _  1.  Q  (2«  —  3»'  +  n'). 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdrucks,  dass  an  der 
unbelasteten  Seite  der  vertical  aufwärts  gerichtete  Gegendruck 
derEndsttttze  stets  negativ  ist,  dass  also  in  Wirklichkeit  dieser 
Gegendruck  vertical  abwärts  gerichtet  ist. 

Das  gleiche  Verfahren  auf  die  andere  Balkenhälfte  angewendet, 
führt  zu  der  Gleichung: 

16)  o=-Qa—Vl—  m„    oder:  • 

17)  r—  -^  Q  (2w  +  3»*  —  »»). 

Der  absolute  Werth  des  Biegungsmomentes  an  der  Belastungs- 
stelle kann  hiemach  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

18)  3Ä,  — F(/— a)=F/(l  — n). 

Wenn  z.B.  n  =  |-  ist,  so  wird  SR^-^0/  und  F^-^Q,  folg- 
lich nach  GleichQDg  18):  SW,  =  F/  (l  - 1-)  =  -^^  QL 

Nachdem  die  beiden  Grössen  SOt«  und  SDt,  auf  solche  Weise 
gefunden  sind,  kann  man  die  graphische  Darstellung  der  Biegungs- 
momente nunmehr  auf  die  in  Fig.  60  angegebene  Weise  ausfahren, 
und  die  Biegungszustände  in  den  einzelnen  Theilen  des  Balkens 
kann  man  sich  veranschaulichen,  indem  man  sich  den  Balken  auf 
die  in  Fig.  61  angedeutete  Weise  durchschnitten  und  unterstützt 
denkt. 

Wenn  -i-  statt  w,  und  qda;  statt  Q  gesetzt  wird,  so  ergeben 

sich  ftlr  die  unendlich  kleinen  Beiträge,  welche  die  in  Fig.  62 
angegebene  Belastung  zu  den  Gegendrücken  der  drei  Stützpunkte 
liefert,  aus  den  Gleichungen  17),  12),  15)  resp.  die  Werthe: 
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19) 
20) 
21) 


rfTr=l-9rfa;(2-3^4-f). 


dTT 


Fig.  62. 
dW 


av 


qix 


und  wenn  man  diese 
Gleichungen  integrirt, 
auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen 
07,  und  x^j  so  erhält 
man  fllr  die  Gegen- 
drücke der  Stutzpunkte 
bei  dem  in  Fig.  68  dar- 


^stellten  Belastangszustande  die  Werthe: 

.4)    ._-J-„{(£l^)-(£4;£L)+|(£lz;£L)}. 


Wenn  z.  B,  ar,  —  -j  /  and  ar,  —  -j-  /  ist,  so  wird:    V  — 


'^-^^^^^  ^■ 


53 
256 


y/. 


11 
256 


^/. 


Wären  ausser  der  Strecke  a?,  —  a?,  noch  andere  Strecken  des 
Balkens  belastet,  so  wttrde  man  die  von  diesen  Belastungen  zu 
den  Gegendrücken  gelieferten  Beiträge  noch  hinzuzufügen  haben. 
So  z.  B.  wttrde  man  fttr  den  in  Fig.  64  dargestellten  Fall,  bei 
welchem  ausser  jener  Belastung  noch  das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilte 
Belastung  mit  berttcksichtigt  werden  soll,  durch  Hinzufttgung  der 
aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  entnehmenden  Beiträge  die 
Werthe  erhalten: 


25) 

26) 
27) 


10 


'  +  ^, 
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und  für  den  in  Fig.  65  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  Ent* 

lastung  der  Strecke  iv^  — x^  afs  Hinzaftigang  einer  negatiyen 

_.      g  Belastung  zu  dem  vollbe- 

^'  lasteten  Balken  aufgefiunt 

werden  kann,  ergeben  sieb 

die  Werthe: 

28)  F"  = 

29)  PF"  = 

30)  f/"  = 

^(^  +  y)/_[/: 

Die  Grössen  F,  PF,  U  id 
den  letzteren  sechs  Olei- 
Y^  chungen  haben  dieselbe» 
Bedeutungen  wie  in  den 
Gleichungen  22),  23)  und 
24). 

Wenn  man  z.  B.  wie  obea 

1  ^ 

X,  =  — /  undarj— -j/  seist, 

80  erh&lt  man  resp.  fOr  die  ia 
Fig.  64  und  Fig.  65  dargestellten  Belastangzustände  die  Gegendrücke: 


y-ipi^ 


53 
256 


?A 


^'-IW  +  ^.A 


^'""T^^  +  W^'' 


TP'* 


10      ,  ,    234     , 


rv        3      ,         II       , 

Tn  3        ,     ,       107         . 


§     11. 

Vortheflhafteste  UnterstOtzungsweise  fOr  den  Balken  aof  drei  $tUtz8n. 

Wenn  bei  gleichförmig  ttber  die  Länge  des  Balkens  yertheilter 
Belastung  die  drei  Stützpunkte  desselben  in  gleicher  Höhe  liegeD,. 
so  haben  —  wie  in  Fig.  66  gezeigt  wurde  —  die  absoluten  Werthe 
der  Biegungsmomente  an  den  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum 
erreichen,  ungleiche  Grössen;  und  zwar  verhält  sich  das  kleinere 
Maximum  zu  dem  grösseren  wie  9  zu  16.  Die  Stellen,  an  welchen 
das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  oder  die  Stellen,  an  welchen 
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man,  ohne  den  Biegnngszustand  za  verändern,  den  Balken  dnreh- 
schneiden  könnte,  liegen  bei  dieser  Untersttttzongsweise  an  beiden 

Seiten  im  Abstände  -7-/  von  der  Mittelstütze. 

Um  die  yortheilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  aufzufinden, 
oder  diejenige  ünterstützungsweise,  bei  welcher  das  grösste  Bie- 

gungsmoment     mög- 

^'^'^^'  liehst  klein  wird,  hat 

^rP^  '  ^'^^    man  zunächst  zu  un- 

I ^.._ 1 -.-^- J        tersuchen :  welche  an- 

I      y     p"  '^    "1"     I "    I     g     T     g     I       dereLage  diesenNuU- 

^  '      '-        /Av  !         \2j  punkten  oder Schnitt- 

i2?5j_p2f  stellen  gegeben  wer- 

^a-^)  den    müsste,     wenn 

jene   Maximalwerthe 

der  Biegungsmomente  gleich  gross  werden  sollen.    Nach  Fig.  66 

hat  das  Bieguugsmoment  über  der  Mittelstütze  die  GrOsse: 

und  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  jedes  der  beiden  Endstücke 
hat  den  absoluten  Werth: 

2)  3»,  =  ^. 

Durch  Oleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  erhält  man  für 
die  Grösse  a  den  Werth: 

3)  c  =  5fl/2^ 

und  mit  Benutzung  desselben  kann  man  nach  Fig.  66  nunmehr 
die  Grösse  s  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

4)  z-^-zY^^l,    oder:    5  = -F=r— 0,414  . /. 

Wenn  die  Lage  der  Schnittstellen  dieser  Bedingung  entspricht, 
so  haben  die  Gegendrücke  der  beiden  Endstützen  ein  jeder  die 
Grösse: 

5)  if  —  p^  — 0,414./;/, 

und  die  absoluten  Werthe  der  Biegungsmomente  haben  an  den 
drei  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum  erreichen,  nunmehr  die 
gemeinschaftliche  Grösse: 

6)  aK,  —  3R,  — 0,085  786  p /^ 


Digitized  by 


Google 


zz t%_ 

X " 


2C— jpx 


Fig.  68. 


42  Erster  Abschnitt  §  11. 

Dasselbe  Resultat  würde  man  auch  durch  die  in  Fig.  67  dar- 
gestellte Unterstütznngsweise  erreichen  können,  bei  welcher  die 
„.    ^.  drei  Balkenstttcke   in 

y^  »z-K*  ?^®^^^®^  H^^®  liegend 

I  I     an  den  beiden  Schnitt- 

I  I     stellen    durch   Schar- 

niere verbunden  sind, 
und  da  nach  dem  Ge- 
setze des  Hebels  für 
die  Gegendrücke  der 
drei  Stützpunkte  genau 
dieselben  Werthe  sich 
ergeben,  wenn  nur  an 
einer  von  jenen  bei- 
^  ^  ^    den  Stellen  der  Balken 

durchschnitten  ist,  so  kann  statt  dessen  auch  die  in  Fig.  68  dar- 
gestellte Unterstützungsweise  gewählt  werden. 

Auch  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Balken 
auf  drei  Stützen  sind  —  wie  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Para- 
graphen zeigt  —  der  Gegendruck  der  Endstütze  und  ihr  Abstand 
von  dem  Nullpunkte  Grössen,  welche  einander  gegenseitig  be- 
dingen, in  solcher  Weise,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  von  K 
ein  bestimmter  zugehöriger  Werth  von  s  entspricht.  Wenn  also 
bei  dem  continuirlichen  Balken  Fig.  63  durch  irgend  eine  Verän- 
derung der  Unterstützungsweise  bewirkt  würde,  dass  der  Gegen- 
druck jeder  von  den  beiden  Endstützen  die  Grösse  0,414/)/  — 

3 
statt  -g- jt?/  —  annimmt,  so  würden  auch  die  Nullpunkte  diejenige 

Lage  annehmen,  welche  dem  oben  gefundenen  Werthe  j:f=0,414  .  / 
entspricht 

Denkt  man  sich  in  Fig.  58  die  Mittelstütze  das  eine  Mal  so 
weit  gehoben,  bis  der  Balken  die  beiden  Endstützen  nicht  mehr 
berührt,  und  das  andere  Mal  so  weit  gesenkt,  bis  der  Balken  die 
Mittelstütze  nicht  mehr  berührt  und  nur  noch  von  den  beiden 
Endstützen  getragen  wird,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Grösse 
K  jeden  beliebigen  zwischen  den  Grenzen  0  und  pl  liegenden 
Werth  annehmen  kann  —  je  nachdem  der  Mittelstfltze  eine  höhere 
oder  tiefere  Lage  gegeben  wird.  Man  kann  daher  den  erstrebten 
Vortheil  auch  durch  eine  Senkung  der  Mittelstütze  erreichen,  in- 
dem man  diese  Senkung  gerade  so  weit  vergrössert,  bis  die  Gegen- 
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drUd^e  der  Endsttttzen  die  Grösse  K^^OjAHpl  erreicht  haben 
(Fig.  89).  Um  die  Grösse  der  erforderlichen  Senkung  zu  berech- 
nen, hat  man  sich 


K^iupl 


man 

denBieguigszostand 
derBalkenhälfte^^ 
auf  die  in  Fig.  70 
dargestellte  Weise 
zu  yeranschaolichen 
nnd  die  Tabelle  des 
§  6  auf  diesen  Fall 
anzuwenden.  Fttr 
die  von  den  beiden 
Biegongsnrsachen 
K  und  pl  hervorge- 
brachte Durchbie- 
gung erhalt  man 
nach  jener  Tabelle 
die  Gleichung: 


3^2;       SE% 


In  dieser  Gleichung  ist  fttr  K  der  vorgeschriebene  Werth  zu 
substituiren.  Die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelsttttze  hat  also 
die  Grösse: 

.^  0,414/1/./'  pl*    ^0  013  07/^^^ 

Wenn  fttr  den  Balken  diese  üntersttttzungsweise  gewählt  wird, 
so  ist  das  grösste  Biegungsmoment  nach  Gleichung  6)  zu  be- 
rechnen; folglich  hat  die  grSsste  Biegungs- Spannung  (nach  §2, 
Gleichung  12)  die  Grösse: 


9)    5« 


w 


0,085  786/1/», 


und  wenn  man  hierin  der  Grösse  S  die  Bedeutung  der  praktisch 
zulässigen  Spännung  (pro  Quadratmillimeter  der  Querschnittsfläche) 
beilegt,  so  kann  man  diese  letztere  Gleichung  zur  Berechnung  der 
Grösse  £,  als  des  erforderlichen  Trägheitsmomentes  der  Quer- 
schnittsfläche  benutzen.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  fär  X 
nimmt  die  oben  fttr  /  gefundene  Gleichung  die  Form  an: 

10)    /«  0,152  37.  4  •  7^- 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  Entfernung  der  am  stärk- 
sten gespannten  Faser  von  der  Neutralen  —  mithin  bei  symme- 
trisch in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Querschnitte 
die  halbe  Höhe  desselben.  Wenn  also  mit  h  die  ganze  Höhe  und 
mit  L  die  ganze  Länge  des  Balkens  bezeichnet  wird,  so  ist  die 
Yortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstütze  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 

11)    /=  0,076  185. -|-.-^. 

Für  Schmiedeisen  wtlrde  5=6  EIL  nnd  ^£^»20  000  zu  setzen  sein. 
Für  einen  schmiedeisemen  Brückenbalken  von  der  Höhe  A  =  10  000"''  and 
der  Länge  L  »  200  000""  hat  also  die  yortheilhafteste  Senkung  der  Mittel- 
stütze die  Grösse: 

/  -  0  076  185  .       ^       .  ^QQQQQ'  -  91  in.» 
/_  0,07b  185. -^j^^.     j^^^^     -91,4     . 

Der  durch  solche  Unterstützongsweise  erreichte  Yortheü  besteht  darin:  dass 
das  grösste  Biegungsmoment  im  Verhältniss  0,125 : 0,086  verkleinert  worden 
ist  (yergl.  §  10,  Gleichung  3,  und  §  11,  Gleichung  6). 

r 

§  12. 
Balken  auf  vier  Stötzen. 

Das  Biegungsmoment  ttber  einer  von  den  beiden  Mittelstützen 
hat  nach  Fig.  71  die  Grösse: 

1)     m^PStr^^Kil-a). 

Die  Biegungszustände  der  drei  Abtheilungen  des  Balkens  kann 
man  sich  durch  die  Figuren  72,  78,  74  yeranschaulichen.  Aus 
Fig.  74  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6,  indem  man  die 
Durchbiegung  am  freien  Endpunkte  C  nach  derselben  berechnet 
und  die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  Ursachen  a,  K 
p(l  —  a)  zu  dieser  Durchbiegung  gelieferten  Beiträge  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung: 

..     ^        K(l—af       p(l  —  ay    .  ,,       ,, 

Die  Grösse  tg  a  kann  man  nach  Fig.  72  berechnen.  Denkt 
man  sich  die  linksseitige  Hälfte  dieser  Abtheilung  in  eine  feste 
Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  ftlr  die  rechtsseitige 
Hälfte  die  Grösse  tg  a  wiederum  nach  der  Tabelle  des  §  6  be- 
rechnet werden  kann,  und  man  erhält  durch  Summation  der  Ton 
den  drei  auf  die  rechtsseitige  Hälfte  wirkenden  Biegungsursachen 
zu  der  Grösse  tg  a  gelieferten  Beiträge  für  dieselbe  den  Ausdruck: 
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3)    tg 


pa  .  a^ 


ma 


pa^ 


2£2         EZ        6*:^  . 

Diesen  AuBdrnck  hat  man  nach  Substitution  des  oben  für  SD2 

gefundenen  Werthes  in  Gleichung  2)  für  tg  a  zu  substituiren.  Man 

erhält  dann  eine  Gleichung,  aus  welcher  die  Orösse  K  als  einzige 

noch  unbekannte  Grösse  berechnet  werden  kann.    Wenn  man  in 

dieser  Gleichung  abktirzungsweise  das  Verhftltniss  -7-  =  «  setzt, 
so  nimmt  dieselbe  für  K  aufgelöst  die  Form  an: 

pl  J3  +  3w—  lbn^  +  n^\ 

8    1        1+n  — 2»=        i 


Fig.  71. 


4)    K- 


Für  den  Gegendruck  jeder  yon  den  beiden  Mittelsttttzen  ergiebt 
sich  hiemach  der  Werth: 

Wenn  z.  B.  die  Tier  Statzpunkte  in  gleichen  Abständen  von  einander  liegen, 
flo  ist  n  a-  -^  zu  setzen,  und  man  erhält  aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  die 
Wcrthe:  tt       4      ,         «11, 
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Die  graphische  Darstellung  der  Biegangsmomente  kann  fUr 
die  mittlere  Abtheilnng  anf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  89,  und 
fttr  jede  von  den  beiden  Seiten-Abtheilungen  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  65  aosgeftlhrt  werden.  Der  allgemeine  Ansdmck  für 
das  Biegungsmoment«  an  der  im  Abstände  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  hat,  wenn  die  Stelle  der  mittleren  Abtheilnng  ange- 
hört, die  Form: 

6)    A/—  V^l  —  ^f  _p(^a^a:)  —  K(l  —  a:). 

Wenn  dagegen  die  Stelle  einer  von  den  beiden  Seiten- Abthei- 
Inngen  angehört,  so  ist  das  Biegnngsmoment  zu  bestimmen  ans 
der  Gleichung: 

Die  hiemach  in  Fig.  75  ausgeführte  graphische  Darstellung 
der  Biegungsmomente  zeigt,  dass  ftlr  den  oben  als  Beispiel  ge- 


Fig.  75. 


1 
wählten  Fall:  n^^  —  die  absoluten  Werthe  der  Biegungsmomente 

an  den  fllnf  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum  erreichen,  sich 
verhalten  wie  16  :  20  :  5  :  20  :  16. 


§  13. 
Vortheilhafteste  Unterstützungsweise  fOr  den  Balken  auf  vier  Stützen. 

Denkt  man  sich  den  Balken  auf  die  in  Fig.  76  angedeutete 
Weise  durchschnitten  und  unterstützt,  so  findet  man  —  auf  die- 
selbe Weise  wie  in  §  11  aus  Fig.  66  sich  ergeben  hatte  —  dass: 

1)    a^xyj 
sein  mnss,  wenn  die  absoluten  Werthe  der  Maximalmomente  ein- 
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ander  gleich  Bein  sollen.    Wenn  man  in  der  ans  Fig.  76  zn  ent- 
nehmenden Gleichnng: 

2)  5  +  2a  — f 

den  obigen  Werth  fOr  a  snbatitnirt,  so  nimmt  dieselbe  für  z  auf- 
die  Form  an: 

3)  z^         [^       =0,2612./. 


1  +  21/2 


&p3f 


P'tpa 


Fig.  76. 


ipa-P 


-o-— 


pz'K 

JL- 


2pl 

Die  absoluten  Werthe  der  Maximalmomente  haben  bei  dieser 
Unterstütznngsweise  die  gemeinschaftliche  Grösse: 

4)  a»  =  -^  —.0,0341  .  pl% 

nnd  für  die  Gegendrücke  der  Sttttzponkte  ergeben  sich  nach 
Fig.  76  die  Werthe: 

5)  JS:  —  /?j»  =  0,261i.p/, 
6).    P=2pa  — 0,7388.  p/. 

Dasselbe  Resultat  würde  mittelst  der  in  Fig.  76  dargestellten 
Untersttttzungsweise  auch  dan^  erreicht  werden  können,  wenn  die 

Fig.  77. 


jr«y» 


jf%^K 


IC-j»* 


yx-JC 


fitnf  Balkenstücke  in  gleicher  Höhe  liegend  an  den  Schnittstellen 
durch  Scharniere  verbunden  wären.    Da  nach  dem  Gesetze  des 
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Hebels  für  die  Gegendrücke  der  vier  Unterstützungsponkte  genaa 
dieselben  Werthe  sich  ergeben,  wenn  in  Fig.  78  entweder  die  bei- 
den mittleren  oder  die  beiden  änsserem  Schnittstellen  fortgelassen 
werden,  so  kann  statt  der  obigen  auch  die  in  Fig.  77  oder  die  in 
Fig.  78  dargestellte  Unterstützungsweise  gewählt  werden. 

Wenn  man  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnit- 
tenen) Balken  die  Stützpunkte  so  legt,  dass  die  Nullpunkte  der 
Biegungsmomente  dieselben  Lagen  erhalten  wie  die  Schnittstellen 
in  Fig.  78,  so  werden  auch  die  Maximalmomente  bei  dem  con- 
tinuirlichen Balken  dieselben  Werthe  annehmen  wie  bei  dem  durch- 
schnittenen Balken.  Um  also  für  den  continuirlichen  Balken  die 
Yortheilhafteste  Unterstützungsweise  herzustellen,  hat  man  die  Hori- 
zontal-Abstände  der  Stützpunkte  so  zu  wählen,  wie  oben  in  Bezug 
auf  Fig.  78  gefunden  wurde,  und  alsdann  die  Mittelstützen  so  weit 
zu  senken,  dass  die  Gegendrücke  der  Stützpunkte  ebenfalls  die 
oben  (in  den  Gleichungen  5  und  6)  gefundenen  Werthe  annehmen 

(Fig.  79). 

Fig.  79. 


Zur  Berechnung  dieser  vorthe}lhaftesten  Senkung  der  Mittel- 
stützen kann  man  die  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
nutzen, indem  man  darin  auf  der  linken  Seite  die  Grösse  „/^  an 
die  Stelle  von  Null  setzt  und  für  tg  a  den  Werth  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  substituirt.  Man  erhält  dann  die  Gleichung: 


7)    /= 


g  (/-«)'.        pit-aY 


H-(/-a) 


(  P^ 


fSSla\ 

-Ezr 


ZEZ  HEZ       '   ''     ■"' V3-ES 

welche  nach  Sabstitntion  der  oben  fHr  die  Grössen  a,  K,  SOI  ge- 
fundenen Ausdrucke  den  Werth  liefert: 

8)    /=  0,004  712  '^' 

Wenn  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  ist,  so  hat  das 
grösste  Biegungsmoment  den  in  Gleichung  4)  angegebenen  Werth; 
also  ist  das  Trägheitsmoment  des  erforderlichen  Querschnitts  zu 
berechnen  ans  der  Gleichung: 
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9)       ^%: 

w 


0,0341  .>/», 


in  welcher  8  die  praktisch  zulässige  SpaDniuig  (pro  Qnadratmilli- 
meter)  nnd  tc  »=  —  A  die  halbe  Höhe  des  (symmetrisch  vorausge- 
setzten) Querschnitts  bedeutet.  Nach  Substitution  des  hieraus  fttr 
die  Grösse  %  sich  ergebenden  Werthes  nimmt  die  oben  fttr  /  ge- 
fundene Gleichung  die  Form  an: 

10)   /-o,2764.  J-.-^- 

FOr  einen  schmiedeisemen  Brückenträger  würde  £—20  000  and  5  —  6  Kil. 
zn  setzen  sein.  Wenn  also  z.  B.  die  L&nge  2/  — 300  000"",  und  die  Höhe 
A  — 10  000""  ist,  80  hat  die  vortheilhafteBte  Senkung  der  MitteUtützen  die 
Grösse: 

■^         '  20  000        10  000  ' 

Man  erh&lt  femer  aas  den  Gleichungen  3)  und  t)  resp.  für  die  Grössen  z 
und  a  die  Werthe:  _ 

z  — 39180»"    und    a  —  39  180  .  }/2  —  55  410"». 
Es  mass  also  der  Mittelöffiiang  die  Grösse  2  a  — 110  820"",  und  jeder  von 
den  bdden  Seitenöfihongen  die  Grösse  /  —  a  —  94  590""  gegeben  werden. 

§  14. 
Balken  auf  f Onf  Stötzen. 

Fttr  die  vortheilhafteate  Lage  der  Schnittstellen  (oder  Null- 
punkte der  Biegungsmomente)  erhält  man  nach  Fig.  80  die  Glei- 
chungen: 


1)    Ä  +  S^^VT— /,    oder:    ä  — 


/ 


2)    fl  — 2«  y2  — 0,5395./. 


1+3V2" 


—  0,19074./, 


K 


Fig.  80. 
P 


-i-*-flf--*>.» 


=t 


-I-a k 


Bei  dieser  Lage  der  Schnittstellen  ergeben  sich  fttr  die  Gegen- 
drücke der  Stützpunkte  die  Werthe: 

3)  ä:  —  pä  — 0,190  74.;»/, 

4)  P  —  ;ifl  — 0,5395.;?/, 

Bitter,  iBgetttosr-lCeehAnik.  2.  Aufl.  4 
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und  die  Maxima  der  absoluten  Werthe  der  BiegUDgsmomente  haben 
die  gemeinschaftliche  Grösse: 

5)    ÜÄ  =  ^^  0,018  19  p/». 

Um  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Bal- 
ken den  gleichen  Biegungszustand  herzustellen,  hat  man  die  Hori- 
zontal-Abstände  der 
^  Stützpunkte  so  zu 
wählen,  wie  oben  in 
Bezug  auf  Fig.  80  ge- 
funden wurde,  und 
alsdann  die  Mittel- 
stützen so  weit  ZQ 
senken,  dass  die 
Druckvertheilung 
auf  die  Stützen 
ebenfalls  dieselbe 
wird  wie  in  Fig.  80. 
Die  hierzu  erforder- 
lichen Senkungen 
der  Mittelstützen 
kann  man  nach 
Fig.  81  berechnen, 
indem  man  sich  die 
Biegungszustände 
der  beiden  Abthei- 
lungen auf  die  in 
Fig.  82  und  Fig.  8a 
angedeutete  Weise 
veranschaulicht. 

Für  die  Durchbiegung  /  und  die  Grösse  tg  a  erhält  man  aua 
Fig.  82  (nach  der  Tabelle  des  §  6)  die  Gleichungen: 


6) 


7)    tg«. 


pa* 


STOo» 


8  £3; 


/>a' 


1EZ 


ma 


2EZ  ^EZ        EZ 

welche  nach  Sabstitntion  der  oben  für  die  Grössen  a  ond  üß  ge- 
fundenen Werthe  die  Formen  annehmen: 
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8)    /=  0,000  882  5. -|^,       9)     tga=  0,003  27  • -^. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  die  Grösse  s  nach  Fig.  83  be- 
rechnen. Die  Anwendung  der  Tabelle  des  §  6  ftlhrt  zunächst  zu 
der  Gleichung: 

und  nach  Substitution  der  fttr  die  Grössen  £,  a,  tg  a  gefundenen 
Ausdrücke  erhält  man  ftlr  die  Höhendifferenz  s  den  Werth: 

11)    *=- 0,002  094.-^. 

Da  bei  dieser  Untersttttzungsweise  das  grösste  Biegungsmoment 
den  in  Gleichung  5).  angegebenen  Werth  annimmt,  so  kann  das 
Trägheitsmoment  der  erforderlichen  Querschnittsfläche  berechnet 
werden  aus  der  Gleichung: 

12)   -j^a;  — 0,018 19/1 /^ 

und  nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  flir  die  Grösse  X 
zu  entnehmenden  Werthes  erhält  man  aus  den  Gleichungen  8)  und 
11)  flir  die  vortheilhaftesten  Senkungen  /  und  s  die  Werthe: 

13)  /— 0,097  027. -|---^, 

14)  Ä  «0,230  26.  J-.-^. 

Für  einen  schmiedeisemen  Brückenträger  von  derL&nge  2/— 400  000"*» 
and  der  Höhe  A  — lOOOO»""  würde  man  ^-«6  Kil.  und  £«20  000  zu  setzen 
haben;  man  erh&lt  dann  die  Werthe: 

/=  116"",4    und    ^  —  276»»,3. 
Es  ergeben  sich  femer  nacft  Gleichung  2)  für  die  erforderlichen  Horizontal- 
ahstftnde  der  Stützen  die  Werthe:  a »  107  900"",  /  —  a  —  92 100"". 


§  15. 
Allgemeine  Theorie  des  Balkens  auf  N  Stützen.^) 

Wenn  man  bei  dem  in  Fig.  84  dargestellten  Balken  an  irgend 
einer  Stelle  innerhalb  der  n-ten  Abtheilung  einen  Verticalschnitt 
durch  den  Balken  hindurch  legte^  so  wttrde  man,  um  das  Oleich- 

*)  Nach  Mohr*B  „Beiträgen  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Gonstnic- 
tionen*  (Zeitschrift  des  Architecten-  and  Ingenienr-Vereins  für  das  Königreich 
Hannover,  Jahigang  1860). 

4* 


Digitized  by 


Google 


52 


Erster  Abschnitt.  §  15. 


gewicht  wieder  herzustellen,  bei  jedem  der  beiden  durch  den 
Schnitt  getrennten  Balkentheile  an  der  Schnittstelle  irgend  ein 
Eräftepaar  vom  Momente  SR  und  irgend  eine  Verticalkraft  von 

Fig.  84. 
K;  JT,  K,        K.  K^i      K,,,  K, 


der  Grösse  V  hinzufügen  müssen.  Das  Moment  9)2  wird  das 
Biegungsmoment  und  die  Kraft  Fwird  die  yerticale  Ab- 
scheerungskraft  (oder  auch  kurzweg  die  Verticalkraft) 
für  die  betreffende  Stelle  genannt. 

Die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  beiden  Grössen  V  und 
Wt  stattfinden,  können  aus  der  Fig.  85  entnommen  werden,  welche 
den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen  zwei 
benachbarten  Verticalschnitten  befindlichen 
Balkenstttckes  von  der  unendlich  kleinen 
Länge  dx  veranschaulicht.  Wenn  man  die 
algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  dieses  Stück  wirkenden  Kräfte 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  J  gleich  Null 
setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  (aR  +  rf2»)  — ü»—  Vdx  —  ~p^dx'^ 

welcher  man  nach  UTeglassung  des  letzten 
Gliedes  (als  einer  unendlich  kleinen  Grösse 
zweiter  Ordnung)  auch  die  Form  geben  kann: 

1)  "^ 


dx 


=  F; 


und  wenn  man  ein  anderes  Mal  die  algebraische  Summe  der  Ver- 
ticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
0  — (F+rfF)—  V—p^dx,    oder: 

^,   dv  dm 

2)  ^^p^--^. 

Die  Verticalkraft  V  ist  eine  Grösse,  welche  innerhalb  der  zwi- 
schen zwei  benachbarten  Stützpunkten  liegenden  Strecke  stetig 


Digitized  by 


Google 


AUgememe  Theorie  des  Balkens  auf  N  SttttseD. 


53 


Fig.  M. 


sich  ändert.  An  jedem  Sttttspiuikte  selbst  aber  ändert  sich  die- 
selbe spningweise  am  eine  Grösse,  welche  gleich  dem  Oegendmcke 
dieses  Sttttzponktes  ist  Wenn  allgemein  mit  A 
der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  Grösse 
V  unmittelbar  links  neben  einem  Stützpunkte 
annimmt,  und  mit  B  der  Werth,  welchen  die- 
selbe unmittelbar  rechts  neben  dem  Stütz- 
punkte annimmt,  so  ist  nach  der  Fig.  86,  welche 
den  Gleichgewichtszustand  des  über  dem  n-ten 
Stutzpunkte  liegenden  unendlich  kleinen  Bal- 
kenstflcks  veranschaulicht,  der  Gegendruck 
dieses  Stützpunktes  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung: 

3)    K^  —  An  —  B^. 
Zur  Berechnung  der  Grössen  A  und  B  kann  man  die  Fig.  87 
benutzen,  in  welcher  die  auf  das  zwischen  dem  n-ten  und  dem 
Y]g  «7  -  n+l-ten  Sttttz- 

"^^  punkte    befindli- 

che  Balkenstflck 
wirkenden  Kräfte 
angegeben  sind. 
Wenn  man  die  al- 
gebraische Sum- 
me der  statischen 
Momente  sämmt- 
licher  Kräfte 
gleich  Null  setzt 

und  den  linksseitigen  Endpunkt  des  Balkenstttcks  dabei  als  Dreh- 
punkt wählt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  -=  aßn+i  —  SKn  +  4" P^li  —  ^»+1 '».    oder: 


4)    A 


■+!' 


iOln^l  —  g»B      ,      pJn 


U 


+ 


Die  Grösse  B^  kann  nunmehr  bestimmt  werden  aus  der  Glei- 
chung der  Verticalkräfte: 

0  —  B^  +  pJn  —  An^x, 
welche  flir  Bn  aufgelöst  nach  Substitution  des  ftlr  die  Grösse  ^.4.1 
gefimdenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

5)     B,~ j^^ ^. 
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Wenn  man  das  in  Fig.  87  dargestellte  Balkenstück  als  einen 
an  beiden  Enden  eingemauerten  Balken  betrachtet,  und  auf  die 
Berechnung  der  Durchbiegung  desselben  das  in  §  8  erklärte  Ver- 
fahren anwendet,  so  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6  die 
Gleichungen: 

tg  an+l  =  tg  «n  +  -^^  +  — g^ YE%     ' 

.yn+l  -  yn  -  /n  tg  «n  +  "g^j    +  "^^^ ^^^^ f 

welchen  man  nach  Substitution  des  in  Gleichung  4)  für  die  Grösse 
^n+i  gefundenen  Werthes  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

6)  E%  (tg  «n+i  -  tg  an)  —  y  (SKn+l  +  2»„)  U  -  -^  PJI, 

7)  E%  (y^+i  —  y^  -  /„  tg  Crn)  =  -^  (ÜÄn  +  l  +  2a»n)  «  -  ^  Pn«. 

Die  letztere  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
in  derselben  der  Index  „ti''  überall  um  „Eins"  erhöht  wird,  und 
geht  dann  in  die  folgende  über: 

8)    EZ  (yn+2  —  yn+i  —  U+l  tg  an+O 

=  i-  (aRn+2  +  2  aßn+O  /n%l  "  "^  /^n+l/nVl- 

Wenn  man  von  den  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  die  erstere 
durch  /ni  die.  letztere  durch  /n+i  dividirt,  und  alsdann  die  letztere 
von  der  ersteren  subtrahirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welcher 
man  die  folgende  Form  geben  kann: 


9) 


EZ  (tg  an-Hi  -  tg  a.)  ==  EZ  {'^'^'^^^~  ^'^'^^   -  (^""^^  ~  '^°)} 

Die  Gleichsetzung  der  beiden  in  den  Gleichungen  6)  und  9) 
für  die  Grösse  EZ  (tg  ofn+i  —  tg  an)  gefundenen  Werthe  führt  end- 
lich zu  der  Gleichung: 

10)      aMn/n  +  2a»n+l(/n  +  /n+l)  +  ü»n+2/n+l 
^    Pn/n^T/^n+l/n-fl    ^  g^j  f  ynH-2  —  yn+l    _  /yii+t— y»\l 

Wenn  man  diese  Gleichung  durch  /n  dividirt  und  alsdann  ab- 
kürzungsweise: 


Digitized  by 


Google 


Balken  auf  lehn  Statsen.  55 

11)   «^*_^(y,^,_y.)«„,,         12)    Jl±L^rn,+y 

setzt,  80  erhält  man  die  folgende  allgemeine  Gleichnng  fttr  die 
Biegongsmomente  an  drei  auf  einander  folgenden  Sttttzpnnkten: 

13)      Wtn  +  2  aR.+l  (1  +  OT.+,)  +  2»H-i»».+i 


=  -J-  {Pn  —  «a  +  ml+i  (p,+,  +  «„+,)l. 


§  16. 
Balken  auf  zehn  StOlzen. 

Wenn  man  in  den  allgemeinen  Gleichmigen  des  vorigen  Para- 
graphen die  folgenden  Werthe  sabstitairt: 

/'.—/'.  =  /'»  =  •••  =  /', 
/,»/,==/.  =  ...  =  /, 

''»i  ■="  ^3  =  *'*4  =  •  •  •  =   1> 

SO  gelten  jene  Gleichnngen  nunmehr  fttr  einen  Balken,  dessen 
Belastung  gleichförmig  über  die  ganze  Länge  desselben  vertheilt 
ist,  und  dessen  Stützpunkte  sämmtlich  in  einer  nnd  derselben 
Horizontalen  liegend  die  ganze  Länge  des  Balkens  in  Abtheilnngen 
von  gleicher  Länge  zerlegen.  Die  Gleiehongen  13),  4),  5),  3) 
nehmen  fttr  diesen  speciellen  Fall  die  folgenden  Formen  an: 

1)  2»a     +  4aßn+l  +  3ßa+>  —  ^J 

2)  -^B+i  = 2 +  "2^7 

3)  ^n       =  J -j-' 

4)  iTn       =An—B,. 

Mittelst  der  ersten  dieser  vier  Gleichnngen  kann  man  die 
Biegnngsmomente  über  den  Stützpunkten  berechnen.  Wenn  man 
nämlich  in  dieser  Gleichung  fttr  den  Index  ^n**  der  Reihe  nach 
die  Werthe  1,  2,  3  . . .  substitnirt  —  und  zugleich  berücksichtigt, 
dass  das  Biegungsmoment  am  Endpunkte  des  frei  aufliegenden 
Balkens  immer  gleich  Null  ist.  —  so  erhält  man  zunächst  die 
Gleichungen: 


Digitized  by 


Google 


0    +4aK,  +  3K,=- 

f- 

aK,  +  4a»,  +  üK,= 

f' 

a«,  +  4aR,  +  aK.= 

f- 

iW4  +  4ÜW5  +  üß.— 

0 
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5) 
6) 
7) 

8) 

Diese  Gleichnngen  kann  man  benutzen,  um  die  unbekannten 
Grössen  Sß,,  SR^ . . .  sämmtlieh  durch  die  eine  unbekannte  Grösse 
äß^  auszudrücken.  Indem  man  die  erste  für  äßs  auflöst,  den  ge- 
fundenen Werth  in  die  zweite  einsetzt,  um  SR4  daraus  zu  berech- 
nen, und  auf  diese  Weise  fortfährt,  gelangt  man  der  Reihe  nach 
zu  den  folgenden  Gleicbungen: 

9)    aÄ3  =  -^-4ÜÄ„ 

10)  aß^  =  _i.p/^  +  i5a»„ 

11)  3»,  — 6;?/»  — 56ÜÄ„ 

12)  a»o  —  —  22p/*  +  209Ü», 

Die  Biegungsmomente  über  zwei  Stützpunkten,  welche  gleich 
weit  von  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  sind,  haben  gleiche 
Grössen.  Für  den  Balken  auf  zehn  Stützen  kann  man  daher  die 
Grösse  SR^  nunmehr  berechnen,  indem  man  die  Werthe  von  äß^ 
und  SRe  einander  gleichsetzt,  also  aus  der  Gleichung: 
6  pl*  —  56  3»,  =  —  22  pl^  +  209  SK,,    oder : 

13)  2R,=  -^;.r, 

Hiemach  ergeben  sich  fttr  die  übrigen  Biegungsmomente  aus 
den  Gleichungen  9),  10)^  11)  die  Werthe: 

14)  3R3-3^;'/',    15)  ^.—^pi%     16)  aK.-^WS 

und  wenn  die  Grösse  -ykft  aIs  Einheit  betrachtet  wird,  so  stellen 

die  in  Fig.  88  angegebenen  Zahlen  die  Biegungsmomente  über  den 
zehn  Stützpunkten  dar. 

Um  die  Gegendrücke  der  Stützpunkte  zu  berechnen,  hat  man 
in  den  Gleichungen  2),  3),  4)  für  den  Index  n^"  der  Reihe  nach 
die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  zu  substituiren  und  dabei  zu  berüeksich- 
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tigen,  da88  die  Grösse  A^  als  Verticalkraft  links  neben  der  ersten 
Stfltze  jedenfalls  gleicb  Null  ist.    Mit  Benutzung  des  für  SSÜ^  ge- 
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Fig.  88. 
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fondenen  Werthes  erhUt  man  deomach  zur  Bestimmang  der  Grösse 

f,  die  Gleichungen: 

„        2R,  — 0         pl  209     , 

-^' } -2 130'''' 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  zur  Bestimmang  der  GrOsse 
Aj  die  folgenden  Gleichungen: 

^* ? +  T--53Ö-'''' 

p  _  g»»-g«.         pl  _       280 
'~  /  "2"  '530"'^'' 

J5,        321     ,  ,    280     ,601     , 
^  =  -53Ö-'''  +  -53Ö-'''"-53Ö'''' 


Fig 

.89. 
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und  findet  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  die  in  Fig.  89  zu- 
sammengestellten Zahlen,  welche  mit  dem  Factor  -^^  multiplicirt 
die  wirklichen  Gegendrücke  der  zehn  Stützpunkte  darstellen. 


§  17. 
Vierfoch  unterstfitzter  Balken  mK  drei  Bnzelgewlcliten  belastet 

Man  kann  den  in  Fig.  90  dargestellten  Balken,  welcher  ifl 
Wirklichkeit  nur  an  vier  Punkten  unterstützt  ist,  auch  als  Balken 
auf  sieben  Stützen  betrachten,  indem  man  zu  den  Stützpunkten 
auch  die  drei  Belastungspunkte  zählt  und  die  drei  Gewichte  Q 
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als  negative  Gegendrücke  derselben  bebandelt.  Um  die  allge- 
meinen Gleichnngen  des  §  15  auf  den  vorliegenden  Fall  anzu- 
wenden, hat  man  die  Werthe: 

Px—Pi= =  0, 


»I, 


=  1 


in  denselben  zu  substituiren.    Die  Gleichung  13)  des  §  15  nimmt 
alsdann  die  folgende  Form  an: 

und  wenn  man  in  derselben  fttr  den  Index  ^^^  der  Beihe  nach 
die  Zahlen  l,  2,  3  substituirt,  so  erhält  man  —  in  Berücksich- 


Fig.  90. 


f. 


^^ 


^ 


f 


tigung  des  Umstandes,  dass  ÜÄ,  =  0  und  dass  SSSl.,  =  SDI3  ist  — 
die  drei  Gleichungen: 

0  +  4a»,  +  ÜR3--f  K-i/i), 
2Ä.  +  43»,  -t-  ÜR,  -  -^  {M,  —  u,\ 

9»3  +  43»,  +  3»3  —  -^  («.  -  «3). 

Nach  Gleichung  11)  des  §  15  enthält  der  Ausdruck  fttr  t/,  die 
Höhendifferenz  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Stützpunkte  als 
Factor;  ebenso  der  Ausdruck  fttr  w,  die  Höhendifferenz  zwischen 
dem  zweiten  und  dritten  Stützpunkte.  Da  die  beiden  Stützpunkte 
1  und  3  in  gleicher  Höhe  liegen,  so  ist  tr, «»  — ti,  zu  setzen. 
Aus  demselben  Grunde  ist  v^^^  —  t/g  zu  setzen,  und  man  erhält 
nach  Ausführung  dieser  Substitutionen  die  folgenden  drei  Glei* 
chungen: 
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1)  4ÜR,  +  ÜR, -^.«., 

2)  a»,  +  4  üR,  +  SW,=  +  -j.  («,  +  «,), 

3)  2üR,  +  4aR, -^tf,. 

Wenn  man  die  ans  den  Gleichungen  1)  and  3)  resp.  fttr  die 
Grössen  u,  und  u,  zu  entnehmenden  Werthe  in  Gleichang  2)  snb- 
stitoirt,  so  nimmt  diese  letztere  auf  Null  redncirt  die  Form  an: 

4)  6üJl,  +  tia»,  +  62Ä,  =  0. 

Die  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Grossen  3){,,  iDt„ 
Mi  noch  fehlenden  zwei  Gleichungen  erhSlt  man  aus  den  allge- 
meinen Gleichungen  3),  4),  5)  des  §  15,  indem  man  zunächst  die 
AusdrOcke  fltr  K,  und  K^  aus  denselben  ableitet  und  alsdann 
jeden  dieser  beiden  Ausdrflcke  gleich  „ —  Q'  setzt.  Man  gelangt 
dabei  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


A,= 


K, 


— 1 — ' 

i     ' 
29».  — sro. 


Kr 


SW.  —  3», 

} ' 

23»,  — 2a»3 


5)  23R,  —  2«,  =  —  Q/, 

6)  23»,  — 2ü»,  =  -(2/. 

Ans  den  drei  Gleichungen  4),  5),  6)  ergeben  sich  nunmehr 
für  jene  drei  Biegnngsmomente  die  Werthe: 


SR. ^Q/, 


2«.-4-^Ö/, 


3».  =  -- ^QA 


U 


Fig.  n. 


üö 


^F 


Wenn  man  ferner  ans  den  allgemeinen  Oleichnngen  3),  4),  5) 
des  §  15  die  Ansdrflcke  fflr  K^  nnd  K^  ableitet,  so  gelangt  man 
dabei  zu  den  folgenden  Oleichnngen: 


Digitized  by 


Google 


60 


Erster  Absclmitt.  §  18. 


4  =  0, 


4  = 


/ 


^»     — Z — '       ^^ } — ' 


^ jo^^ 


^     22K3— a»,— a», 
Ä3  = ^ , 


und  nach  Substitation  der  oben  für  die  drei  Biegungsmomente 
gefundenen  Ansdracke  erhält  man  hierauf  fdr  die  Oegendrttcke 
der  Stützpunkte  die  in  Fig.  91  angegebenen  Werthe. 


§  18. 
Balken  mit  discontinuirtich  vertheilter  Belastung. 

Bei  Ableitung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  wurde 
zwar  vorausgesetzt,  dass  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Stutzpunkten  die  Belastung  gleichförmig  längs  der  betreffenden 
Balkenstrecke  vertheilt  war.  Man  kann  jedoch  jene  Gleichungen 
auch  auf  den  Fall  noch  anwenden,  in  welchem  eine  solche  Strecke 
aus  mehreren  Th eilen  besteht,  deren  Belastungen  pro  Längen- 
einheit ungleiche  Grössen  haben.  Für  diesen  Fall  hat  man  die 
Grenzpunkte  der  gleichförmig  belasteten  Strecken  (oder  die  Dis- 
continuitätspunkte,  in  welchen  die  Belastung  pro  Längeneinheit 
sprungweise  aus  einem  kleineren  in  einen  grösseren  Werth  über- 
geht) mit  zu  den  Stützpunkten  zu  zählen  und  die  Gegendrücke 
dieser  fingirten  Stützpunkte  nachher  gleich  Null  zu  setzen. 

So  z.  B.  würde  man  für  den  in  Fig.  92  dargestellten  Balken 
—  obgleich  derselbe  in  Wirklichkeit  nur  drei  Stützpunkte  hat  — 

Fig.  92. 


als  einen  Balken  auf  vier  Stützen  zu  behandeln  haben,  und  in 
den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  würden  für  diesen  Fall  die 
folgenden  Werthe  zu  substituiren  sein: 
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A  ==*  '2  =  4  ==  ^j      wij  =  »I3  =  1, 
ttj  =  —  «,    und    «3  =  0. 
Man  erhält  dann  nach  Oleichong  13)  des  §  15,  indem  man 
darin  ein  Mal  n^=^\  nnd  ein  anderes  Mal  71  »=  2  setzt)  die  beiden 
Gleichnngen: 

1)  0  +  42B,  +  3»3  =  -^  (/!,+/;, -2«.), 

2)  3»;+43»3  +  0-^(;^,  +  P3  +  tt,). 

Indem  man  jede  dieser  beiden  Oleichnngen  ftlr  die  Grösse  ?/, 
anflöst  nnd  die  beiden  anf  solche  Weise  gefundenen  Ausdrtlcke 
alsdann  einander  gleich  setzt,  gelangt  man  femer  zu  der  Oleichnng: 

3)  24aR,  +  36a»3  =  (p,  +  3/?,  +  2p3)/«, 

Um  die  zur  Berechnung  der  beiden  Grössen  SSSl^  und  Wl^  noch 
erforderliche  zweite  Gleichung  zu  erhalten,  hat  man  nach  den  all* 
gemeinen  Gleichungen  3),  4),  5)  des  §  15  den  Ausdruck  fUr  die 
Grösse  K^  zu  bilden  und  diesen  Ausdruck  dann  gleich  Null  zu 
setzen.  Die  Ausführung  dieser  Operation  führt  zu  den  folgenden 
Gleichungen : 

4)  ^._J!kp«+ii, 


5) 


6)  Jg,,^^»-^-+igL+£Jl_o,    oder: 

7)  2aß.-ÜR3 (7'.+/'^  4" 

Durch  AafUteang  der  beiden  Gleicbangen  3)  und  7)  erhält 
man  für  die  beiden  Biegongsmomente  9Ri  and  iD2,  die  Werthe: 

8)  a».  -  {2p,  -  15p,  -  17;»,)  -^, 

9)  a»,-(2;;,4-9/»,  +  7/».)-^- 

Die  Gegendrucke  der  drei  wirklichen  Sttttzpankte  kann  man 
nonmehr  nach  den  allgemeinen  Gleichnngen  des  §  15  berechnen, 
indem  man  mit  Hülfe  derselben  die  Aosdrttcke  für  die  Grossen 
K,,  Ä^,  Ä",  bildet: 

'  /    ^   2 
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A3  — /-^  T"^  2  ' 

K, r+-2-' 

nnd  die  oben  gefundenen  Ausdrucke  fttr  die  Momente  SR,,  SDl,  in 
diesen  Gleichungen  snbstitnirt    Man  erhSlt  dann  die  Werthe: 


/i:,- (65/». +  15/»,- 2/»,) 


96 


» 


7^3  =  C45p,+ 99/1,+ 54^3) -4> 


§  19. 

BrQckenbalken  auf  drei  StOtnn. 

Ermittelang  der  vortheilhaftesten  Senkung  der  «Mittelstfitze 
mit  Berückeichtigang  der  mobilen  Belastung. 

Um  die  vortheilhaiteste  Lage  der  Stützpunkte  für  einen  Balken 
auf  mehreren  Stützen  zn  finden,  hat  man  —  wie  in  §  11,  §  13, 
§  14  an  mehreren  Beispielen  gezeigt  wurde  —  die  absoluten 
Maximalwerthe  der  Biegungsmomente  einander  gleich  zu  setzen. 
Wenn  der  Balken  ausschliesslich  eine  gleichförmig  über  seine 
Länge  vertheilte  permanente  Belastung  —  wie  z.B.  sein  eige- 
nes Gewicht  —  zu  tragen  hat,  so  hangen  die  Werthe  dieser  Maxi- 
malmomente lediglich  von  der  Lage  der  Stützpunkte  ab.  Bei 
Brückenträgem  dagegen,  welche  zeitweilig  ausser  der  permanenten 
Belastung  noch  eine  (entweder  über  die  ganze  Länge  oder  einen 
Theil  derselben  gleichförmig  vertheilte)  fremde  Belastung  --  die 
sogenannte  mobile  Belastung  —  zu  tragen  haben,  hängen  jene 
Maximalmomente  ausserdem  von  dem  jedesmaligen  Belastungs- 
zustande ab.  Um  die  vortheilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  für 
einen  solchen  Brückenbalken  zu  ermitteln,  hat  man  also  zuvor 
die  ungünstigsten  Belastnngszustände  aufzusuchen,  d.  h.  diejenigen 
Belastungszustände,  bei  welchen  jene  Maximalmomente  ihre  grösst- 
möglichen  Werthe  annehmen.  Durch  Gleichsetzung  dieser  grössten 
Werthe  findet  man  nachher  die  vortheilhafteste  Lage  der  Stütz- 
punkte. 

Für  den  in  Fig.  98  dargestellten  Balken  würde  man  in  den 
allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  die  Werthe  /|  =  /a=«'i  wi,a=l 
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nnd  ti,  »=  _  t/,  zu  sabstitairen  haben.    Die  Gleichnng  13)  nimmt 
alBdann,  wenn  darin  »«=1  gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an: 


1)    2ß.--^(/^,+/'.-2t/,), 


2m,),  oder: 


Das  Biegnngsmoment  über  der  Mittelsttttze  wird  bei  jedem 
Belastungsznstande  eines  von  den  Maximalmomenten  sein,  und 

dasselbe  nimmt  — 
^''^'^-  wie    Gleichung    1) 

^  «^  '    zeigt  —  einen  um  so 

grösseren  Werth  an, 
je  grösser  die  Be- 
lastungen Pi  und  p^ 
sind. 

Wenn  die  perma- 
nente Belastung  pro 
Längeneinheit  die 
Grösse  p  hat,  nnd  mit  q  die  Grösse  bezeichnet  wird,  bis  zu  wel- 
cher die  Belastung  pro  Längeneinheit  durch  das  Hinzutreten  der 
mobilen  Belastung  gesteigert  werden  kann,  so  ist  p  der  untere 
und  q  der  obere  von  den  beiden  Grenzwerthen,  zwischen  welchen 
eine  jede  von  den  beiden  Grössen  Pi  und  p^  sich  ändern  kann. 
Um  das  Maximum  von  SDl,  zu  erhalten,  hat  man  demnach  Pi  =  q 
und  p^^^q  zu  setzen,  also  ist: 


2)  a».( 


x)--8-(y 


■«,). 


Ein  anderes  Maximum  wird  der  absolute  Werth  des  Biegungs- 
momentes stets  an  irgend  einer  zwischen  dem  ersten  und  zweiten 
Stfltzpunkte  befindlichen  Stelle  annehmen,  deren  Lage  von  dem 
jedesmaligen  Belastungszustande  abhängt.    Diese  Stelle  würde  im 

3 
Abstände  -^l  von  dem  ersten  Stützpunkte  liegen,  wenn  die  Be- 
lastung pro  Längeneinheit  überall  gleich  q  wäre,  und  die  drei 
Stützpunkte  in  gleicher  Höhe  lägen  (s.  Fig.  56).  An  dieser  Stelle 
würde  das  Biegnngsmoment  ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum) 
erreichen  von  der  Grösse: 

K\  ^ 9_ 


ÜÄ' -i^*-  = 


128 
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Fig.  94. 


Zu  diesem  negativen  Biegangsmomente  liefert  —  wie  aus 
Fig.  60  zu  ersehen  —  eine  jede  Belastung  der  rechtsseitigen  Bal- 
kenhälfte einen  positiven  Beitrag.  Es  wfirde  daher  das  Hin- 
wegnehmen jedes  Belastnngstheiles  der  rechtsseitigen  Balkenhälfte 
zur  Folge  haben,  dass  jenes  negative  Maximnm  SDf  einen  grösseren 
absoluten  Werth  annimmt,  wobei  zugleich  eine  Verschiebung  der 
Stelle  eintreten  wird,  an  welcher  dieses  Maximum  stattfindet.  Die 
Grösse  W  würde  also  ein  Minimum  oder  dem  absoluten  Werthe 
nach  ein  Maximum  werden,  wenn  die  rechtsseitige  Balkenhälfte 
ganz  unbelastet  und  die  linksseitige  Balkenhälfte  voll  belastet  wäre. 

Obwohl  in  Fig.  98 
die  Mittelsttttze  tie- 
fer liegt  als  die  bei- 
den Endsttttzen,  so 
gelten  doch  —  wie 
man  sich  durch  An- 
wendung des  in 
Fig.  60  erklärten 
Constructionsver- 
fahrens  leicht  über- 
zeugt —  die  obigen  Schlussfolgerungen  auch  für  den  vorliegenden 
Fall.  Um  also  das  Minimum  von  W  zu  berechnen,  hat  man  in 
der  (aus  §  10  zu  entnehmenden)  allgemeinen  Gleichung: 

3)    m' -^ 

für  die  Grössen  K^  und  Pi  die  Werthe  zu  substituiren,  welche  dem 
in  Fig.  94  dargestellten  BelastfTngszustande  entsprechen. 

Nach  §  15  erhält  man  zunächst  ftir  den  in  Fig.  98  angenom- 
menen Belastungszustand  die  allgemeinen  Gleichungen: 

aw^     pj 

l         2   ' 


^.-0,       B, 


Die  letztere  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  des  in  Gleichung  1) 
geftindenen  Werthes  die  Form  an: 
/ 


4)     K, 


16 


(7p,-/^a  +  2ttJ, 


und  aus  Gleichung  3)  ergiebt  sich  nunmehr  ftlr  das  Biegungs- 
moment ilW  der  Werth: 
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5)    ÜR' 


/* 


512 


(??.-/>,  + 2".)' 


Um  das  Minimum  von  SOf  zn  erhalten,  hat  man  hierin  Pt  =  g 
and  Pt'^p  za  setzen,  also  ist: 

6)  SW,»!«)^ -^j2-- g 

Durch  Qleichsetzang  der  ans  den  Gleichungen  2)  and  6)  za 
«ntnehmenden  absoluten  Werthe  von  SDtjdau)  and  fSff{Bdi)  erhält 
man  endlich  die  Qleichang: 

welche  fitr  die  unbekannte  Grösse  u^  aofgelöst  die  folgende  Form 
annimmt:  .  . 

7)  .  «,  =  y  {?  -  23y  +  VbUq'-dipgj- 

Nach  der  in  §  15  (Oleichong  11)  angegebenen  Bedeutung  der 
OrOsse  u^  ist  zugleich: 

—      /4      (ya  —  0),    oder:    .V»  — -jOl' 

und  wenn  man  hierin  den  in  Gleichung  7)  gefundenen  Werth  fttr 
u,  substituirt,  so  erhält  man  fttr  die  vortheilhafteste  Senkung  der 
Mittelstfltze  den  Werth: 


8) 


48  £1  \q 


■]/544  — 32-^1. 

Den  grössten  Werth,  welchen  das  Maximalmoment  bei  dieser 
Untersttttzungsweise  erreichen  kann,  findet  man  aus  einer  yon  den 
beiden  Gleichungen  2)  und  6),  indem  man  darin  den  fttr  ti,  ge- 
fundenen Werth  einsetzt.   Nach  Gleichung  2)  wird  z.B.: 

10)    üR,(„«x)  =  ^|25y-/^-V544y»-32/iy}, 

und  ebenso  gross  kann  der  absolute  Werth  von  SD2'  bei  dieser 
Untersttttzungsweise  werden. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  9)  und  10)  ergeben  sich  die  in 
nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1 

^*   1  000000  iS 

421 

462 

503 

543 

583 

622 

662 

701 

740 

779 

817 

**•(-">"=  32000°^^ 

S38 

823 

807 

792 

776 

761 

746 

731 

716 

701 

686 

Bitter,  ]Bg«]ii«iir-lfMbMik.  2.  Anfl. 
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Die  in  der  ersten  Yertical-Columne  stehenden  Zahlenwerthe  beziehen  sich 
auf  den  speciellen  Fall,  in  welchem  die  permanente  Last  gleich  Null  ist, 
und  die  in  der  letzten  Yertical-Columne  stehenden  Zahlenwerthe  beziehen  sich 
auf  den  speciellen  Fall,  in  welchem  die  mobile  Last  gleich  Null  ist. 

Wenn  das  Yerhältniss  der  permanenten  Belastung  zur  Totalbelastung 
gleich  0,6  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle: 


y,  = -2^.  0,000  662 


und      2«2(««)--ä^^- 0,746. 


Die  erforderliche  Grösse  des  Trägheitsmomentes  der  Querschnittsfläche 
wurde  (auf  ähnliche  Weise  wie  am  Schlüsse  des  §  11)  zu  berechnen  sein  aus 
der  Gleichung: 


4* 


X-- 


32 


0,746, 


in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung,  und  h  die  Höhe  des  Balkens 

bedeutet.   Nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  X  zu  entnehmenden 

Werthes  erhält  man  für  y,  die  Gleichung: 

/*     S 
y,  =  0,2272.^.^. 

Für  Schmiedeisen  würde  5  »  6  Kil.  und  E=20  000  zu  setzen  sein.  Wenn 
also  z.  B.  Z=  100000"»  und  ä=  10000""°  ist,  so  wird: 

y^  s=  68°"»,15. 

Auf  gleiche  Weise  würde  für  den  FaU,  in  welchem  ^  =  1  ist,  der  Werth 
yj  =  9inim^4  gj^jj  ergeben,  also  derselbe  Werth,  welcher  in  dem  am  Schlüsse 
des  §  11  berechneten  Zahlenbeispiele  gefunden  wurde. 


§20. 
Yortheilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  eines  BrOokenbalkena  auf  vi6r  Stützen. 

Um  für  den  in  Fig.  96  dargestellten  Balken  die  Gegendrücke 
der  Stützpunkte  zu  berechnen,  hat  man  in  den  allgemeinen  Glei- 
chungen des  §  15  die  Werthe  «j  — 0  und  ti^  =  —  u^  zu  substi- 

Fig.  96. 

^i  TT-  tr  ^* 


tuiren.    Da  ferner  m^ 
sprechend: 


m^ 


ist,  so  kann  m  statt  m^  und  dem  ent- 
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L  ,  ,  mL 


/.= 


=  /. 


/. 


2  +  m  »'  »  2  +  m 
gesetzt  werden.  Man  erhält  dann  ans  der  Gleichong  13)  des  §  15, 
ind^n  man  darin  das  eine  Mal  n=l,  das  andere  Mal  n=*=2  setzt, 
die  beiden  Gleichungen: 

1)    0  +  23», (l+m)  +  ma»3  =  -^2q^ (;».  +  »»>.-«.), 

ans  welchen  fttr  die  beiden  Biegungsmomente  die  folgenden  Werthe 
sich  ergeben: 

^        X«  i2p,  (1  +  m)  -^p^m'  (2  +  m)  -  p,m  ~  i/,  (2  +  m)\ 
^)    M,^  ^  ^  (2  + »1)3 (2  4-3^1)  r 

A^    cm  __  L'  j2p,il  +m)+p^m' (2-^^)  —  p,m  ^u,(2  +  m)\ 
V    J^^a—  4  \  (2  +  7«)»(2  +  3i»)  r 

Hit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  die  beiden 


Fig.  »6. 


Gegendrücke  K^  und 
K^  nach  der  in  §  15 
erklärten  Methode  be- 
rechnen, sobald  der 

Belastungszustand 
und    die   Lage   der 
Stützpunkte  gegeben 
sind. 

Auf  der  linkssei- 
tigen Balkenhälfte 
wird  es  —  wie  in 
§  12  gezeigt  wurde 
—  im  Allgemeinen 
drei  Stellen  geben, 
an  welchen  der  ab- 
solute Werth  des 
Biegungsmoments  ein 
Maximum  erreicht. 
Obwohl  die  in  §  12 
hinsichtlich  des  Bela- 
stungszustandes und 
der  Sttttzenlage  gemachten  Voraussetzungen  hier  nicht  zutreffen, 
so  kann  doch  die  in  Fig.  75  ausgeführte  graphische  Darstellung 

5* 


Fig.  98. 
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der  Biegungsmomente  wenigstens  so  weit  für  den  vorliegenden 
Fall  benutzt  werden,  als  es  sich  nur  darum  handelt,  die  Anzahl 
und  ungefähre  Lage  der  Stellen  zu  bestimmen,  an  welchen  das 
Biegnngsmoment  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Man  erkennt 
aus  Fig.  75,  dass  die  Grösse  Wl^,  als  Biegungsmoment  ttber  der 
zweiten  Stütze,  bei  jedem  Belastungszustande  eins  von  den  Maxi- 
malmomenten sein  wird.  Ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum), 
welches  wie  im  vorigen  Paragraphen  mit  W  bezeichnet  werden 
soll,  erreicht  das  Biegungsmoment  an  irgend  einer  Stelle  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Stütze.  Ein  anderes  Minimum  fOV'  fällt 
in  die  Mitte  des  Balkens. 

Um  diejenigen  Belastungszustände  zu  finden,  bei  welchen  die 
absoluten  Werthe  dieser  drei  Biegungsmomente  am  grössten  werden, 
hat  man  mit  Hülfe  der  in  Fig.  96,  Fig.  97,  Fig.  98  ausgeführten 
graphischen  Darstellungen  der  Biegungsmomente,  welche  in  dem 
gewichtlos  gedachten  Balken  durch  ein  Einzelgewicht  Q  hervor- 
gebracht     werden, 

^^-  ^-  diejenigen  Strecken 

JWBBWMMBMBMMMMMiL  — ^     aufzusuchen,  deren 

2)^miu^  Belastungen  posi- 

tive, und  diejeni- 
gen Strecken,  deren 
Belastungen  nega- 
tive Beiträge  zu 
dem  betreffenden 
Maximalmomente 
liefern.  Man  über- 
Fig.  101.  zeugt  sich  auf  diese 

Weise  leicht,  dass 
es  die  in  Fig.  99, 
Fig.  100,  Fig.  101 
dargestellten  Bela- 
stungszustände sind,  bei  welchen  resp.  die  Momente  SDtj,  SR',  W 
ihre  grössten  absoluten  Werthe  annehmen. 

Dem  in  Fig.  99  dargestellten  Belastungszustande  entsprechen 
die  Werthe  p,  =  y,  ^2  =  7,  Ps'^'Pi  ^^^  ^^^  Substitution  dersel- 
ben erhält  man  Ar  das  Maximum  von  äß^  aus  Gleichung  3}  den 
Werth: 

5)     2»,(„^)  =  -^^ (2  +  mn2  +  Zm) 1 
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Das  Biegungsmoment  WV  ist  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu 
bestimmen  ans  der  Gleichang: 

6)    3»'---^- 

Dasselbe  wird  ein  Minimum  bei  dem  in  Fig.  100  dargestellten 
Belastnngsznstande,  welchem  die  Werthe  p,  =  ?,  /»j  =  /'i  /^a  ~  y 
entsprechen.    Nach  §  15  ist  bei  diesem  Belastnngszostande : 

7^     TT        -^  fy(3  +  6m)— p^'  +  «il 
'^    ^»~  4   l        (2  +  m)i2  +  3m)      V 

nndy  wenn  man  fttr  die  Grössen  p^^  K^  ihre  Werthe  snbstitnirt, 
so  erhält  man  aus  Gleichung  6)  fUr  das  Minimum  von  SR'  den 
Ausdruck: 

8)    ä«'(«i.)--^27t      (2  +  m)(2  +  3i«)       V 
Nach  Fig  95  hat  die  allgemeine  Gleichung  flir  das  Biegungs- 
moment in  der  Mitte  des  Balkens  die  Form: 

9)  aR"  =  -ür,-^-ü;-|-+^ +;»./,  (A+4j. 

Dasselbe  wird  ein  Miniinnm  bei  dem  in  Fig.  101  dargestellten 
Belastnngszostande,  welchem  die  Werthe  f^  '=Pi  Pt^'  <lt  Vi'^P 
entsprechen.    Bei  diesem  Belastnngszostande  ist  nach  §  15: 

i"-»    -^'—4   1       (2  +  i»)(2  +  3»i)      J' 
...     rr        X  f/>»«(5  +  6»')  +  y(4  +  6wi  +  gi*)— «,»i\ 
"^     ^.—  4  \  »i(2  +  »i)(2  +  3i«)  J' 

ond,  wenn  man  in  Qleichong  9)  diese  Werthe  sobstitoirt,  so  er- 
hUt  man  für  das  Minimom  von  SR"  die  Qleichong: 

12)     JWota) g    \       (24.,„)«(2  +  3».)       / 

Indem  man  den  absoloten  Werth  Ton  3R"(ain)  das  eine  Mal 
dem  Werthe  von  9R,(BMa),  das  andere  Mal  dem  absoloten  Werthe 
Ton  iD^'(BU)  gleichsetzt,  erhSlt  man  die  zwei  Gleichnngen: 
(4  +  4ot  —  4ct*  +  w*)  y  +  Ap 

^^'    "' 4  (2  +  »»)  ' 

14)     (s  +  6m  —  tt^^  +  -^y 

=  4  (2  +  3m)  (2in*  +  m' —  2 -^  +  2 -^V 
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ans  denen  die  beiden  unbekannten  Grössen  u^  und  m  berechnet 
werden  können.  Das  grösste  Biegnngsmoment  selbst  findet  man 
alsdann  aas  Gleichung  5),  indem  man  darin  fttr  die  Grössen  u^ 
and  m  die  gefundenen  Werthe  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  nachfolgender 
Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


9 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

1,13 

1.14 

1,15 

1,16 

1,165 

1,17 

0,4 

0,47 

0,53 

0,59 

0,65 

0,72 

aW(«.x)=4=5^mal 

0,82 

0,78 

0,74 

0,69 

0,65 

0,61 

Wenn  z.  B.  Z  »  300  000""»  und  -^  =  0,6  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle 

m  =  l,16,  also  /,  « -—-j^ « 95 000°»",  und  /, —m/i —  110000""»  zunehmen 
sein.  Nach  der  TabeUe  ist  femer:  u^  =  0,59^  zu  setzen,  und  da  nach  §  15 
(Gleichung  11)  zugleich:  m,  = f*"^       ist,  so  ergiebt  sich  für  die  vor- 

theühafteste  Senkung  der  Mittelstatzcn  der  Werth:  yi=  24^11:  (2^»»)*' 
Die  Grösse  X  als  Trägheitsmoment  der  erforderlichen  Querschnittsfl&che  ist  wie 

o 

im  Yorigen  Paragraphen  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung:  -^ — %=^^(mäx)y 

in  welcher  nach  obiger  TabeUe:  ä)t(in») » -Cr-  •  0,69  zu  setzen  ist.  Nach  Sub- 
stitution dieser  Werthe  nimmt  die  obige  Gleichung  fOr  y^  die  Form  an: 

_       2  .  72  .  0.59  ,S.L* 
^*       24. 0,69.  ig:.  Ä.  (2 -h»»)*  ' 

Für  Schmiedeisen  ist  ^  »  6  Eil.  und  J?  ==  20  000  zu  setzen.  Wenn  also 
Ä  =  10  000""  ist,  so  wird: 

2.72.0,59.6.300000* 


ya  =  - 


« 139»". 


24  .  0,69  .  20  000 .  10  000  .  3,16* 

Der  Werth  -£-  ==  l  entspricht  dem  Falle,  in  welchem  die  mobile  Last 

gleich  NuU  ist.  Für  diesen  Fall  würde  man  mit  Benutzung  der  obigen  Tabelle 
wieder  dieselben  Werthe  erhalten,  welche  in  dem  am  Schlüsse  des  §  13  berech- 
neten Zahlenbeispiele  gefunden  wurden,  nftmlich  die  Werthe:  /(  =  94  590"", 
/j  =  110  820""  und  yj  =  1S6"",6. 
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§  21. 
Eiiillttss  zufälliger  HShenändeningen  der  Stützpunkte. 

Die  Tabellen  und  Zahlenbeispiele  der  letzteren  beiden  Para- 
graphen lassen  erkennen,  dass  eine  verhältnissmässig  geringe  Sen- 
kung der  Mittelsttttzen  schon  eine  erhebliche  Verringerung  des 
grössten  Biegnngsmoments  herbeiführen  kann.  Es  ist  daher  zu 
erwarten,  dass  andrerseits  eine  verhältnissmässig  geringe  Hebung 
der  Mittelstfitzen  —  oder  überhaupt  eine  geringe  Abweichung  von 
der  vortheilhaftesten  Höhenlage  der  Stützpunkte  —  unter  Um- 
ständen eine  beträchtliche  Yergrösserung  des  Maximalmoments 
zur  Folge  haben  könnte.  Genügenden  Aufschluss  über  den  Grad 
der  Empfindlichkeit  des  Balkens  in  dieser  Beziehung  wird  man 
schon  dadurch  sich  verschaffen  können,  dass  man  von  irgend 
einer  beliebigen  Unterstützungsweise  des  Balkens  ausgehend  unter- 
sucht: in  welchem  Maasse  eines  der  Maximalmomente  durch  tfne 
in  ungünstigem  Sinne  erfolgende  Höhenveränderung  der  Stütz- 
punkte vergrössert  werden  würde.  Wenn  es  sich  z.  B.  heraus- 
stellt, dass  bei  einem  Balken,  dessen  Stützpunkte  ursprünglich  in 
einer  und  derselben  Horizontalen  lagen,  ein  geringes  Heraustreten 
einzelner  Stützpunkte  aus  dieser  Horizontalen  schon  eine  beträcht- 
liche Yergrösserung  des  Maximalmoments  hervorbringen  kann,  so 
wird  man  zu  dem  Schlüsse  berechtigt  sein:  dass  auch  bei  ur- 
sprünglich vortheilhaftester  Unterstützungsweise  eine  geringe  Höhen- 
änderung einzelner 
^^'  ^^^  Stützpunkte     mög- 

licherweise einen 
ähnlichen  ungünsti* 
gen  Einfluss  haben 
kann.  Es  soll  die 
betreffende  Unter- 
sucltung  hier  zu- 
nächst für  den  Bal- 
ken auf  drei  Stützen  ausgeführt  werden.  Nach  der  in  §  15 
(Gleichung  11)  angegebenen  Bedeutung  der  Grösse  tf«  ist  fttr  den 
in  Fig.  102 'dargestellten  Fall: 

zu  setzen,   und  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  ist 
(nach  §  15,  Gleichung  13)  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 
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0  +  4ÜR,  +  0  =  -^  (/>,  +  ;?,  —  «, +  ttj,    oder: 

1)  m,^-^{p,+p,-u,  +  u^. 

Wenn  die  drei  Stützpunkte  in  einer  nnd  derselben  Horizon- 
talen lägeb,  so  wäre  u^  =  0  und  u^^^O.  Angenommen:  man 
hätte  beabsichtigt,  die  drei  Stützpunkte  in  eine  Horizontale  zu 
legen;  es  wären  jedoch  bei  Aufstellung  des  Trägers  Fehler  be- 
gangen,  in  Folge  deren  die  beiden  Grössen  u^  und  u,,  anstatt 
gleich  Null  zu  werden,  irgend  welche  von  Null  verschiedene, 
zwischen  den  Grenzen  +  u  und  —  u  liegende,  übrigens  beliebige 
Werthe  angenommen  hätten.  Man  erkennt  sofort  aus  Gleichung  1): 
dass  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  ti^  »>  —  u 
und  u^'^  +  u  geworden  wäre.  Da  ausserdem  SR,  um  so  grösser 
wird,  je  grösser  Pi  und  p^  sind,  so  hat  man  nach  der  in  §  19 
eingelFtthrten  Bezeiohnungsweise  Pi'^q  und  p^^^g  zu  setzen,  um 
den  grössten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Biegungsmoment  SOt^ 
im  ungünstigsten  Falle  annehmen  kann;  es  ist  also: 

2)  aR,(».x)  — -~(y  +  t^). 

Für  das  Verhältniss,  in  welchem  das  Maximalmoment  durch 
jene  Fehler  vergrössert  wird,  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 

Dem  vorausgesetzten  negativen  Werthe  der  Grösse  u^  ent- 
spricht ein  negativer  Werth  der  Grösse  ya,  oder  der  Fall,  in 
welchem  die  Mittelstütze  höher  liegt  als  die  Endstützen.  Wena 
demgemäss  y^^^  —  y  gesetzt  wird,  so  ist: 

4)    —  t/i— jr^^^ 

zu  setzen,  und  die  Gleichung  3)  ninunt  nach  Substitution  diese» 
Werthes  die  Form  an: 

Hierin  ist  für  die  Grösse  Z  derjenige  Werth  zu  substituiren,. 
welcher  als  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  erforderlich 
gewesen  sein  würde,  wenn  die  fehlerfreie  Aufstellung  gelungen 
wäre,  d.  h.  wenn  die  drei  Stützpunkte  wirklich  in  einer  Horizon- 
talen lägen.    Dieser  Werth  ist  aus  der  Gleichung: 
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6)  A.z^jst 

^     i-A  *        8 

m  entnehmen,  und  nach  Sabetitation  desselben  erhält  man  für  S3 
die  Oleichnng: 

Wenn  man  hierin  wieder  -^  «=  — ^ —  und  -r  =  ttt  setzt  —  wie 
bei  den  früher  berechneten  Zahlenbeispielen  —  so  wird: 
8)    as  —  1  +  50  . 1- 

^^  T  "  "5Ö"  ^^^  85  —  2.  Es  würde  also  eine  Erhöhung  der 
Mittelstütze  um  den  fttn&igsten  Theil  der  Hohe  des  Trägers  schon 
hinreichen,  um  das  Maximalmoment  zu  yerdoppeln. 

Dieselbe  ungünstige  Wirkung  würde  offenbar  auch  bei  Ab- 
weichung des  Balkens  yon  der  geradlinigen  Form  entstehen,  wenn 
bei  spannüngslosem  Zustande  desselben  die  Dnterkante  eine  nach 
unten  convexe  Curye  von  der  Pfeilhöhe  y  bildete.  Denkt  man 
sich  bei  Festlegung  jedes  der  drei  Stützpunkte  einen  Fehler  von 
p.    j^  der  Orösse  v  began- 

^^  ^^,^  gen,  und  bei  Her- 

/^ ->^ _^---'''"\.         Stellung  der  Unter- 

r^'^^Sr^ "I!^^^tr?f4...     *^*^te  des  Baikens 

"CV-13]!!i!i^^  A        an  jeder  von  den 

j  j  i        drei  Stellen,  welche 

tn '^' 1        nachher    auf    den 

^ -^       Stützpunkten  zu  lie- 
gen kommen,  eben- 
fidls  einen  Fehler  von  der  Orösse  v  begangen,  so  erkennt  man 
ans  Fig.  108,  dass  bei  ungünstigstem  Falle  des  Zusanunentreffens 
aller  dieser  Fehler  jeder  einzelne  derselben  nur  die  Orösse: 

zu  haben  brauchte,  um  eine  Verdoppelung  des  Maximalmoments 
herbeizuführen. 

Balken  auf  7ier  Stützen. 

Für  den  in  Fig.  104  dargestellten  Balken  ergeben  sich  aus 
§  15  die  Gleichungen; 
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3»,  +  4  aÄ3  +  0  =  -^  (/^,  -  w,  +  P3  +  «3). 

Durch  Elimination  der  Grösse  SR,  erhält  man  hieraus  für  das 

Fig.  104. 


Biegungsmoment  ^^^  als  eines  yon  den  Maximalmomenten  ^  den 
Ausdruck: 

10)  Sm,  =  -g^{4/^,  +  3ft-;^3-4tt,  +  5«,-«3}. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  hinsichtlich  der  Vergrösserung 
von  9ß.2  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  in 
Folge  der  fehlerhaften  Aufstellung: 

t/j  =  —  tt,     i/,  =  +  tf ,     «3  =  —  tf 
geworden  wäre.    Ausserdem  hat  man,   dem  ungünstigsten  Be- 
lastungszustande entsprechend: 

zu  setzen,  um  den  grössten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Bie- 
gungsmoment sota  überhaupt  annehmen  kann.    Es  ist  also: 

11)  3R,(m.x)  =  ~J-(7y-p+10ii). 

Indem  man  diese  Grösse  dividirt  durch  den  Werth,  welchen 
dieselbe  für  t«  =  0  annehmen  würde,  erhält  man  für  das  Verhält- 
niss,  in  welchem  jenes  Biegnngsmoment  durch  die  Abweichungen 
der  Stützpunkte  yon  der  Horizontalen  yergrössert  wird,  den  Werth: 
Tq  —  p  +  lOu       ^    .       10m 

sss ^B    1    -4-    — • 

7q—p  ^  Tq—P 


12)     35  = 


Dem  Werthe  u^=^  —  u  entspricht  ein  negativer  Werth  von 
y^i  d.  h.  der  Fall,  in  welchem  die  zweite  Stütze  höher  liegt  als 
die  erste.  Wenn  man  demgemäss  j/a  =  —  y  setity  so  ist  wie  bei 
dem  vorigen  Falle  der  in  Gleichung  4)  angegebene  Werth  für  u 
zu  substituiren,  und  man  erhält  für  93  die  Gleichung: 
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Hierin  ist  f&r  die  Grösse  Z  derjenige  Werth  zu  snbstitairen,  wel- 
cher ans  der  Gleichung: 

14)  -A^z^m,^^) 

sich  ergiebt,  wenn  man  flLr  die  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Grösse  den  in  Gleichong  11)  gefundenen  Ausdruck  substituirt  und 
darin  zugleich  ti  —  0  setzt  Es  ist  also  der  Werth  von  X  aus  der 
Gleichung: 

ZU  entnehmen,  und  die  Gleichung  13)  nimmt  nach  Substitution 
desselben  die  Form  an: 

.6)     »_. +244.1-. 

Wenn  man  hierin  wie  froher  die  Werthe:  -ö-=  — n —  nnd 
k         10000        r.^^'  ,  •  A 

17,     .  =  l+^.f 

3 

Es  würde  also  dem  Werthe  y  =  -^^  h  =  150""  schon  eine 

Verdoppelung  des  Biegungsmoments  ^^  entsprechen. 

^Wenn  bei  Festlegung  eines  jeden  der  vier  Stützpunkte  ein 
Fehler  von  der  Grösse  v  begangen  war,  und  wenn  bei  Herstellung 

der  Unterkante  des 

^'       * Balkens  an  jeder 

/"^^--......^^^       ^  ""•^^-.>..,^^^         von  den  vier  Un- 

^(4;— ■- .^^^^^^.^.^^.^.^^^^^....TTr^      terstützungsstellen 

K^^^^^IT^^^  eben&Us  ein  Feh- 

i  i         1er  von  der  Grösse 

.!'Il"^"^.V™/.!.V."'!'^!!l'.7J!"]^^^^^^^^^  V  begangen  war,  so 

k ■ i" würde  bei  dem  in 

Fig.  105  dargestell- 
ten ungünstigsten  Falle  des  Zusammentreffens  aller  dieser  Fehler 
ein  jeder  einzelne  nur  die  Grösse: 
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ZQ  haben  brauchen,  nm  bei  diesem  Brückenbalken  yon  300  Metern 
Länge  eine  Verdoppelung  des  Maximahnoments  herbeizuführen. 

Es  ergeben  sich  hieraus  gewichtige  Bedenken  gegen  die  An- 
wendung yon  continuirlichen  Trägem.  Denn  selbst,  wenn  es  ge- 
lingt, bei  Aufstellung  des  Trägers  alle  Fehler  zu  y ermeiden,  so 
bleibt  immer  noch  die  Gefahr  yorhanden,  dass  durch  später  er- 
folgende geringe  Senkungen  einzelner  Pfeiler  eine  beträchtliche 
VergrOsserung  der  Biegungsspannungen  herbeigeführt  werden  kann. 

Für  den  Fall  aber,  dass  man  trotz  solcher  Bedenken  dennoch 
sich  entschliesst,  einen  solchen  continuirlichen  Träger  als  Brtlcken- 
balken  zu  yerwenden,  ist  es  wttnschenswerth ,  eine  Methode  zu 
kennen,  durch  welche  man  sich  wenigstens  yon  den  bei  Aufistel- 
lung  des  Trägers  begangenen  Fehlem  unabhängig  machen  kann, 
und  diese  Methode  soll  in  dem  folgenden  Paragraphen  erklärt 
werden. 

§  22. 
Vortheiihalleste  Aofirtellung  oontinuirllcher  Träoer. 

Denkt  man  sich  bei  dem  Balken  auf  drei  Stützen  das  eine 
Mal  die  Mittelstfltze  so  weit  gehoben,  dass  der  Balken  die  beiden 

Endsttttzen  nicht  mehr 
^^«-  ^^  berührend    nur    noch 

yon  derMittelsttttze  ge- 


tragen wird  (Fig.  106), 

und  das  andere  Mal  die 

Mittelsttttze  so  weit  ge- 

Fig.  107.  senkt,  dass  der  Balken 

dieselbe  nicht  mehr  be- 
rührend nur  noch  yon 
den  beiden  Endstützen 
getragen  wird  (Fig.lOT), 
~  so  erkennt  man,  dass 

das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  das  eine  Mal  positiy, 
das  andere  Mai  negatiy  werden  wird.  Es  muss  also  zwischen 
diesen  beiden  Lagen  der  Mittelstütze  nothwendig  eine  Zwischen- 
lage geben,  für  welche  das  Biegungsmoment  SR,  den  Werth  Null 
annimmt 

Dem  Falle,  in  welchem  die  Mittelsttttze  um  die  Höhe  /  tiefer 
liegt  als  die  beiden  Endstützen  (Fig.  108),  entspricht  (nach  8  15, 
Gleichung  11)  der  Werth: 
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Wenn  hierin  /  diejenige  6r5s8e  bedeutet,  mn  welche  bei  dem  nur 
dnich  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Balken  die  Mittelstntze  ge- 
senkt werden  mnss, 
^'  damit  das  Biegongs- 

moment  über  dersel- 
ben den  Werth  Null 

i^^5^^^^^^^ f -^^-^-^^^^^^^^^     annehme,  so  hat  man 

^ -""'"^  in  der  Oleichnng  1) 

des  §  19,  nm  dieselbe 


Ai  ßi  auf  den  vorliegenden 

Fall  anzuwenden,  die 
Werthe  SKj  =  0,  Pi=P,  P^^P  m  snbstituiren;  man  erhalt  dann 
die  Gleichnng: 

2)    0  — -g-C/?  — tij),    oder:    «,—/>. 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  f&r  die  GrOsse  u^  gefundenen  Aus- 
drtlcke  erhält  man  für  die  Senkung /den  Werth: 

"^^  -^  24  £3; 
Anstatt  durch  Senken  der  Mittelsttttze  zu  bewirken,  dass  das 
Biegungsmoment  3R,  den  Werth  Null  annimmt,  kann  man  diesen 
Zweck  auch  dadurch  erreichen,  dass  man  den  Balken  ttber  der 
Mittelstütze  durchschneidet  und  die  Schnittstellen  alsdann  wieder 
verbindet,  oder  auch  dadurch:  dass  man  die  von  vornherein  ge- 
trennten beiden  Hälften  des  Balkens  eine  jede  für  sich  auf  die 

Stutzen  legt  und  nach- 
..^?;.l?'  her  über   der  Büttel- 

,,.  - stütze  zusammennietet 

(Fig.  109),  Ein  auf 
solche  Weise  aufge- 
stellter Balken  befindet 
sich  —  obwohl  die 
drei  Stützpunkte  desselben  in  einer  Horizontalen  liegen  —  genau 
in  demselben  Biegungszustande,  wie  wenn  die  Mittelstütze  bereits 
um  die  Höhe  /  gesenkt  wäre,  insofern  derselbe  in  spannungslosem 
Zustande  —  d.  h.  von  der  Wirkung  seines  eigenen  Gewichtes  be- 
freit —  nach  oben  sich  krümmen  und  dabei  in  der  Mitte  um  die 
Höhe  /  sich  heben  würde.    Wenn  also  zufällig  der  obige  Werth 


-^ 
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von  /  ttbereinstimmen  sollte  mit  dem  in  §  19  (Gleichung  9)  für  die 
Gr()8se  y^,  als  vortfaeilhafteste  Senkung  der  Mittelsttttze,  gefundenen 
Werthe,  so  wäre  fUr  den  auf  solche  Weise  aufgestellten  Träger 
die  Bedingung  der  vortheilhaftesten  Unterstiitzungsweise  bereits 
erfttUt,  und  keine  weitere  Senkung  der  Mittelsttltze  mehr  erforder- 
lich. Wenn  dagegen/  kleiner  ist  als  7/3,  so  wird  man,  um  die 
Tortheilhafteste  Unterstiitzungsweise  herzustellen,  die  Mittelstatze 
noch  zu  senken  haben  um  die  Grösse: 
4)  s  =  y,-f. 
Nach  Substitution  des  in  §  19  fttr  y^  gefundenen  Ausdrucks 
erhält  man  demnach  fUr  die  im  yorliegenden  Falle  erforderliche 
Senkung  der  Mittelsttltze  die  Gleichung: 

23  +  K  544  — 32 


5) 


U-- 


71 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Zahlenwerthe  fUr  die  beiden  Grössen  —  und  s\ 


9 

0 

0,19 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

"^  100  000  ^2   ""^^ 

+  42 

0 

—  2 

—  46 

-90 

—  134 

—  179 

Für  den  in  §  19  als  Beispiel  gewählten  Träger  wOrde  man  also  dem  Werthe 
^^~--  entsprechend  die  Gleichung  erhalten: 

' ^^'  100  000  ^x' 

welche  auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  19  behandelt  nach  Substitution  der  dort 
angegebenen  Werthe  die  Form  annimmt: 


S     P 


=  —  92""',6. 


5  =  —  0,3088  •  -g-  •  -J- 

£s  müsste  also  bei  dem  auf  die  oben  beschriebene  Weise  aufgestellten 
Träger  die  Mittelstütze  noch  um  92">°>,6  gehoben  werden,  oder  es  müssten 
die  Endstützen  um  ebenso  viel  gesenkt  werden,  was  man  z.  B.  dadurch  be- 
werkstelligen kann,  dass  man  an  den  beiden  Endstützen  Platten  Ton  92,6  Milli- 
metern Dicke  unterl^  und  dieselben  nach  erfolgter  AaÜBtellung  wieder  weg- 
nimmt. 

Balken  auf  7ier  Stützen. 

Um  fUr  den  nur  durch  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Träger 

diejenige  Grösse  /  zu  finden,  um  welche  die  Mittelsttttzen  gesenkt 

werden  müssen,  damit  das  Biegungsmoment  ^  den  Werth  Null 

annehme,  hat  man  zunächst  in  der  Gleichung  3)  des  §  20  die 
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Werthe  /?,=/>,  A  =  P,  A=/^  und  SWs  =  0  zu  substituiren;  man 
erhält  dann  die  Gleichung: 

6)    0  =  p{2  +  m  +  2m'  +  m*)  —  u,(2+m\  oder:  u,—p{l+m^. 
Die  Grösse  »i  hat  wieder  die  in  Gleichung  1)  angegebene 
Bedeutung,  und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  fttr  u^  gefundenen 
Ausdrücke  ftthrt  zu  der  Gleichung: 

welche  hinsichtlich  des  für  die  Grösse  X  zu  substituirenden  Werthes 
auf  dieselbe  Weise  zu  behandeln  ist  wie  die  am  Schlüsse  des  §  20 
für  die  Grösse  y^^  als  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelsttttzen, 
gefundene  Gleichung.  Die  oben  gefundene  Grösse  /  ist  yon  dem 
ftlr  y,  gefundenen  Werthe  in  Abrechnung  zu  bringen,  und  die  noch 
erforderliche  Senkung  der  Mittelsttttzen  wieder  nach  Gleichung  4) 
zu  berechnen. 

Bd  dem  am  Schlosse  des  §  20  berechneten  Zahlenbeispiele  wurde  fOr  die 
▼ortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstütsen  der  Werth:  ^ 

y,  =  139-»» 
gefunden.  Hätte  man  den  Balken  in  drei  getrennten  Stacken  auf  die  in  gleicher 
Höhe  li^nden  Stfltzpankte  gelegt  und  die  Stücke  erst  nach  dem  Auflegen  zu- 
sammengenietet, so  wfirde  der  Balken  in  demselben  Biegungszustande  sich  be- 
finden, wie  wenn  die  Mittelstützen  bereits  um  die  nach  Gleichung  7)  zu  berech- 
nende Grösse: 

/«  362""» 

gesenkt  w&ren.  Es  würde  also  bei  dem  auf  solche  Weise  aufgestellten  Trftger 
noch  eine  Senkung  der  Miftelstützen  erforderlich  sein  Yon  der  Grösse: 

5  — 139  — 362«  — 223»», 
d.  h.  die  Mittelstützen  müssten  um  223  Millimeter  gehoben,  oder  die  End- 
stützen um  ebenso  Yiel  gesenkt  werden. 
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Theorie  der  Abscheerungskräfte. 


§  23. 
vReduoirte  Quersohnlttsflichen. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Biegangsspannniigen  ttber  die 
Qaerschnittsfläche  des  gebogenen  Balkens  sich  vertheilen,  kann 
man  sich  mittelst  Gonstrnction  der  sogenannten  „reducirten  Qaer- 
schnittsflächen*'  auf  folgende  Weise  geometrisch  veranschaolichen. 

Nach  §  2  hat  die  im  Abstände  u  yon  der  Neutralen  befind- 

liehe  Faser  die  Spannung  S in  jeder  Flächeneinheit  ihres 

Querschnitts.  Wenn  man  sich  auf  die  in  Fig.  HO  angedeutete  Weise 
durch  parallel  zur  neutralen  Achse  gelegte  Linien  die  ganze  Quer- 

schnittsfläehe  in  un- 


Fig.  uo. 


Fig.  Ul. 


endlich  schmaleFlä- 
chenstreifen  zerlegt 
denkt  und  diese 
Flächenstreifen  als 
Qnerschnittsflächen 
der  gespannten  Fa- 
sern betrachtet,  so 
ergiebt  sich  fttr  die 
ganze  Spannung  der 
im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  der  in  Fig.  lU 
angegebene  Ausdruck. 

Genau  denselben  Ausdruck  würde  man  ftlr  die  Spannung  der 
Faser  auch  dann  erhalten,  wenn  man  annähme,  dass  ihre  Span- 
nung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  den  grösseren  Werth  ^S 
hätte,  und  dass  die  Breite  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  dafUr 
auf  den  kleineren  Werth : 

1)    v^z.^ 
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Fig. 


U2. 


redücirt  wäre.    Diese  redacirte  Breite  v  kann  auf  die  in  Fig.  112 
angedeutete  Weiße  durch  Construction  gefunden  werden,  und  wenn 

man  an  den  übrigen  Stellen  die  Breite  des 
Querschnitts  auf  dieselbe  Weise  redücirt, 
so  gelangt  man  zu  der  in  Fig.  113  darge- 
stellten Form  der  reducirten  Querschnitts- 
fiäche.  Denkt  man  sich  in  jeder  Flächen- 
einheit dieser  reducirten  Querschnittsfläche 
die  Maximalspannung  S  stattfindend — und 
zwar  in  der  einen  Hälfte  als  Zug- Span- 
nung, in  der  anderen  Hälfte  als  Druck - 
Spannung  —  so  erkennt  man,  dass  aus 
dieser  Annahme  fbr  die  Gesammtwirkung 
der  Spannungswiderstände   dieselben  Gleichungen   sich   ergeben 


müssen,  welche  in 
geftinden  wurden. 
Fig.  US. 


§  2  fbr  die  wirklichen  Biegungsspannungen 


Fig.  114. 


Die  Mittelkraft 
der  Zug- Spannun- 
gen und  die  Mittel- 
kraft der  Druck- 
Spannungen  bilden 
zusammen  ein  Kräf- 
tepaiar,  dessen  Mo- 
ment als  Wider- 
standsmoment der 
Fasemspannungen 
gleich  dem  Biegungsmomente  fttr  die  betreffende  Stelle  des  Bal- 
kens sein  musB.  Wenn  also  mit  F  die  eine  Hälfte  der  reducirten 
Querschnittsfläche  bezeichnet  wird,  so  er- 
giebt  sich  nach  Fig.  114  für  die  allgemeine 
Biegungsgleichung  11)  des  §  2  die  neue  Form: 
2)  ü»  =  Ä.£  =  SF£. 
Die  Angriffspunkte  der  beiden  Mittelkräfte 
R  fallen  mit  den  Schwerpunkten  der  beiden 
Hälften  des  reducirten  Querschnitts  zusam- 
men. Die  Grösse  e  als  Hebelarm  des  aus 
den  beiden  Kräften  R  bestehenden  Kräfte- 
paares ist  demnach  (bei  der  hier  vorausge- 
setzten Sjnametrie  des  Querschnitts  in  Bezug  auf  die  Biegungs- 
ebene) gleich  dem  Abstände  dieser  beiden  Schwerpunkte  zu  setzen. 

Bitter,  iBgevienr-Meoluuiik.  2.  Aufl.  6 


Fig.  11&. 
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Es  würden  also  z.  B.  für  den  rechteckigen  Querschnitt  nach  Fig.ll& 
die  Werthe: 

Fig.  116.  E  —  —h         F=  — 

3    '  4 

zu  substituiren  sein,  und  die  grösste 
Biegnngsspannung  würde  zu  berech> 
nen  sein  aus  der  Gleichung: 


3)    Wt  =  S 


bh 


oder: 


h 


welche  mit  der  am  Schlüsse  des 
§  2  gefundenen  Gleichung  überein- 
stimmt. 

Bei  einem  symmetrischen  Blech- 
träger von  sehr  geringer  Stärke  der 
Blechwand  wird  —  wie  aus  Fig.  Uft 
zu  ersehen  ist  —  die  Grösse  F  nahezu 
mit  dem  Flanschenquerschnitte  über- 
einstimmen, und  die  Grösse  e  nur 
wenig  verschieden  sein  von  dem 
Schwerpunktsabstande  der  beiden 
Flanschenquerschnitte.  Bei  unsym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  neutrale 
Achse  geformtem  Querschnitte  würde 
die  Construction  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche auf  die  in  Fig.  117  an- 
gedeutete Weise  auszuführen  sein. 


§  24. 
Horizontale  Atocheerungskräfte. 

Den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen  zwei  unendlich  nahe 
bei  einander  liegenden  Querschnittsflächen  befindlichen  Balken- 
stückes kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  118  angedeutete  Weise 
veranschaulichen.  Indem  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie  in  §  15 
mit  Bezug  auf  Fig.  86  geschehen  —  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  sämmtlicher  auf  das  Balkenstttck  wirkenden 
Kräfte  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  —  der  Gleichung  1)  des 
8  15  analog  gebildete  —  Gleichung: 
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1)    0  =  d/2.  «—  F.rfa?,    oder: 


dR 


dx 


Auf  die  obere  Hälfte  des  Balkenstttckes  wirken  nach  ent- 
gegengesetzten  Richtungen   die   beiden  Horizontalkräfte  R  und 

Fig.  118.  Fig.  119. 


W 


TT 


ite.- 


TUäft         ^1 


TSfe" 


päx 

2) 


Ot==z  dR  —  ^0  •  ^^7    oder: 


R  +  dR.  Es  wird  also 
durch  den  Ueberschuss 
der  letzteren  —  wie 
Fig.  119  veranschaulicht 
—  in  der  neutralen 
Fasemschicht  ein  hori- 
zontaler Abscheerungs- 
widerstand  hervorge- 
rufen. Indem  man  die 
algebraische  Summe  der 
auf  die  obere  Hälfte 
wirkenden  Horizontal- 
kräfte gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Glei- 
chung: 
dR 


da? 


=  $0, 


in  welcher  $o  die  horizontale  Abscheerungskraft  pro  Längenein- 
heit der  neutralen  Fasemschicht  bedeutet    Die  Gleichsetzung  der 

beiden  fttr  den  Dififerenzialquotienten  -^  gefundenen  Werthe  führt 
zu  der  Gleichung: 

3)    «)o  =  -f- 

Man  erhält  also  die  in  der  neutralen  Fasemschicht  wirkende 
horizontale  Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit,  indem  man  die 
ganze  in  dem  Querschnitte  wirkende  verticale  Abscheerungskraft 
dividirt  durch  den  Schwerpunktsabstand  der  beiden  Hälften  des 
reducirten  Querschnitts. 

Um  für  diejenige  Fasemschicht,  welche  in  der  Höhe  y  über 
der  neutralen  Fasemschicht  liegt,  die  horizontale  Abscheemngskraft 
pro  Längeneinheit  zu  bestimmen,  hat  man  für  den  oberhalb  dieser 
Faser  befindlichen  Theil  des  Balkenstückes  —  in  derselben  Weise 
wie  vorher  in  Bezug  auf  die  ganze  obere  Hälfte  desselben  ge- 
schehen —  die  algebraische  Summe  der  Horizontalkräfte  gleich 
Null  zu  setzen,  und  erhält  nach  Fig.  120  die  Gleichung: 
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4)     O^dr  —  ^dw,     oder:     $  = -;j 


dr^ 
dx 


Für  das  Verhältaiss  der  beiden  Grössen  ^  und  $o  ergiebt  sich 

hiemach  der  Werth: 
Fig.  121.  Fig.  120.  ^  ^^ 

Wenn  mit  S  und 
S+dS  resp.  die  Werthe 
der  grössten  Biegungs- 
spannung pro  Flächen- 
einheit in  den  beiden  be- 
nachbarten Querschnit- 
ten bezeichnet  werden, 
und  mit  F  die  eine 
Hälfte  des  reducirten  Querschnitts,  so  ist: 

6)  R  =  S.F    und    R  +  dR  =  {S  +  dS) .  F 

zu  setzen,  und  nach  Fig.  121  ergeben  sich  für  die  beiden  Kräfte 
r  und  r  -\-  dr  in  derselben  Weise  die  Gleichungen: 

7)  r  =  S.f    und    r  +  rfr  ==  (5  +  rf5)  ./. 

Die  Spannungsdifferenzen  dR  und  dr  haben  also  die  Grössen: 

8)  'dR  =  dS.F    und    dr^dS.f, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhält 
man  für  das  Verhältniss  der  beiden  horizontalen  Abscheerungs- 
kräfte  die  Gleichung: 

Es  verhalten  sich  also  die  horizontalen  Abscheerungskräfte 
pro  Längeneinheit  in  den  verschiedenen  Horizontalschnitten  wie 
die  oberhalb  derselben  liegenden  Theile  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche. 

§  25. 
VerticaJe  Abscheerungskrfifle. 

Die  Art  und  Weise,  wie  das  in  der  Höhe  ?/  über  der  neu- 
tralen Fasemschicht  befindliche  rechteckige  Balkenstück  von  der 
Höhe  dy  und  der  Länge  da;  gleichzeitig  durch  die  verticalen  und 
horizontalen  Abscheerungskräfte  in  Anspruch  genonmien  wird,  ist 
in  den  Figuren  122  und  128  veranschaulicht.    Wenn  diese  Abschee- 
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rnngskräfte  die  einzigen  Kräfte  wären,  welche  anf  das  Balken- 
element  wirken,  so  würde  man  nach  Fig.  124,  indem  man  die  al- 
gebraische Summe  der 
Fig.  122.  Fig.  128. 


[Z^y 


dx 


(8+Ä8)At 


S)dx 


V 


statischen  Momente  der- 
selben in  Bezug  anf  den 
Drehpunkt  0  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung  er- 
halten : 

1)     0  =  ^dx.dy 
—  ^dy  .  dx^ 
in  welcher  35  die  verti- 
cale  Abscheerungskraft 
pro  Längeneinheit  des 
Verticalschnitts  bedeutet 
an     derjenigen    Stelle, 
welche  in  der  Höhe  y 
über  der  neutralen  Fa- 
semschicht  liegt. 
Ausser  den  in  Fig.  124  angegebenen  Eiäften  wirkt  auf  das 
Balkenelement  noch  das  in  Fig.  125  dargestellte  Kräfte -System, 
welches  nach  Weglassung  der  einander  gegenseitig  aufhebenden 
Kräfte  auf  das  in  Fig.  126  angegebene  Ejräfte- System   reducirt 
werden  kaim.    In  den  Ausdrücken  für  die  in  Fig.  125  angegebenen 

Fig.  126. 
dSAoi 

\     o 


^(®+rf3).d5y 


.^d'SfJy 


k.dxjdy 


Ki^UOte  bedeutet  ®  die  Normalkraft  pro  Längeneinheit  des  Vertical- 
schnitts, 3  di^  Normalkraft  pro  Längeneinheit  des  Horizontal- 
schnitts und  k  das  Eigengewicht  des  rechteckigen  Balkenelements 
pro  Flächeneinheit  der  Rechteckfläche.  Die  statischen  Momente 
der  in  Fig.  126  angegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt 
0  müssten  noch  hinzugeftlgt  werden  zu  den  in  Gleichung  1)  zu- 
sammengestellten statischen  Momenten.    Wenn  man  indessen  be- 
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rücksichtigt,  dass  die  beiden  statischen  Momente  der  Gleichung  1) 
nnendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  während  die 
hinzuzofttgenden  statischen  Momente  der  in  Fig.  126  angegebenen 
Kräfte  «ämmtlich  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ordnung  sind, 
so  erkennt  man,  dass  die  Hinznftigung  dieser  letzteren  in  dem 
Resultate  nichts  ändern  würde,  dass  also  die  Gültigkeit  der  Glei- 
chung 1)  durch  das  Fortlassen  derselben  nicht  beeinträchtigt  wird. 
Nach  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Factors  dx .  dy  ninmit 
jene  Gleichung  die  Form  an: 

2)    85  =  $ 
und  zeigt,  dass  die  verticale  Äbscheerungskraft  pro  Längeneinheit 
des  Verticalschnitts  immer  gleich  ist  der  horizontalen  Äbscheerungs- 
kraft pro  Längeneinheit  des  Horizontalschnitts.    Es  können  daher 
die  im  vorigen  Paragraphen  in  Betreff  der  horizontalen  Abschee- 

rungskräfte  gewonnenen  Re- 


Fig.  127. 


Fig.  128. 


sultate  benutzt  werden  zur 
Ermittelung  und  graphischen 
Darstellung  des  Gesetzes, 
nach  welchem  die  ganze  ver- 
ticale Äbscheerungskraft  V 
über  die  ganze  Länge  h  des 
Verticalschnitts  sich  ver- 
theilt 

Nach  den  Gleichungen  3) 
und  9)  des  vorigen  Paragraphen  erhält  man  z.  B.  für  den  in  Fig.  127 
dargestellten  rechteckigen  Querschnitt  die  Werthe  : 


3) 


»0  =  ^0  =  -^ 


4)    A  =  4  =  Zzi£.=  i 


f 


(t*)' 


Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  35  mit 
y  sich  ändert,  ist  —  wie  Fig.  128  veranschaulicht  —  ein  para- 
bolischer Bogen  von  der  Pfeilhöhe  SSo.  Der  schraffirte  Flächen- 
streifen stellt  die  Grösse  des  Products  3J .  dy  dar,  und  die  ganze 
Parabelfläche: 

5)    f^dy==:V 
repräsentirt  die  ganze  verticale  Äbscheerungskraft  des  Querschnitts. 
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Für  den  in  Fig.  129  dargestellten,  aus  drei  Rechtecken  zu- 
sammengesetzten Querschnitt  eines  Blechträgers  erhält  man  als 

graphische     Dar- 
Fi?  129.  FIä.  180.  \  „  j 

^^'  ^^^  ^  Stellung  der  ver- 

ticalen  Abschee- 
rungskräfte  eine 
aus  drei  Parabel- 
bögen zusammen- 
gesetzte Gurve 
(Fig.  180).  Der 
mittlere  Parabel- 
bogen  wird  eine 
um  so  flachere 
Form  annehmen, 
je  geringer  die 
Dicke  der  Blechwand  ist,  und  wenn  zugleich  die  Höhe  der  Flan- 
schen-Querschnitte  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zur  ganzen  Höhe, 
so  wird  der  von  den  Flanschen  aufgenommene  —  in  Fig.  180 
durch  die  schrafßrten  Flächenstticke  repräsentirte  —  Theil  der 
ganzen  yerticalen  Abscheernngskraft  sehr  klein  sein  im  Verhält- 
niss zu  dem  von  der  Blechwand  aufgenommenen  Theile.  Die 
ganze  Figur  180  wird  in  diesem  Falle  nahezu  die  Form  eines 
Rechtecks  erhalten,  und  man  wird  annäherungsweise  annehmen 
dürfen,  dass  die  ganze  yerticale  Abscherungskraft  F  ausschliess- 
lich von  der  Blechwand  aufgenommen  wird,  dass  sie  gleichförmig 
über  die  Höhe  derselben  sich  vertheilt,  und  dass  die  verticale  Ab- 
scheernngskraft pro  Längeneinheit  der  Höhe  zu  bestimmen  ist  ans 
der  Gleichung: 

6)   a5  =  aSo  =  -^- 

Zugleich  darf  unter  dieser  Voraussetzung  die  in  Fig.  118  mit 
e  bezeichnete  Grösse  annäherungsweise  gleich  k  gesetzt,  folglick 
(nach  §  23,  Gleichung  2)  die  gi'össte  Biegungsspannung  aus  der 
Gleichung: 

7)    m^SF.h,     oder:     5  =  -^ 

berechnet  werden,  in  welcher  für  die  Grösse  jP,  als  Hälfte  der 
redncirten  Qnerschüittsfläche,  annäherungsweise  auch  der  Flau- 
schen-Querschnitt  gesetzt  werden  darf. 
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§  26. 
Maxlma  und  Minima  der  Absdieerungslcräfte. 

Nicht  nur  in  den  horizontalen  nnd  yerticalen  Schnittfngen, 
sondern  anch  in  jeder  beliebigen  um  irgend  einen  Winkel  a  gegen 
die  Horizontale  geneigten  Schnittfnge  sind  Abscheerangskräfte 
thätig.  Diese  Abscheerangskräfte  sollen  als  positiv  angesehen 
werden,  wenn  dieselben  in  dem  Sinne  wirken,  wie  in  Fig.  131 
angegeben;  als  negativ,  wenn  dieselben  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirken. 

Die  ganze  längs  der  Schnittfiige  wirkende  Abscheerungskraft 
wird  nach  irgend  einem  Gesetze  über  die  Länge  derselben  sich 


Fig.  181. 


Fig.  182. 


vertheilen,  nnd  wenn  mit  %  die  pro  Längeneinheit  der  Schnitt- 
fnge wirkende  Abscheemngskraft  bezeichnet  wird  ftlr  irgend  emen 
Pnnkt  P,  dessen  Coordinaten  x^  y  sind,  so  wird  die  Grösse  81 
als  eine  Function  der  drei  Grössen  a,  ä*,  y  sich  darstellen  lassen 
müssen  (Fig.  132).    Bei  Vergleichnng  der  Fig.  131  mit  den  Figuren 


Fig.  183. 


122  und  123  erkennt  man  zugleich^ 


ind 


a  =  +  $  wird,  wenn  a  =  0°  ist, 

!/\  "^         Um  für  eine  bestimmte  Stelle  P 

das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem 
die  Abscheerungskraft  9(  mit  dem 
Winkel  a  sich  ändert,  hat  man 
sich  die  Schnittftige  durch  das  un- 
endlich kleine  rechteckige  Balken- 

stück  von  der  Breite  dx  und  der 

Höhe  dy  so  hindurchgelegt  zu  denken,  dass  dieselbe  mit  der  Dia- 
gonale dieses  Rechtecks  zusammenfällt  (Fig.  133).    Das  Rechteck 
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wird  alsdann  durch  den  Schnitt  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke 
zerlegt,  und  wenn  die  Diagonale  des  Rechtecks  als  gemeinschaft- 
liche Hypotenuse  der  beiden  rechtwinkeligen,  Dreiecke  mit  ds  be- 
zeichnet wird,  so  finden  zwischen  dem  Winkel  a  und  den  Dreieck- 
seiten da?^  dy^  ds  (nach  Fig.  134)  die  Beziehungen  statt: 

dx  ,  dy  ,  dy 


1)     COSa  =  -^> 


f&.dx=.$i,dx 


In  Betreff  der  Kräfte,  welche  auf  das  Balken-Element  wirken, 
soll  Yorläufig  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  dass  in  den 
Horizontalschnitten  keine  Normalkräfte  wirken,  dass  also  die  in 

Fig.126  mit  3  bezeich- 
nete Kraft  gleich  Null 
ist.  Die  Bedingungen, 
von  welchen  die  Zu- 
lässigkeit  dieser  Vor- 
aussetzung abhängt, 
sollen  später  geprtift 
werden. 

Wenn  man  sich  jede 
von  den  auf  das  eine 
der  beiden  Dreieck- 
stücke wirkendenKräf- 
ten  zerlegt  denkt  in 
zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete  Seitenkräfte,  von  denen 
die  eine  parallel,  die  andere  normal  zu  der  Hypotenuse  gerichtet 
ist,  und  wenn  man  alsdann  die  algebraische  Summe  der  ersteren 
gleich  Null  setzt,  so  ergiebt  sich  daraus  ftlr  den  längs  der  Hypo- 
tenuse wirkenden  Abscheerungswiderstand  die  Gleichung: 

2)  3[</«  =  ®  rfy  cos  a  +  33^27  cos  a  —  SSrfy  sin  a, 

welche  auf  beiden  Seiten  durch  ds  dividirt,  nach  Substitution  der 

düc  du 

aus  den  Gleichungen  1)  ftir  -nr-  nnd  --p  zu  entnehmenden  Aus- 
drücke, die  folgende  Form  annimmt: 

ä  =  ®  sin  a  cos  a  +  33  (cos  a*  —  sin  a')    oder: 

3)  31  =  y  ®  sin  2  a  +  aS  cos  2  a. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  ftir  jeden  Werth  von  a  den 
zugehörigen  Werth  von  21  berechnen.  Um  denjenigen  Werth  a=ani 
zu  finden,  für  welchen  die  Grösse  %  ein  Maximum  oder  Minimum 
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wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten  von  9(  nach  a  gleich 
Null  zu  setzen.    Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

4)    -^  =  0  =  @co82am  — 2aj8in2aa,     oder: 

Um  denjenigen  Werth  81  =  am  zu  finden,  welchen  die  Ab- 
scheerungskraft  annimmt,  wenn  a  =  am  wird,  hat  man  der  allge- 
meineren Gleichung  3)  zunächst  die  folgende  Form  zu  geben: 

6)     a  — COs2a(aS+-i-@ig2a    = ,    ^ 

und  hierin  fttr  tg2ct  den  oben  fttr  die  Grösse  ig2aa  gefundenen 
Ausdruck  zu  substituiren.    Man  erhält  dann  für  9lm  den  Werth: 

7)  am=±|/3}*+(Y®)*. 

Zwischen  den  hier  in  Betracht  kommenden  Grenzwerthen  Null 
und  180  Grad  giebt  es  zwei  verschiedene  Werthe  des  Winkels  a, 
welche  der  Gleichung  5)  Gentige  leisten.  Diese  beiden  Winkel 
sind  um  90  Grad  von  einander  verschieden.  Dem  einen  entspricht 
das  Maximum,  dem  andern  das  Minimum  der  Grösse  81;  und  nach 
Gleichung  7)  ist: 

8)  »(maximnm)  =  +  ]/»*+(y®)', 

9)  SiMniinnm) j/äJ*  +  (y  ©)*. 

§  27. 
Graphische  Darstellung  der  Abscheerungskrafte. 

Die  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  wtlrde  man  be- 
nutzen können,  um  das  Gesetz,  nach  welchem  ^  mit  a  sich  än- 
dert, graphisch  darzustellen.  Es  empfiehlt  sich  jedoch,  zu  diesem 
Zwecke  jene  Gleichung  zuvor  auf  eine  andere  Form  zu  bringen, 
indem  man  die  Winkel -Differenz  a  —  am  mit  (p  bezeichnet  und 
demgemäss  den  Werth: 

1)  .    a  =  «m  +  y 

in  jener  Gleichung  substituirt.    Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen: 

2)  21  =  Y®  sin  (2«»  +  2f/>)  +  SS  cos  (2a«  +  2^)), 
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3)  21  =  Y@  (sin  2am  cos  2^)  +  cos  2am  sin  29)) 

+  35  (cos  2cfm  cos  29>  —  sin  2am  sin  2qp), 

4)  a  =  Y®  cos  2am  (tg  2aia  cos  2g)  +  sin  2g)) 

+  SB  sin  2a»  (-|^- sin  2g)). 

Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 
Elanunem  stehenden  beiden  Grössen  nach  Gleichung  4)  des  vorigen 
Paragraphen  einander  gleich  sind,  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  a  =  S5sin2am(tg2a„cos2(p  +  -^^^-V  oder: 
a„gcos2y  _^^^^^^ 

cos  2  am  T  r        •    -o  ) 

und  nach  Substitution  des  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Grösse 
tg2aBi  gefundenen  Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 


7)    a=^]/sB«+(A@)*jcos2g). 


Nach  den  Gleichungen  8)  und  9)  des  vorigen  Paragraphen 
repräsentirt  der  Wurzel-Ausdruck  den  absoluten  Werth  der  Grösse 
^max)  oder  Sl(mi]i)y  und  wenn  man  diesen  absoluten  Werth  mit  9(bi 
bezeichnet,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  noch 
ein£Eu^here  Form  geben: 

8)    ä  =  amC0s2g), 
indem  man  zugleich  unter  dem  Winkel  am  in  Gleichung  1)  den- 
jenigen Winkel  versteht,  ftir  welchen  ä  •=  +  am  wird.    Aus  der 
obigen  Gleichung  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammenge- 
hörigen Werthe  der  Grössen  q)  und  8: 

0*^        45'*  90''       135'*        ISO**, 

+  21«        0       — «m         0        +am. 

Die  Richtungen,  in  welchen  die  Abscheerungskraft  gleich  Null 
ist,  schliessen  also  Winkel  von  45®  ein  mit  den  Richtungen  der 
grösBten  und  kleinsten  Abscheerungskraft. 

Wenn  man  auf  jeder  von  dem  Punkte  P  ausgehenden  geraden 
Linie  die  ihrer  Richtung  entsprechende  Grösse  von  9(  als  Längen- 
grösse  abträgt,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  eine 
krumme  Linie,  deren  Form  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach 
welchem  die  Grösse  St  mit  dem  Winkel  cp  sich  ändert  Die  Con- 
stmction  irgend  eines  Punktes  Q  dieser  krummen  Linie  kann  auf 
die  in  Fig.  185  angedeutete  Weise  ausgeführt  werden.    Durch 
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Fig.  136. 


'•^'' 


Wiederholung  dieser  Construction  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
in  Fig.  136  dargestellten  Linie,  welche  für  alle  Werthe  des  Win- 
kels (f  zwischen  0°  und  180^  die  Grössen  der  Abscheerungskräfte 
erkennen  lässt. 

Die  Grösse  des  Winkels  am  oder  die  Lage  der  beiden  recht- 
winkelig zu  einander  stehenden  Achsen,  welche  die  Richtungen 

der  grössten  und  kleinsten  Ab- 
scheerungskraft  darstellen,  hängt 
ab  —  wie  aus  Gleichung  5)  des 
§  26  zu  ersehen  ist  —  von  den 
beiden  Grössen  @,  SS,  welche 
ihrerseits  Functionen  der  Coordi- 
naten  x^  y  sind. 

Wenn  ®  =  0  und  33  zugleich 

positiv  ist,  so  wird  «m  =  0  und 

31^  =  35  =  5).    In  diesem  FaUe 

ist  die  Horizontale  die  Richtung  der  grössten  und  die  Ver- 

ticale  die  Richtung  der  kleinsten  (oder  grössten  negativen)  Ab- 

scheerungskraft.    Eine  solche  Lage  nimmt  das  Achsen-System  an, 

erstens :  in  jedemPunkte 
'      ^^«"  ^^-  des  Verticalschnitts  an 

denjenigen  Stellen,  wo 
die  elastische  Linie  ihre 
Wendepunkte  hat,  weil 
an  diesen  Stellen  das 
Biegungsmoment  Null 
ist;  zweitens:  in  jedem 
Punkte  der  Achse  des 
Balkens,  weil  in  der 
neutralen  Fasemschicht 
keine  Biegungsspannung 
stattfindet.  Bei  nega- 
tivem Werthe  von  83 
würde  die  verticale 
Achse  die  Richtung  der 
grössten  imd  die  horizontale  Achse  die  Richtung  der  klein- 
sten (oder  grössten  negativen)  Abscheerungskraft  darstellen. 

Wenn  S5  =  0  ist,  so  wird  «m  =  45"  und  2lm  —  y  ©.  In  diesem 
Falle  bildet  jede  der  beiden  Achsen  einen  Winkel  von  45"  mit  der 
Horizontalen.  Eine  solche  Lage  wird  das  Achsen-System  annehmen. 
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erstens:  indem  höchsten  und  in  dem  tiefsten  Punkte  eines  jeden 
VerticalschnittSy  weil  (nach  Fig.  128  und  Fig.  180)  die  Grösse  33 
nach  oben  und  nach  unten  hin  bis  auf  Null  abnimmt;  zweitens: 
in  jedem  Punkte  des  Verticalschnitts  an  solchen  Stellen  der  ela- 
stischen Linie,  wo  das  Biegungsmoment  Wl  ein  Maximum  oder 

Minimum  wird,  weil  an  solchen  Stellen  -^—  =  0,  folglich  auch 

V={)  ist.  Wenn  ®  positiv  ist,  so  bildet  die  von  rechts  nach 
links  ansteigende  Achse  die  Bichtung  der  grössten,  die  von  links 
nach  rechts  ansteigende  die  Bichtung  der  kleinsten  (oder  grössten 
negativen)  Abscheerungskraft.  Bei  negativem  Werthe  von  ©  wür- 
den die  beiden  Achsen  ihre  Bedeutungen  mit  einander  vertauschen, 
d.  h.  es  würde  die  nach  rechts  ansteigende  die  Bichtung  der  gröss- 
ten und  die  nach  links  ansteigende  die  Bichtung  der  kleinsten 
(oder  grössten  negativen)  Abscheerungskraft  darstellen. 


§  28. 
Maxima  und  Minima  der  Normatepannungen. 

Ausser  dem  längs  der  Hypotenuse  wirkenden  Abscheerungs- 
widerstande  ^ds  wird  durch  die  in  Fig.  134  dargestellten  Kräfte 
auch  noch  ein  normal  zu  der  Hypotenuse  gerichteter  Widerstand 
hervorgerufen.    Wenn  mit  91  der  Normalwiderstand  pro  Längen- 
einheit   des    Hypote- 
^'  nusenschnitts  bezeich- 

net wird,  so  ist  ^ds 
der  gesammte  Normal- 
widerstand ,  welcher 
einer  Trennung  der 
beiden  Hälften  des 
rechteckigen  Balken- 
Elements  entgegen- 
wirkt. Indem  man  auf 
die  rechtwinkelig  zu 
der  Hypotenuse  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  gerichteten  Seiten- 
kräfte des  in  Fig.  187  dargestellten  Kräfte-Systems  die  allgemeinen 
Gleichgewichts -Bedingungen  anwendet,  gelangt  man  zunächst  zu 
der  folgenden  Gleichung: 

1)    9fi(&  =  Sßdy  cos  a  +  ^da;  sin  a  +  ®dy  sin  a, 
welche  auf  beiden  Seiten  durch  ds  dividirt  in  die  folgende  Form 
gebracht  werden  kann: 
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2)  91  =  2 33  sin  a  cos  a  +  ®  sin  o*,    oder: 

3)  5R  =  33sm2a  +  l®a  — C082a). 

Man  erkennt  ans  dieser  Gleichang,  nach  welcher  man  flir 
jeden  Werth  von  a  den  zugehörigen  Werth  von  5K  berechnen  kann, 
dass  5R  =  ®  wird  ftir  a  =  90^  und  dass  5W  =  0  wird  ftir  a  =  0 
(entsprechend  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  in  den  Horizon- 
talscbnitten  keine  Normalspannungen  stattfinden). 

Um  denjenigen  Winkel  a  =  an  zu  finden,  filr  welchen  91  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten 
von  91  nach  a  genommen  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält  dann 
die  Gleichung: 

4)  -^  =  0  =  225  cos  2 an  +  ®  sin  2 a  ,    oder: 

5)  tg2an  =  -^^- 

T® 
Um  denjenigen  Werth  92  =»  ißm  za  finden,  welchen  die  Normal- 
kraft 'St  annimmt,  wenn  a^  a^  wird,  hat  man  der  allgemeinen 
Gleichung  3)  zunächst  die  folgende  Form  zu  geben: 

6)  9fl  =  Y®4-C082a  (a5tg2a  — Y®),   oder: 

.    g5tg2«-i-© 

und  hierin  für  tg  2  a  den  in  Gleichung  5)  fttr  tg  2  an  gefundenen 
Werth  zu  substitniren.    Man  erhält  dann  ftir  9im  die  Gleichung: 

8)     iWm  =  y  ®  ±  _    /         ,  ^   .  .  >   oder: 


'Fm 


9) 


9i»  =  i®±l/»'  +  (i-®)\ 

Zwischen  den  Grenzen  0*^  und  180"  giebt  es  zwei  um  90*^  von 
einander  verschiedene  Werthe  des  Winkels  a,  welche  der  Glei- 
chung 5)  Gentige  leisten.  Dem  einen  entspricht  das  Maximum, 
dem  andern  das  Minimum  von  %  und  nach  Gleichung  9)  ist: 


10)  5W(n««)  =  y®+]/a5'+(4®)\ 

11)  5«tmin)  =  y® -]/»•+  (t®)*- 
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Die  Frage:  welchem  von  jenen  beiden  Werthen  des  Winkels 
oTn  das  Maximmn  und  welchem  das  Minimum  von  'St  entspricht, 
kann  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Gleichung  3)  leicht  beantwortet 
werden. 

Bei  Vergleichung  der  in  diesem  Paragraphen  gefandenen  Olei- 
chungen  mit  den  in  §  26  gefundenen  erkennt  man,  dass  zwischen 
den  Grössen  %ny  om  einerseits  und  den  Grössen  9lm,  an  andrer- 
seits die  Beziehungen  stattfinden: 

12)  ?R„  — |@±3lm, 

13)  tg2an=  ^ 


tg2a„, 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Flächen  der  grössten 
und  kleinsten  Normalspannungen  Winkel  von  45®  einschliessen 
mit  den  Flächen  der  grössten  und  kleinsten  Äbscheerungsspan- 
nnngen.  Aus  den  Gleichungen  9)  des  §  27  ergiebt  sich  zugleich, 
dass  in  den  Flächen  der  grössten  und  kleinsten  Normalspannungen 
die  Abscheerungsspannung  Null  ist. 

§  29. 
Graphische  DarsteUung  der  Normalspannungen. 

Um  das  Gesetz,  nach  welchem  9t  mit  a  sich  ändert,  graphisch 
darzustellen,  hat  man  die  allgemeine  Gleichung  3)  des  vorigen 
Paragraphen  zuvor  auf  eine  einfachere  Form  zu  bringen,  indem 
man  die  Winkeldifferenz  a  —  «n  mit  ip  bezeichnet  und  dem  ent- 
sprechend den  Werth: 

\)     a  =  an  +  tp 
in  jener  Gleichung  substituirt    Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen: 

2)  SR  =  Y®+SB8in(2aii  +  2V;)  — y®cos(2an  +  2V;), 

3)  92  =-  y  ©  4-  35  (sin  2  an  cos  2  V;  +  cos  2  a»  sin  2  tp) 

—  y  ®  (cos  2  «n  cos  2 1//  —  siu  2  an  siu  2  lfj\ 

4)  9fl  —  y  ®  +  35  cos 2an (tg 2an  cos 2 1//  +  sin 2 V) 


—  V®  8m2an  K    ^  ^  —  sm2i/;  . 
2  \tg2an  V 


Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 
Klammem  stehenden  Factoren  der  letzteren  beiden  Glieder  (nach 
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Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen)  einander  gleich  sind,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 

5)    9l  =  y®  +  S5cos2anftg2a„cos2i//  +  -^^Y 

2        '      Sin  2  an 
Wenn  man  hierin  die  Grösse  sin  2  an  ausdrtickt  durch  tg  2  an 
und  alsdann  für  letztere  Grösse  den  in  Gleichung  5)  des  vorigen 
Paragraphen  gefandenen  Ausdruck  substituirt,  so  erhält  man  die 
folgenden  Gleichungen:  

7)  5ß  =  4-®±SJcos2tA]/n-(^|^)', 

8)  91  =  4  ®  ±  (|/a}'+  (i®)')  cos  2  V^, 

welcher  letzteren  man  nach  Gleichung  7)  des  §  26  auch  die  ein- 
fachere Form  geben  kann: 

9)  91  =  y® +  a„cos2V/. 

In  Gleichung  8)  ist  das  Plus-Zeichen  als  gültig  zu  betrachten, 
wenn  unter  a»  derjenige  Winkel  verstanden  wurde,  welcher  dem 
Maximum  von  31  entspricht;  das  Minus -Zeichen  dagegen,  wenn 
unter  an  derjenige  Winkel  verstanden  wurde,  welcher  dem  Mini- 
mum von  91  entspricht.  Es  soll  im  Folgenden  der  erstere  dieser 
beiden  Fälle  vorausgesetzt  werden.  Dem  Werthe  iff  =  0  entspricht 
also  das  Maximum  von  9i,  und  für  die  Grösse  Hm  ist  nunmehr 
unter  allen  Umständen  der  positive  Werth  des  Wurzelausdrucks 
Rechnung  zu  bringen. 

Aus  Gleichung  9)  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe  der  beiden  Grössen  tp  und  9i: 

ft//=        0°  45«  90*»  135*»  180**, 


2 


®+2im    Y@   4"®-^»   y®   4"®  +  *" 


1 


Da  2tm  positiv  ist  und  stets  grösser  als  y®,  so  wird  das 
Maximum  der  absoluten  Werthe  von  9i,  wenn  ®  positiv  ist, 
dem  Werthe  1/^  =  0,  dagegen,  wenn  ®  negativ  ist,  dem  Werthe 
xfj  =  90*»  entsprechen.  Die  grösste  Normalspannung  ist  im  ersteren 
Falle  eine  Zug- Spannung,  im  letzteren  eine  Druck -Spannung. 

Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  91 
mit  ip  sich  ändert,  würde  man  aus  Fig.  186  ableiten  können,  in- 
dem man  für  jeden  Punkt  der  dort  gefundenen  Curve  zu  der  Länge 
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des  Badinsvectors  die  Grösse  y®  hinzufügt,  und  alsdann  die 
ganze  Figur  in  diejenige  Lage  bringt,  welche  dem  Werthe  des 
Winkels  «n  entspricht.  Für  den  Fall,  in  welchem  ®  =  0  ist, 
würde  also  der  Form  nach  eine  völlige  Uebereinstimmung  statt- 
finden zwischen  den  beiden  Curven,  welche  die  Grössen  31  und  Sl 
als  Functionen  des  Winkels  a  darstellen.    Für  diesen  Fall  wird: 

11)  5Wm=±am=±», 
d.  h.  an  allen  denjenigen  Stellen,  wo  keine  Biegungsspannung 
stattfindet,  ist  die  grösste  Normalspannung  gleich  der  horizontalen 
oder  yerticalen  Abscheerungsspannung.  Zu  diesen  Stellen  gehören: 
erstens,  alle  Punkte  der  neutralen  Fasernschicht,  zweitens,  alle 
Punkte  des  Verticalschnitts  an  solchen  Stellen  des  Balkens,  wo 
das  Biegungsmoment  Null  ist. 

Form  und  Lage  der  Figur,  welche  die  Grösse  92  als  Function 
des  Winkels  ip  graphisch  darstellt,  werden  verschieden  ausfallen, 
je  nachdem  die  beiden  Grössen  ©  und  93  positive  oder  negative 
Werthe  haben,  und  sind  in  dieser  Beziehung  folgende  vier  Fälle 
zu  unterscheiden. 

Erster  Fall  (Fig.  138).  ®  und  »  sind  beide  positiv.  Der 
Winkel   «b,  für  welchen  SÄ  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 

Fig.  188.  Fig.  13». 


zwischen  45""  und  90^  Die  Grösse  %mäx)  bildet  zugleich  das 
Maximum  der  absoluten  Werthe  von  92.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Zugspannung. 

Zweiter  Fall  (Fig.  189).  ®  ist  positiv,  »  ist  negativ.  Der 
Winkel  a«,  für  welchen  91  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 
zwischen  90*  und  135*,    Die  Grösse  5ß:max)  bildet  zugleich  das 

Kitter,  Ugenivui-Meeliuül:.   2.  Anll.  7 
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Maximum  der  absoluten  Werthe  von  %    Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Zugspannung. 

Dritter  Fall  (Fig.  140).  ©  ist  negativ,  95  ist  positiv.  Der 
Winkel  «n,  für  welchen  91  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 
zwischen  0®  und  45  ^  Das  Maximum  der  absoluten  Werthe  von 
9i  wird  durch  die  Grösse  9i(miB)  gebildet.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Druckspannung. 

Fig.  140.  Fig.  141. 


Vierter  Fall  (Fig.  141).  ®  und  33  sind  beide  negativ.  Der 
Winkel  an,  für  welchen  9!  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 
zwischen  135*^  und  180".  Das  Maximum  der  absoluten  Werthe 
von  91  wird  durch  die  Grösse  9l(inin)  gebildet.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Druckspannung. 

In  sämmtlichen  vier  Figuren  ist  der  Halbmesser  des  grösseren 
Kreises  gleich  der  Summe  der  absoluten  Werthe  von  den  beiden 

Grössen  |/35'+  (y  ®)  ^nd  y  ® ;  der  Halbmesser  des  kleineren 
Kreises  ist  gleich  dem  üeberschusse  des  absoluten  Werthes  der 
Grösse  Y^^+i-j®)^  ober  den  absoluten  Werth  der  Grösse  y®. 

Als  Anfangsrichtung  mit  »C^  bezeichnet  ist  in  allen  vier  Figuren 
diejenige,  flir  welche  9i  ein  positives  Maximum  wird.  Von  dieser 
dem  Werthe  i//  =  0  entsprechenden  Richtung  anfangend,  sind  für 
alle  Werthe  des  Winkels  ip  zwischen  0"  und  180®  die  absoluten 
Werthe  von  91  auf  der  jedesmaligen  Bichtung  des  Badiusvectors 
abgetragen  und  zwar  nach  vorwärts  oder  nach  rttckwärts,  je  nach- 
dem 9i  eine  positive  oder  negative  Grösse  ist. 


Digitized  by 


Google 


Berechnimg  der  grdssten  NormalspannoBg  pro  Flächeneinheit.  99 

§  30. 
Berechnung  der  grifeeten  Normalepannung  pro  Fiäoheneinhelt 

Bei  den  yorstehenden  Untersuchangeii  war  mit  dem  Buch- 
staben ®  die  Normalspannung  pro  Längeneinheit  des  Vertical- 
Schnitts  bezeichnet  für  diejenige  Stelle,  welche  in  der  Höhe  // 
Aber  der  Neutralen  Uegt.  Folglich  ist  ®  dy  die  ganze  Horizontal- 
spannung der  in  diesem  Abstände  von  der  Neutralen  befindlichen 
Faser  von  der  Höhe  oder  Dicke  dy.  Wenn  also  mit  ^  die  Normal- 
spannung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle 
bezeichnet  wird,  so  ist  nach  Fig.  142  und  Fig.  143: 

@ 

1)  ©  .  rfy  =  8  .  Ä  ,  rfy,    oder:    8  =  — ? 

s 

d.  h.  man  findet  die  Spannung  pro  Flächeneinheit,  indem  man 
die  Spannimg  pro  Längeneinheit  dividirt  durch  die  Breite  des 

Fig.  142.  Fig.  14S.        Querschnitts  an  der 

betreffenden  Stelle. 

Die  analogen  Be- 

Ziehungen      finden 
statt  zwischen  den 

Grössen  %  $,  33,  Sl 

einerseits  und  den 
Grössen  n,  ^,  t>,  a 
andrerseits ,  wenn 
überall  mit  den  ent- 
sprechenden kleinen  deutschen  Buchstaben  die  betreffenden  Span- 
nungen pro  Flächeneinheit  bezeichnet  werden.    Es  ist  also: 

2)  „=»iL,     ^^^,     .  =  ^.      a  =  ^. 

z  ^         s  s  z 

Man  kann  daher  die  in  den  vorigen  Paragraphen  für  die 
Hazimalspannungen  pro  Längeneinheit  gefundenen  Resultate  auch 
benutzen  zur  Berechnung  der  Maximalspannungen  pro  F 1  ä  c  h  e  n  - 
einheit.  So  z.  B.  erhält  man  aus  Gleichung  9)  des  §  28,  indem 
man  dieselbe  auf  beiden  Seiten  durch  die  Querschnittsbreite  z 
dividirt,  f&r  die  grösste  Normalspannung  pro  Flächeneinheit 
den  Ausdruck: 

3)  n«  =  Y«±|/ö«+(Y8)'. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  bereits  erklärt  wurde^  j^ntspricht, 
wenn  8  positiv  ist:  das  Pluszeichen,  dagegen,  wenn  8  negativ 
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ist:  das  Minuszeichen  dem  grössten  absoluten  Werthe  von  n. 
Wenn  man  also  dem  Buchstaben  9  die  Bedeutung  des  absoluten 
Werthes  der  Biegungsspannung  beilegt,  so  wird  der  grösste  ab- 
solute Werth  von  n  unter  allen  Umständen  zu  bestimmen  sein  aus 
der  Gleichung:  

4)    n(„ax)  =  Y  «  +  ]/»'+ (y«)\ 

Ftir  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnitts  würde  (nach  §  25, 
Gleichung  4)  die  Grösse  t)  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

in  welcher  fttr  die  Grösse  t)o>  &l8  grösste  verticale  oder  horizon- 
tale Abscheerungsspannung  pro  Flächeneinheit,  der  aus  §  25,  Glei- 
chung 3)  zu  entnehmende  Werth: 

6)    öo  ^ 


l-bh 


zu  substituiren  ist.    Die  grösste  Biegungsspannung  des  Querschnitts 
hat  in  diesem  Falle  (nach  §  2,  Gleichung  16)  den  Werth: 

und  die  Biegungsspannung  in  der  Höhe  y  über  der  Neutralen  hat 
die  Grösse: 

8)     8  =  5.-^. 
w 

Die  allgemeine  Gleichung  für  die  grösste  Normalspannung  pro 
Flächeneinheit  nimmt  also  fttr  den  rechteckigen  Querschnitt  die 
Form  an:  

9)  ^„,_i.i+V.;(>-0+(isi)"- 

t1  1 

Wenn  man  hierin  abkürzungsweise  das  Verhältniss  -^  =  — 
und  das  Verhältniss  —=^q>  setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

'«>  ^-i,+l/(i^)V(i.)'. 

Diese  Gleichung  kann  man  nunmehr  benutzen,  um  die  grösste 
in  dem  Verticalschnitte  überhaupt  vorkommende  Normalspannung 
aufzusik^'en  und  dieselbe  zu  vergleichen  mit  der  grössten  Biegungs- 
spannürig  JßV  Verticalschnitts,    Für  den  Fall,  in  welchem  n  =  1 
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ist,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  die  nachfolgend  zusammen- 
gestellten Zahlenwerthe : 

0  0,1         0,2        0,3        0,4        0,5        0,6        0,7        0,8        0,9        1, 

1  1,041     1,065     1,072     1,063     1,041     1,007    0,968    0,939    0,938     1. 


n(, 


9" 


Diese  Tabelle  zeigt,  dass  für  n  =  1  die  grösste  Normalspan- 
nung  nahezu  in  allen  Punkten  des  Verticalschnitts  gleiche  Werthe 
hat,  und  dass  dieselbe  in  allen  diesen  Punkten  nur  wenig  ab- 
weicht Yon  der  grössten  Biegungsspannung.  Der  grösste  Werth 
von  n(mM)  entspricht  einem  Werthe  von  qp,  welcher  zwischen  0,2 
und  0,3  liegt,  nämlich  dem  Werthe  9)  =  o,294,  für  welchen 
Uimax)  =  1,073  .  &  =  1,073  .  öo  wird. 

Der  bei  obiger  Tabelle  angenommene  Werth  w  =  I  entspricht 
dem  Falle,  in  welchem  \  =  S  ist.  Nach  Substitution  der  aus  den 
Gleichungen  6)  und  7)  zu  entnehmenden  Ausdrficke  erhält  man 
fttr  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 


f»* 


AA« 


Wenn  man  hierin  die  Werthe  F=iL  und  2ß=Ä'/  substituirt 
—  entsprechend  dem  in  Fig.  144  und  Fig.  146  dargestellten  Falle  — 

so  erhält  man  die  Gleichung: 
K 


Fig.  144. 


Fig.  145. 


12) 


\hh 


-g^ioder:/=-jÄ. 


Es  muss  also  die  Länge  des 
Balkens  ein  Viertel  der  Höhe 
betragen,  wenn  t)o='S  sein  soll. 
In  diesem  Falle  ist  die  grösste 
Normalspannung  an  den  drei 
Stellen  A,  B^  C  gleich  gross 
und  zwar  von  derselben  Grösse 
wie  die  grösste  Biegungsspannung 
oder  die  ihr  gleiche  grösste  Ab- 
scheerungsspannung.  Die  grösste 
in  dem  Balken  überhaupt  vorkommende  Normalspannung  findet 
an  den  beiden  Stellen  D  und  E  statt  und  ist  um  etwa  7  Procent 
grösser  als  S  oder  t>^.  Dieselbe  ist  bei  D  eine  Zug- Spannung 
und  bei  E  eine  Druck- Spannung  von  der  Grösse: 
13)    n :„«)  =  1,073  .  S  =  1,073  .  üo- 
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Die  Lage  der  Fl&chen,  in  welchen  an  den  verschiedenen  Stellen  des  Yer- 
ticalschnitts  die  Normalspannung  ihren  grössten  Werth  erreicht,  kann  mit  Hülfe 
der  Gleichung  5)  des  §  28  bestimmt  werden,  welche  auf  der  rechten  Seite  im 
Zähler  und  Nenner  durch  die  Querschnittsbreite  dividirt  die  Form  annimmt: 

1  öfp  nq> 

"2" 
Aus  dieser  Gleichung  ei^eben  sich  für  den  Fall  n  « 1  oder  for  den  Ver- 
ticalschnitt  BC  m  Fig.  145  die  nachfolgend  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

tg2«n=      0        —0,75     —oo        +0,75  0 

tfn(Zugsp.)=    90«       71«  34'         45<>       18«  26^  0« 

«n  (Drucksp.)  =  180«     161«  34'       135«     108«  26'  90« 

Oberhalb  der  Neutralen  ist  es  die  Zugspannung,  unterhalb  derselben  ist  es  die 
Druckspannung,  welche  den  grössten  absoluten  Werth  der  Normalspannung 
repr&sentirt. 

Wenn  man  für  andere  Werthe  von  n  die  obige  Rechnung 
wiederholt,  so  findet  man,  dass  der  grösste  Werth  von  ncm»)  immer 
entweder  genau  oder  wenigstens  nahezu  übereinstimmt  mit  dem 
grössten  der  beiden  Werthe  S  und  i)«.  Für  den  Fall  w  =  1  be- 
trägt der  mit  dieser  Annahme  verbundene  Fehler  —  wie  obige 
Tabelle  zeigt  —  nur  etwa  7  Procent.  Noch  kleiner  wird  derselbe 
für  andere  Werthe  von  n.  Man  darf  daher  bei  practischen  An- 
wendungen ohne  Bedenken  in  allen  Fällen,  wo  /  grösser  ist  als 
-jA,  die  grösste  Biegungsspannung: 
&KI 
""   bh^  ' 

und  in  allen  Fällen,  wo  /  kleiner  ist  als  ^ä,  die  grösste  (verticale 
oder  horizontale)  Abscheerungsspannung: 

16)     »3o  =  -2^ 

als  grösste  in  dem  Balken  tiberhaupt  vorkommende  Normalspan- 
nung pro  Flächeneinheit  betrachten. 

§  31. 
Berechnung  der  erforderlichen  Quersohnittsdimeneioneti  fSr  Blechtrager. 

Wenn  man  in  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  «=j)=/i 
setzt,  so  erhält  man  fllr  die  grösste  Normalspannung  pro  Flächen- 
einheit den  Werth: 


15) .« 
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1)    n(„«)  =  ^  1^  +  ]/l  +  (-Lyj  =  1,618  .  iu. 

Für  den  in  Figur  146  dargestellten  Blechträgerqnerschnitt 
darf  bei  geringer  Stärke  der  Blechwand  und  geringer  Hohe  des 
Flanschenquerschnitts  (nach  §  25;  Gleichung  6)  annäherungsweise 

S5  =  35o  =  -T-  gesetzt  werden,  oder: 

An  der  oberen  oder  unteren  Grenze  des  Verticalschnitts  der 
Blechwandy  also  da,  wo  dieselbe  an  die  Flanschen  grenzt,  ist  dieBie- 


Fig.  146. 


Fig.  147. 
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gungsspannung  nahe- 
zu gleich  der  grössten 
in  denFlanschenquer- 
schnitten,  selbst  statt- 
findenden Biegungs- 
spannung, und  (nach 
§25,  Gleichung  7)  ist 
dieselbe  annäherungs- 
weise zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

3)  "w- 


Bei  dem  in  Fig.  147  dargestellten  Biegungszustande  des  Bal- 
kens erreichen  sowohl  die  Verticalkraft  V  als  auch  das  Biegungs- 
moment  SR  in  dem  Yerticalschnitte  BAC  ihr  Maximum.  Es  ist 
nämlich  fttr  diesen  Querschnitt: 

4)     V=pl      und      5)    aß—-^- 


Die  grösste  in  dem  Balken  vorkommende  Normalspannung 
ist  daher  in  diesem  Yerticalschnitte  zu  suchen,  und  zwar  findet 
dieselbe  an  den  beiden  Stellen  B  und  C  statt,  wo  die  Blechwand 
an  die  Flanschen  grenzt,  insofern  an  diesen  Stellen  die  grössten 
Werthe  Ton  \>  und  9  zusammentreffen.  Wenn  also  die  Querschnitts- 
dimensionen des  Balkens  so  gewählt  worden  wären,  dass  an  diesen 
Stellen  die  Grössen  i  und  D  eine  jede  fttr  sich  allein  schon  die 
GrOase  S  der  practisch  zulässigen  Spannung  erreichten,  so  w41rde 
der  Balken  zu  schwach  sein,  da  in  diesem  Falle  die  grösste  Nor- 
malspammng  (nach  Gleichung  1}  das  l,618-fisu3he  der  practisch 
en  Spannung  betragen  würde.    Es  mttssten  vielmehr  die 
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Querschnittsdimensionen  so  gewählt  werden,  dass  jede  der  beiden 
Grössen  8  und  t>  nur  den  Werth: 

an  jenen  Stellen  erreicht,  wenn  die  Grösse  ttcmax)  daselbst  gerade 
gleich  S  werden  soll. 

Bei  vorgeschriebener  Höhe  des  Balkens  gentigt  die  Berech- 
nung der  beiden  Grössen  b  und  F  zur  Bestimmung  des  erforder- 
lichen Querschnitts.  Diese  beiden  Grössen  kann  man  nunmehr 
aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  berechnen,  indem  man  darin 
g  SS  t)  =  iit  setzt.    Es  ergeben  sich  daraus  die  Werthe: 

7)    6  =  -V'        8)    F=^. 
^ih  f.in 

Hierin  sind  für  die  Grössen  V  und  SR  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  5)  angegebenen  Maximalwerthe  und  für  die  Grösse  fi  der  in 
Gleichung  6)  angegebene  Werth  zu  substituiren. 

Für  einen  schmiedeisemen  Balken  würde  S^Q  EU.,  also  fi  =  0,618  . 6  = 
3K''-,708  zu  setzen  sein.    Wenn  ferner  die  Werthe  / «  2000°»«,  h  «=  500""^ 

pr=:\o  KD.  gegeben  sind,  so  ist:  F=  10  .  2000  =  20  000  und  Tt  =  ^^ '  ^^^* 

=  20  000  000  zn  setzen.  Man  erhält  also  aus  den  Glelchongen  7)  and  8)  die 
Werthe: 

20  000      ^ 
^        3,708.500        ^"     '^' 
J0_000000^_  „„ 

3,708.500        ^"®"" 

Für  den  ganzen  Inhalt  der  erforderlichen  Querschnittsfl&che  ergiebt  sich  hier- 
nach der  Werth: 

J ^2F+bh==  2 .  10800  +  10,8  .  500  =  27  000D»°>. 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  können  auch  noch  fttr  andere 
Fälle  zur  Berechnung  des  erforderlichen  Querschnitts  eines  Blech- 
balkens benutzt  werden  —  fttr  alle  diejenigen  Fälle  nämlich,  in 
denen  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  und  belastet  ist, 
dass  das  Maximum  des  Biegungsmoments  Wt  und  das  Maximum 
der  verticalen  Abscheerungskraft  Fin  einem  und  demselben  Balken- 
querschnitte zusammentreffen. 

Nach  §  10  (Gleichung  3)  hat  bei  dem  in  Fig.  63  dargestellten 
Ballten  auf  drei  Stützen  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelsttttze 
die  Grösse: 

9)    ÜR-^, 
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und  fttr  die  verticale  Äbscheernngskraft  an  dieser  Stelle  ergiebt 
sich  nach  §  10  (Gleichung  1)  der  Werth: 

10)    V^pl-K^^pl. 

Bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten  Falle  ist  der  über  der  Mittel- 
stfitze befindliche  Balkenqnerschnitt  derjenige,  in  welchem  das 
Maximum  von  ^  mit  dem  Maximum  von  V  zusammentrifft.  Wenn 
also  ein  solcher  Balken  auf  drei  Stützen  als  prismatischer  Blech- 
träger construirt  werden  soll,  so  hat  man  fttr  die  Grössen  9)2  und 
V  die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  angegebenen  Werthe  zu  sub- 
stituiren  und  kann  im  Uebrigen  die  Berechnung  der  erforderlichen 
Querschnittsdimensionen  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem  in  Fig.  147 
dargestellten  Falle  ausfahren. 

Wenn  z.  B.  die  Werthe  p  =  10  KU.  and  / »  100  000«»  gegeben  sind, 
so  wird: 

a»—^^-^^g^^-  =  12  500  000  000   und    F  — -|  •  10  .  100  000  =  625  000. 

Wenn  femer  A  «=  lOOOO"^"  gegeben  Ist,  und  wie  bei  dem  vorigen  Zahlen- 
beispiele wiedemm  die  fQr  Schmiedeisen  geltenden  Zahlenwerthe  ^  »  6  Kil., 
fg »  3^"-,708  gesetzt  werden,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  7)  und  S) 
resp.  die  Werthe: 

^  ''''''  .16-86  und 


3,708  .  lOOOU 
12  500  000  000 


:  337  1100"»». 


3,708  .  10  000 

Für  den  ganzen  Flächeninhalt  des  erforderlichen  Querschnitts  ergiebt  sich 
hiernach  der  Werth: 

y  =  2  .  337  HO  +  16,86  .  10  000  =  842  820°»». 

§  32. 
Minimum  der  erforderlichen  Querecbnittifliche. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Berechnungsweise  war 
auf  die  Voraussetzung  gegründet ,  dass  an  der  Stelle^  wo  die 
grOsste  Normalspanüung  stattfindet,  die  beiden  Spannungen  S  und 
D  gleiche  Orösse  haben  sollten.  Diese  Voraussetzung  war  eine 
willktirliche;  der  vorgeschriebenen  Bedingung:  dass  an  jener  Stelle 
n^iMx)  ~  S  werden  soll,  kann  auch  noch  auf  andere  Weise  Genüge 
geleistet  werden. 

Nach  Gleichung  4)  des  §  30  würde  die  eben  genannte  Be- 
dingung auszudrücken  sein  durch  die  Gleichung: 


1)  s-i« +>/»>»+ (-|«)^ 
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Wenn  man  diese  Gleichung  qnadrirt  (nachdem  zuvor  das  Oiied  y^ 
auf  die  linke  Seite  gebracht  worden),  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2)    5»  — 5.8  =  »», 
welche  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  des 
vorigen  Paragraphen  fttr  die  Grössen  ö  und  «  zu  entnehmenden 
Werthe  die  folgende  Form  annimmt: 

^^  ^  — Fk — -ft^' 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man  für  die  Grösse  F 

denWerth:  ««„,,. 

Smkb^ 

^^  S'hH'  —  V^ ' 

Aus  dieser  Gleichung  würde  man  die  Grösse  F  berechnen 
können,  wenn  die  Grösse  b  schon  bekannt  wäre.  Die  zur  Be- 
stimmung der  Grösse  b  noch  erforderliche  zweite  Gleichung  kann 
man  sich  dadurch  verschaffen,  dass  man  noch  die  Bedingung  hin- 
zufügt: es  soll  die  Grösse: 

5)  J^2F+bh, 

als  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts,  zugleich  ein  Minimum 
werden. 

Um  diese  letztere  Bedingung  durch  eine  Gleichung  auszu- 
drücken, hat  man  zunächst  den  oben  fttr  F  gefundenen  Werth  in 
Gleichung  5)  zu  substituiren,  welche  dann  die  Form  annimmt: 

6)  ^=  S^h-b^-V^  +** 

und  hierauf  den  Differentialquotienten  -^  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

„     ^Smkb(S'h'b'—V')  —  AS'mh'b'  .    |._^ 
V  ^S'h'b'  —  Vy  +^  — ", 

welche,  als  Gleichung  vierten  Grades  nach  Potenzen  von  b  ge- 
ordnet, auch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zunächst  die  Grösse  b  zu  bestimmen. 
Nach  Substitution  des  gefundenen  Werthes  kann  alsdann  die  an- 
dere unbekannte  Grösse  F  aus  Gleichung  4}  berechnet  werden. 

Bei  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  war  6^ «  6  Eil., 
h  =  500"",  F  =  20  000,  a?J  =  20  000  000.  Nach  Substitution  dieser  Zahlen- 
werthe  nimmt  die  Gleichung  8)  folgende  Form  an: 

ft*  —  89  .  ft*  —  2370 .  b  +  1975  «  0. 
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Durch  Aoflösang  dieser  Gleichung  erhalt  man  für  die  St&rke  der  Blech- 
wand den  Werth:  b  =  15""»,4.  Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  4)  sub- 
stitDirt,  so  erh&lt  man  für  den  erforderlichen  Flanschenqaerschnitt  den  Werth: 
2^=8204°"".  Der  Fl&cheninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde  hiemach  die 
Grösse  erhalten: 

/  —  2  .  8204  + 15,4 .  500  =  24  lOSo«", 
also  2892  onn  weniger  betragen  als  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundene 
Werth. 

Bei  dem  zweiten  Zahlenbeispiele  des  yorigen  Paragraphen  war  ^  =  6  Kil., 
A»10OO0"">,  r»  625  000,  9»  =  12  500  000  000.  Nach  Substitution  dieser 
Zahlenwerthe  nimmt  die  Gleichung  8)  die  folgende  Form  an: 

h*  —  217  .  ft*  — 9042 .  h  +  11 774  —  0. 
Durch  AnflOsung  derselben  erh&lt  man  für  die  erforderliche  Stärke  der  Blech- 
wand den  Werth  b  »  24""^,  und  nach  Substitution  desselben  erhält  man 
ans  Gleichung  4)  für  den  erforderlichen  Flanschenquerschnitt  den  Werth: 
F«  256  690  Q«"».  Der  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde  hiemach 
die  Grösse  erhalten: 

y  =  2 .  256690  +  24 .  10000  «7533800"«, 
also  89  440°««  weniger  betragen  als  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundene 
Werth. 


§  33. 
GrSsete  Normatopannung  im  Bleohbalken  auf  zwei  Stützen. 

In  den  vorigen  beiden  Paragraphen  warde  gezeigt,  wie  der 
erforderliche  Querschnitt  eines  Blechbalkens  für  den  allemngttn- 
stigsten  Fall  zn  berechnen  ist  —  für  denjenigen  Fall  nämlich,  in 
welchem  das  Maximum  des  Biegnngsmoments  SDt  und  das  Maxi- 
mum der  yerticalen  Abscheerungskraft  V  in  einem  und  demselben 
Balkenqnerschnitte  zusammentreffen.  In  diesem  Falle  erreichen  die 
Spannungen  d  und  \>  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Blech- 
wand ihre  Maximal- 


Fig.  149. 
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werthe;.  es  musste 
daher  jeder  einzelne 
derselben  kleiner  sein 
als  die  practisch  zu- 
lässige Spannung  5, 
wenn  die  grösste  Nor- 
malspannung selbst 
gleich  S  werden  sollte. 
Einen  Oegensatz  zu 
jenem  ungünstigsten 


Falle  bildet  der  in  Fig.  148  und  Fig.  149  dargestellte  Fall  eines 
an  beiden  Enden  unterstützten  Blechbalkens  mit  gleichförmig  über 
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seine  Länge  vertheilter  Belastung.  Hier  erreicht  das  Biegnngs- 
moment  3ß  seinen  grössten  Werth: 

1)  ü».=4 

in  der  Mitte  des  Balkens ,  und  an  dieser  Stelle  ist  zugleich  die 
verticale  Abscheerungskraft  V  gleich  Null.  Die  Grösse  V  dagegen 
erreicht  ihren  grössten  Werth: 

2)     V,=pl 
an  den  beiden  Enden  des  Balkens,  und  an  diesen  Stellen  ist  zu- 
gleich das  Biegungsmoment  3Jl  gleich  Null.    Es  trifft  daher  der 
Maximalwerth  der  Biegungsspannung  ^;  nämlich  der  Werth: 

mit  dem  Werthe  D  ==  0  zusammen,  und  der  Maximalwerth  von  D, 
nämlich  der  Werth: 

trifft  mit  dem  Werthe  ^  «»  0  zusammen.  In  diesem  Falle  darf 
daher  jede  der  beiden  Grössen  dj  und  t)^  unmittelbar  gleich  der 
practisch  zulässigen  Spannung  S  gesetzt  werden.  Für  die  Grössen 
F  und  b  ergeben  sich  hiemach  aus  den  obigen  Gleichungen  die 
Werthe:  ^ 

^^    ^        Sk        2Sk' 

«'  '-^-&- 

Um  zu  beweisen,  dass  bei  Annahme  solcher  Querschnitts- 
dimensionen die  grösste  Normalspannung  an  keiner  Stelle  des 
Balkens  grösser  vnrd  als  die  practisch  zulässige  Spannung  S^  hat 
man  die  allgemeine  Gleichung  abzuleiten  für  die  grösste  in  irgend 
einem  beliebigen  Yerticalschnitte  stattfindende  Normalspannung. 
In  dem  Abstände  a;  von  der  Mitte  haben  die  Grössen  Wt  und  V 
resp.  die  Werthe: 

7)    m=p(^^-^y         8)     V  =  px. 

Die  grössten  Biegungsspannungen  in  den  verschiedenen  Quer- 
schnitten verhalten  sich  wie  die  Werthe  des  Biegungsmoments  SD2, 
und  die  grössten  verticalen  Abscheerungsspannungen  verhalten 
sich  wie  die  Werthe  der  ganzen  Verticalkraft  V.  Wenn  also  mit 
€  und  ö  die  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  resp.  die  grösste 


Digitized  by 


Google 


Grösste  Normalspannimg  im  Blechbalken  auf  zwei  Stützen.  109 

Biegnngsspaimimg  und  die  grösste  verticale  Abscheernngsspannung 
im  Abstände  x  von  der  Mitte  annehmen,  so  ist: 


10)     -f  =  ■ 


fX  X 


Da  «,  s=  öl  =  5  angenommen  wurde,  so  ergeben  sich  fttr  die 
Grössen  d  und  t>  resp.  die  Werthe: 

11)    i  =  s(l-^y        12)    t>  =  S^- 

Die  grösste  in  dem  betreffenden  Yerticalschnitt  vorkommende 
Normalspannung  findet  an  den  Stellen  P  und  Q  statt,  wo  die  Blech- 
wand an  die  Flanschen  grenzt,  und  nach  Gleichung  4)  des  §  30 
hat  dieselbe  die  Grösse: 

13)    n(„„)  =  4-«  +  |/ö'  +  (Y«)'. 

Wenn  man  hierin  die  obigen  Werthe  fttr  9  und  t>  substitnirt, 
80  erhält  man  die  Gleichung: 


14)  n,»„)-^5(l-^)+j/(s^)V[jS(l-^)J,  oder: 

15)  n(_,  =  |5{l-^+V4^+(l-^)]. 

Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen   ist  das  Quadrat  von 

x^ 
1  +  -TJ--    Es  ist  also: 

16)    n(„^,  =  ~5{l-^  +  l+^}=S. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  n(max)  unabhängig  ist  von  x^ 
nnd  dass  längs  des  ganzen  Umfangs  AB  CD  der  rechteckigen 
Blechwand  die  grösste  Normalspannung  überall  den  constanten 
Werth  S  hat  Gleichzeitig  ergiebt  sich  hieraus,  dass  man  an 
keiner  Stelle  des  Balkens  die  Querschnittsdimensionen  vermindern 
kann,  ohne  dass  die  practisch  zulässige  Spannung  ttberschritten 
wird.  Obwohl  die  Biegungsspannnng  in  den  Flanschen  von  der 
Mitte  nach  den  Enden  hin  allmählich  bis  auf  Null  abnimmt,  so 
mnss  trotzdem  der  Querschnitt  derselben  an  allen  Stellen  dieselbe 
Grösse  haben  wie  in  der  Mitte,  weil  sonst  —  zwar  nicht  in  den 
Flanschen  selbst,  wohl  aber  —  in  der  Blechwand  an  den  Stellen, 
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WO  dieselbe  mit  den  Flanschen  verbunden  ist,  die  grösste  Normal- 
Spannung  grösser  werden  wttrde  als  die  practisch  zulässige  Span- 
nung. Der  in  Fig.  149  dargestellte  prismatische  Blechbalken  ist 
daher  in  gewissem  Sinne  als  ^Balken  von  gleichem  Widerstände^ 
zu  betrachten,  insofern  die  grOsste  Normalspannung  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  GrOsse  hat. 

Wenn  z.  B.  ein  schmiedeiserner  Blechbalken  von  4  Metern  L&nge  und 
0,5  Metern  Höhe  eine  gleichförmig  über  seine  L&nge  yertheilte  Belastung  von 
48  000  Eil.  zu  tragen  hat,  so  würde  man  zur  Bestimmung  der  erforderlichen 
Querschnittsdimensionen  in  den  Gleichungen  5)  und  6)  die  Werthe :  iS  «■  6  EiL, 
^»2000°'%  A«500'"%  p»12Kil.  zu  substituiren  haben.  Man  erh&lt  dann 
die  Werthe: 

^2.20001^  „„  12.2000^ 

2.6.500  6.500 


§  34, 
Berechnung  der  erforderlichen  Anzahl  von  Nietbolzen  in  den  Nietftigen. 

In  den  horizontalen  Nietfugen  sind  es  lediglich  die  horizon- 
talen AbscheerungskräftC;  welche  die  Äbscheerungswidersiände  der 
Nietbolzen  in  Anspruch  nehmen,  da  nach  der  in  §  26  gemachten 
Voraussetzung  die  NormalkrSfte   in  den  Horizontalfugen  gleich 

Fig.  160.  ^^^^  ^^^  (^^S- 150).  Wenn 

also  mit  n  die  pro  Längen- 
^  j  einheit  der  Nietfuge  erfor- 

•  •••••••  •! ►§—33  derliche  Anzahl  von  Niet- 

•  ••••••••i  bolzen  bezeichnet  wird,  mit 

;  d  der  Durchmesser  des  Niet- 

bolzens und  mit  S  die  prac- 


tisch zulässige  Abscheerungsspannung  pro  Flächeneinheit  des  Niet- 
querschnitts, so  ist  die  Zahl  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)  „.5.i^=sj; 

4 
Es  ist  hierbei  einseitige  Vernietung  vorausgesetzt,  d.  h.  eine 
solche  Vemietungsweise,  bei  welcher  an  jedem  Nietbolzen  nur  in 
einem  Querschnitte  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  in  An- 
spruch genommen  wird.  (Wenn  statt  dessen  die  Vernietung  so 
beschaffen  ist,  dass  bei  jedem  Nietbolzen  gleichzeitig  in  zwei 
Querschnitten  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  in  Anspruch 
genommen  wird,  so  braucht  die  Zahl  der  Nietbolzen  nur  halb  so 
gross  zu  sein.) 
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Für  schmiedeiseme  Nietbolzen  würde  iS»  4  Eil.  zu  setzen  sein.  Bei  dem 
in  §  32  als  zweites  Zahlenbeispiel  gewählten  Falle  des  Blechbalkens  auf  drei 
Stützen  war  AalOOOOn»  angenommen,  und  für  die  verticale  Abscheerungs- 
kraft  unmittelbar  neben  der  Mittelstütze  der  Werth  F—  625  000  Kü.  gefunden. 
Nach  §  25  (Gleichung  6)  ist  also: 

625  000 


10  000 


=  62,5  Kil. 


Wenn  also  der  Durchmesser  jedes  Nietbolzens  20  Millimeter  beträgt,  so 
ist  die  Zahl  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

^     20*.  3,14       ^^^        ,  ^^,«., 

„.4 ^ —  =  62,5,    oder:    n  =  0,0497. 

Es  müssen  also  in  der  N&he  der  Mittelstütze  die  Nietbolzen  der  horizon- 
talen Nietfogen  so  nahe  bei  einander  gesetzt  werden,  dass  circa  50  Nietbolzen 
auf  die  L&nge  eines  Meters  kommen. 

Bei  den  verticalen  Nietfngen  ist  es  —  wie  Fig.  151  zeigt  — 
die  Mittelkraft  von  den  beiden  Kräften  33  nnd  <S,  also  die  Kraft: 


2)    9i 


14-    ®' 


welche  die  Äbscheemngswiderstände 
der  Nietbolzen  in  Anspruch  nimmt. 
Wenn  also  mit  v  die  pro  Längenein- 
heit der  verticalen  Nietfnge  erfor- 
derliche Anzahl  von  Nietbolzen  be- 
zeichnet wird,  so  ist:  

3)    ,.5.^  =  «-iB|/l+^ 

ZU  setzen,  nnd  nach  Gleichung  1)  hat 
das  Yerhältniss  der  beiden  Nietzahlen 
die  Grösse: 

4)    ^-V^^- 


3J» 


9 


Da  nach  §  30  statt  -xr  auch  --  gesetzt  werden  darf,  so  kann 
man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  ^=i/rn. 

Hierin  bedeutet  n  die  pro  Längeneinheit  erforderliche  Anzahl 
der  Nietbolzen  für  eine  an  derselben  Stelle  der  Blech  wand  be- 
findliche horizontale  Nietfnge. 

Bei  dem  in  §  32  als  zweites  Zahlenbeispiel  berechneten  Blechbalken 
auf  drei  Stützen  war  A-slOOOO»",  6  =  24«»  i?"«  256  690  d«»»,  nnd  in 
dem  Yerticalschnitte  anmittelbar  neben  der  Mittelstütze  war  F»  625  000, 
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9)^  =:  12  500  000  000.  Nach  den  Gleichungen  2)  and  3)  des  §  31  haben  die 
Spannungen  der  Blechwand  in  diesem  Verticalschnitte  an  der  Stelle,  wo  ^e 
Blechwand  an  die  Flanschen  grenzt,  die  Werthe: 

625000     _ 
**-  24.10000-2»^^^» 

12  500  000  000 
^       256  690.10  000  '"*'^'' 
und  wenn  man  dieselben  in  Gleichung  5)  snbstitoirt,  so  erh&lt  man  fOr  das 
Verh&ltmss  der  beiden  Nietzahlen  den  Werth: 


i-V 


'+w-''"'- 


Für  dieselbe  Stelle  war  im  vorigen  Zahlenbeispiele  n»» 0,0497  gefunden;  folg- 
lich ist  »'  =  2,118  .  0,0497  «0,105. 

Da  in  der  neutralen  Fasemschicht  9  =  0  ist,  so  wird  für  die  Mitte  der 
verticalen  Nietf uge  v  =  n.  Es  muss  also  die  Zahl  der  Nietbolzen  pro  Längen- 
einheit der  Tcrticalen  Nietfuge  von  der  Mitte  nach  oben  und  unten  hin  all- 
mählich  zunehmen,  und  zwar  von  50  Nietbolzen  pro  Meter  bis  auf  105  Niet- 
bolzen pro  Meter. 

§  35. 
Berechnung  der  Verticalatander. 

In  §  26  und  §  28  wurde  bei  Ableitung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen für  die  Abscheerungsspannungen  und  Nonnalspannungen 
die  Voraussetzung  gemacht:  dass  in  den  Horizontalfugen  die  Nor- 
malspannungen gleich  Null  sind.  Die  in  den  vorstehenden  Para- 
graphen gefundenen  Besultate  sind  daher  nur  dann  als  gültig  zu 
betrachten,  wenn  die  in  Fig.  135  mit  3  bezeichnete  Kraft  überall 
gleich  Null  ist.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  von  welcher  die 
Zulässigkeit  jener  Voraussetzung  abhängt,  hat  man  zunächst  die 
allgemeine  Gleichung  für  3  abzuleiten  und  nachher  in  dieser  Glei- 
chung 3  =  0  zu  setzen. 

Wenn  man  sich  aus  dem  Balken  durch  zwei  nahe  bei  ein- 
ander befindliche  Verticalschnitte  einen  Theil  von  der  Länge  X 
herausgeschnitten  denkt  und  die  algebraische  Summe  der  auf 
dieses  BalkenstQck  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so 
erhält  man  nach  Fig.  152  und  Fig.  153  die  Gleichung: 
1)    0  =  <)  — AF. 

Hierin  bedeutet  Q  die  ganze  Belastung  des  Balkenstückes.  Es 
ist  anzunehmen,  dass  diese  Belastung  nach  irgend  einem  Gesetze 
über  die  Höhe  des  Balkenstücks  vertheilt  ist,  und  von  der  Art 
dieser  Vertheilung  wird  die  Grösse  desjenigen  Belastungstbeils' ab- 
hängen ,  welcher  für  den  in  Fig.  154  dargestellten  oberen  Theil 
von  der  Höhe  w  — y  die  Belastung  bildet.    Dieser  Belastungstheil 
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tr-y 


i< 


e/(y) 


i 


ist  als  eine  Function  von  y  zu  betrachten  und  kann  gleich  Q.fiy) 
gesetzt  werden. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  ganze  verticale  Abscheerungs- 
kraft  V  über  die  Höhe  des  Balkens  sich  vertheilt,  wurde  bereits  in 

§  25  aufgefunden  und 
Fig.  153.  Fig.  1&8.  Fig.  154.   ^  graphisch    dargestellt. 

fF+AK  4aK  f^T(yf  Nach    demselben  (be- 

setze vertheilt  sich 
auch  die  Kraft  r+AF 
über  die  Höhe  des  Ver- 
ticalschnitts ;  folglich 
gilt  dasselbe  Verthei- 
lungsgesetz  auch  fttr 
den  Eraftüberschuss 
AT.  Der  Bruchtheil 
von  AF,  welcher  auf 
den  in  Fig.  164  darge- 
stellten oberen  Theil 
V^  ^Q  ^Q  '  des  Balkenstücks  wirkt, 

ist  daher  ebenfalls  eine 
Function  von  y  und  kann  gleich  A7.  qpfy)  gesetzt  werden.  Wenn 
man  nunmehr  ftlr  diesen  Theil  die  algebraische  Summe  sämmtlicher 
auf  denselben  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung  : 

'    2)     0  =  3.A  +  Q./Cy)-A7.9)(y), 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  Oleichung  1)  ftlr  Ar  zu 
entnehmenden  Werthes  auch  die  Form  geben  kann: 

8)  3.i  =  Q[<iP(y)-/(y)]. 

Wenn  also  3=^®  sein  soll,  so  muss  die  Bedingung  erftlUt  sein: 

4)  f(y)^q>{y\ 
d.  h.  die  Belastung  Q  muss  über  die  Höhe  des  Balkens  nach  dem- 
selben Gesetze  vertheilt  sein,  welches  in  §  25  für  die  Vertheilung 
der  Verticalkraft  V  gefunden  wurde. 

Bei  einem  Blechbalken  darf  die  Verticalkraft  Tals  gleich- 
förmig über  die  Höhe  des  Verticalschnitts  der  Blech  wand  ver- 
theilt angenommen  werden.  Die  Gültigkeit  der  in  Bezug  auf  den 
Blechbalken  gefundenen  Resultate  ist  daher  an  die  Bedingung  ge- 
knüpft: dass  die  einzelnen  Belastungen  desselben  —  sowie  auch 
die  sonstigen  auf  denselben  wirkenden  Verticalkräfte,  wie  z.  B. 

SitUr,  lafai— r-¥iifliainr.  3.A«i.  S 
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Fig.  155. 


die  yertical  aufwärts  wirkenden  Gegendrücke  der  Stützpunkte  — 
gleichförmig  über  die  Höhe  der  Blechwand  vertheilte  Kräfte  bilden. 
Eine  solche  Vertheilang  der  Belastung  Q  würde 
man  annähernd  dadurch  herbeiführen  kOnnen,  dasa 
man  dieselbe  in  n  gleiche  Theile  zerlegt  und  an  dem 
Yerticalstreifen  der  Blechwand  in  verticaler  Reihe 
ebenso  yielb  gleichweit  von  einander  abstehende  Niet- 
bolzen anbringt,  an  deren  jedem  ein  Blechtäfelchen 

mit  dem  Belastungstheile  —  aufgehängt  ist  (Fig.  156). 

Wenn  alsdann  alle  diese  Blechtäfelchen  zu  einem 
Körper  vereinigt  werden,  so  nimmt  derselbe  die  Form 
eines  an  die  Blechwand  genieteten  Verticalständerfr 
an,  welcher  mit  der  Summe  jener  Belastungstheile,  also  mit  dem 
ganzen  Gewichte  Q  belastet  ist,  und  es  kann  nachher  jeder  be- 
liebige Punkt  dieses  Verticalständers  als  Angriffspunkt  jener  Ver- 
ticalkraft  gewählt  werden,  ohne  dass  in  dem  Gesetze  der  Verthei- 
lung  etwas  geändert  wird.    So  z.  B.  dürfte  bei  dem  in  Fig.  16ft 

dargestellten   Blechbal- 
^^'  ken  jene  Bedingung  als 

erftlllt  betrachtet  wer- 
den, obwohl  für  die 
Belastungen  die  obe- 
ren Endpunkte  und  für 
die  Gegendrücke  der 
Stützpunkte  die  unteren  Endpunkte  der  betreffenden  Yertical- 
ständer  die  unmittelbaren  Angriffspunkte  bilden. 

Die  Stärke  des  (prismatisch  vorausgesetzten)  Verticalständers 
muss  so  gewählt  werden,  dass  an  der  Stelle  des  Angriffspunktes 
der  betreffenden  Verticalkraft  die  Spannung  pro  Flächeneinheit 
des  Querschnitts  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung  wird. 
Die  erforderliche  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  den  Vertical- 
ständer  mit  der  Blechwand  verbinden,  findet  man  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  indem  man  die  Summe  der  Abscheerungswiderstände 
aller  dieser  Nietbolzen  gleich  der  Verticalkraft  setzt,'  welche  die- 
selben in  Anspruch  nimmt 

Bei  dem  in  §  32  und  §  34  als  Beispiel  gewählten  Blechbalken  auf  drei 
Statzen  betrug  der  Gegendruck  der  Mittelsttttze  1  250  000  Kil.  Da  diese  Kraft 
an  der  ünterkante  des  Balkens  ihren  Angriffspunkt  hat,  so  muss  über  der 
Mittelstütze  ein  Verticalständer  angebracht  werden,  und  wenn  die  practisch 
zulässige  Druckspannung  gleich  6  Kil.  gesetzt  wird,  so  muss  die  Querschnitts- 


1  1  i 


t 


I  1  1 
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flache  dieses  YerticalstäDders ^ <=  208300  Quadratmillimeter  enthalten. 

Die  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  diesen  Yerticalständer  mit  der  Blechwand 
verbinden,  ist  auf  ähnliche  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu  berechnen 
ans  der  Gleichung: 

n.^.  ^j-  — 1250  000, 

und  wenn  man  wieder  5  »4  Eil.,  ^»20'"'"  setzt,  so  erh&lt  man  fQr  die  erfor- 
derliche Nietzahl  den  Werth: 

4.1250  000       ^^-„ 
»-4.20>.M4"^^^>^-      . 

§  36. 

Br9ckenbalken  auf  drei  StQtzen.    Berechnung  der  grössten  vertioalen  Abschee- 

ningskräfte  mit  Beröcksichtiflung  der  mobilen  Belastung. 

In  §  34  wurde  bei  Berechnung  der  erforderlichen  Nietzahlen 
eine  gegebene  constante  Belastong  vorausgesetzt.  Wenn  ausser 
einer  solchen  permanenten  Belastung  noch  eine  (veränderliche) 
mobile  Belastung  vorhanden  ist,  so  hat  man  die  Berechnung  der 
ftir  eine  bestimmte  Nietfugenstrecke  erforderlichen  Anzahl  von 
Nietbolzen  stets  unter  Voraussetzung  des  ungünstigsten  Belastungs- 
zustandes auszuführen,  d.  h.  man  hat  zuvor  denjenigen  Belastungs- 
zustand aufeusuchen,  b^  welchem  die  Abscheerungswiderstände 
der  an  jener  Stelle  befindlichen  Nietbolzen  am  stärksten  in  An- 
spruch genommen  werden.  Bei  den  horizontalen  Nietfugen  sind 
es  lediglich  die  horizontalen  AbscheerungskräftC;  welche  die  Ab- 
scheerungswiderstände der  Nietbolzen  in  Anspruch  nehmen,  und 
da  ftir  den  Blechbalken  (nach  §  25): 

1)    ^  =  gs  =  -|l 

zu  setzen  ist,  so  würde  man  bei  der  Berechnung  der  Nietzahl  für 
die  horizontale  Nietfuge  zuvor  denjenigen  Belastungszustand  auf- 
zusuchen haben,  bei  welchem  die  Grösse  V  an  der  betreffenden 
Stelle  ihren  Maximalwerth  annimmt. 

Fär  den  Blechbalken  auf  drei  Sttltzen  kann  man  bei  dieser 
Untersuchung  die  (schon  in  Fig.  60  ausgeführte)  graphische  Dar- 
stellung der  von  einer  Einzellast  Q  hervorgebrachten  Biegungs- 
momente benutzen,  insofern  man  mit  Benutzung  der  Gleichung  1) 
des  §  15  aus  jener  Figur  unmittelbar  die  graphische  Darstellung 
der  von  jener  Belastung  hervorgebrachten  verticalen  Abscheerungs- 
kräfte  ableiten  kann.  Wenn  man  sich  den  Angriffspunkt  der  Ejrafi; 
Q  allmählich  von  einem  Endpunkte  des  Balkens  bis  zum  anderen 
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Endpunkte  fortrückend  und  sich  zugleich  für  jede  Lage  desselben 
die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  (Fig.  157  und 
Fig.  158),  sowie  die  aus  derselben  abzuleitende  graphische  Dar- 


Fig.  158. 


Stellung  der  verticalen  Abscheerungskräfte  (Fig.  169  und  Fig.  160) 
ausgeführt  denkt,  so  kann  man  auf  solche  Weise  leicht  diejenigen 
Strecken  ermitteln,  deren  Belastungen  positive  Beiträge  liefern 
zu  der  verticalen  Abscheerungskraft  an  einer  bestimmten  Stelle  M^ 
und  diejenigen  Strecken,  deren  Belastungen  negative  Beiträge  zu 
derselben  liefern.  Man  erkennt  alsdann,  dass  es  die  in  Fig.  161 
und  Fig.  162  dargestellten  Belastungszustände  sind,  bei  denen  die 
von  der  mobilen  Belastung  an  der  Stelle  M  hervorgebrachte  ver- 
ticale  Abscheerungskraft  Vq  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum 
wird.    Nach  Fig.  162  ist: 

2)       F'g(inln)  =  —  K 

ZU  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  K  den  aus  der  Gleichung  22)  des 
§  10  zu  berechnenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  dieGleichung: 


3) 


^(.in, ■^{^-^^T'^^^T-t]' 
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Für  das  Maximum  der  Grösse  Vg  ergiebt  sich  aus  Fig.  161  zunächst 
der  Ausdruck  : 

4)     F,(^)  =  qx  —  D. 
Der  Gegendruck  der  Endstütze  ist  wieder  nach  der  in  §  10  er- 
klärten Methode  zu  berechnen  und  hat  die  Grösse: 


5) 


D-i,l-K-±,l-^{l-l,^  +  iO^-^}. 


Fig.  168. 


=     0 


V. 


(mU) 


^0,4375 
ql 

-^%!Ü  =  0,0625 
gl 


4 
0,2263 

0,1013 


il  = —0,375  —0,125 
pl 


i.,l 


and  wenn  man  diesen 
Aasdruck  sabstitairt  in 
der  vorigen  Gleichung, 
80  erhält  man  ftlr  die 
Grösse  F,(„„)  denWerth: 
6)     F,(„„)  = 

161   ^       /•        t'i 

Wenn  mit  p  die  per- 
manente Belastung  pro 
Längeneinheit  und  mit 
Vp  der  Beitrag  bezeich- 
net wird,  welchen  za 
der  ganzen  verticalen 
Abscheerungskraft  an 
der  Stelle  M  die  perma- 
nente Belastung  liefert, 
so  ist  (nach  §  10): 


8 
0,1492 

0,1492 


7) 


Vp'=pa;  —  -^pt. 


Aus  den  Gleichungen 
pj  3),  6),  7)  ergeben  sich 
die  in  nachfolgender  Ta- 
belle  zusammengestell- 
ten Zahlenwerthe: 


2 

0,0898 

0,2148 


-T  1. 


0,0193 
0,3943 


0,625, 


0      -1-0,125  +0,375   -f  0,625. 
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Fig.  166. 


Die  Gesetze,  nach 
welchen  die  drei  Grös- 
sen  rg(min)>    ^^g(max)>    *  p 

mit  ^  sich  ändern,  sind 
resp.  in  den  Figuren 
168,  164,  166  für  die 
eine  Hälfte  des  Balkens 
graphisch  dargestellt. 
Die  ganze  verticale  Ab- 
scheerungskraft  K  setzt 
sich  aas  den  zwei  Bei- 
trägen Vq  und  Vp  zu- 
sammen.   Es  ist  also: 

8)  ^(min)  =  ^j(miJi)  +  ^/>, 

9)  F(nuut)=^3(m»x)  +  ^p. 

Die  graphische  Dar- 
stellung des  Gesetzes, 
nach  welchem  Fjmin )  mit 
a:  sich  ändert  (Fig.  166), 
kann  man  aus  den 
beiden  Figuren  163  und 
165  in  der  Weise  ab- 
leiten, dass  man  an 
jedemPunkte  der  Hori- 
zontalen eine  Ordinate 
errichtet,  welche  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  aus  jenen  beiden  Figuren  für  diese 


Fig.  168. 


Stelle  zu  entnehmenden 
Ordinaten  ist 

Auf  gleiche  Weise  ist 
die  graphische  Darstel- 
lung der  Grösse  Ffmax) 
aus  den  beiden  Figu- 
ren 164  und  166  abzu- 
leiten (Fig.  167).  Wenn 
man  endlich  noch  das 
Gesetz,  nach  welchem 
das  Maximum  des  ab- 
soluten Werthes  von  V 
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mit  X  sich  ändert ,  graphisch  darstellen  will  (Fig.  168}^  so  hat 
man  an  jedem  Punkte  der  Horizontalen  eine  Ordinate  zn  errichten, 
welche  so  gross  ist  wie  die  grossere  von  den  beiden  ans  Fig^  166 
und  Fig.  167  fttr  diese  Stelle  zn  entnehmenden  Ordinaten. 

§  37. 

Berechnung  des  grSesten  Biegungsmoments  fGr  Jede  Stelle  des  BrQckenbalkens 

auf  drei  StOtien. 

Nach  §  10  (Gleichung  17}  erhält  man  für  den  Gegendruck 
der  linksseitigen  Endsttttze  bei  dem  in  Fig.  169  dargestellten  Be- 
lastungszustande,   indem   man  abkttrzungs weise   das  Verhältniss 

—  s=  ^  setzt,  die  Gleichung: 

1)  X--^  (4-5(^  +  9)'). 

Um  diejenige  Stelle  zu  finden,  an  welcher  das  Biegungs- 
moment gleich  Null  ist,  hat  man  in  der  Gleichung: 

2)  {s=Q{%  —  x)  —  K% 

fflr  K  den  obigen  Werth  zu  substituiren  und  die  Gleichung  als- 
dann ftir  z  aufzulösen.  Wenn  man  abkürzungsweise  das  Verhält- 
niss -r^^^  9i^\nX^  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  ergeben  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

9>  =  0       0,1        0,2        0,3        0,4        0,5        0,6        0,7        0,8        0,9        1, 

V  =  0,8    0,802    0,806    0,815    0,826    0,842    0,862    0,887    0,917    0,955     1, 

^=1        0,875    0,752    0,632    0,516    0,406    0,304    0,211     0,128    0,057    0. 

Wie  man  nach  Gleichung  3)  für  jede  Lage  der  Belastung  Q 
diejenige  Stelle  finden  kann,  an  welcher  dieselbe  das  Biegungs- 
moment SOt  «=  0  hervorbringt,  so  kann  man  diese  Gleichung  auch 
umgekehrt  in  der  Form: 

dazu  benutzen,  um  diejenige  Stelle  M  zu  finden,  an  welcher  das 
irewicht  Q  aufgehängt  werden  muss,  wenn  an  einer  bestimmten 
gegebenen  Stelle  N  das  von  demselben  hervorgebrachte  Biegungs- 
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moment  SW  gleich  Null  werden  soll.  Aus  der  graphischen  Dar- 
stellung der  Biegungsmomente  erkennt  man,  dass  Wl  einen  posi- 
tiven Werth  annehmen  wttrde,  wenn  der  Auf  hängepunkt  M  weiter 
links  läge,  und  dass  SDt  negativ  wird,  wenn  der  Punkt  M  etwas 

nach  rechts  versehe- 
Flg.  169.  y^^^  ^^j    Hieraus  er- 

^   .j  I  +      giebt  sich,  dass  alle Be- 

-,     _  lastungen  der  Strecke 

-4if  positive,  alle  Be- 
lastungen der  Strecke 
CM  dagegen  nega- 
tive Beiträge  zu  dem 
an  der  Stelle  N  hervor- 
gebrachten Biegungs- 
momente SOt  liefern 
würden.  Wenn  man 
femer  berücksichtigt^ 
dass  nach  Fig.  158  jede 
Belastung  der  rechts- 
seitigen Balkenhälfte 
BC  einen  positiven 
Beitrag  zu  dem  Bie- 
gungsmomente SOt  lie- 
fert, so  erkennt  man, 
dass  es  die  in  Fig.  170 
und  Fig.  171  dargestell- 
ten Belastungszustände 
sind,  für  welche  das  von  der  mobilen  Belastung  hervorgebrachte 
Biegungsmoment  SDl^  an  der  Stelle  N  resp.  ein  Maximum  und  ein 
Minimum  wird. 

Wenn  i//™0,8  ist,  so  wird  ^==0,  d.h.  wenn  -4iV=0,8./ 
ist,  so  fällt  der  Grenzpunkt  M  mit  dem  Endpunkte  A  zusammen, 
und  die  Strecke  AM^^a;  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  Null. 
Letzteres  findet  auch  dann  statt,  wenn  ^iV<  0,8  .  /  ist,  da  in 
diesen  Fällen  für  die  Grösse  (p  ein  imaginärer  Werth  aus  Glei- 
chung 4)  sich  ergeben  wttrde. 

Nach  Fig.  170  und  Fig.  171  sind  nunmehr  resp.  das  Maximum 
und  das  Minimum  des  allein'  von  der  mobilen  Belastung  an  der 
Stelle  N  hervorgebrachten  Biegungsmoments  zu  berechnen  aus  den 
Gleichungen: 
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5)  aR,(„ax)  =  ?^(^-f)-ü:^, 

6)  m,,uä,^^-^^^=^-Kz, 

in  welchen  für  K  der  dem  jedegmaligen  Belastnngszostande  ent- 
sprechende Werth  zu  snbstitniren  ist. 

Um  das  Maximnm  and  das  Minimum  des  ganzen  Biegnngs- 
moments  3ß  zn  erhalten,  hat  man  zu  den  obigen  Werthen  noch 
die  Grösse: 

7)  m,^^-lpl.z 

als  den  von  der  permanenten  Belastung  zu  dem  Biegungsmomente 
9R  gelieferten  Beitrag  hinzu  zu  addiren. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


f-o 

3 

8 

7 
16 

1 
2 

3 
4 

0,8 

1 

qr 

3 
128 

7 
256 

1 
32 

3 
64 

0,05 

1 
8 

ql' 

3 
32 

49 
512 

3 
32 

3 

64 

0,03 

0 

^-«- 

9 
128 

35 
512 

1 
16 

0 

+  0,02 

+i 

Die  Gesetze,  nach  welchen  die  Grössen  3W,(max),  ÜÄ^dnin),  ÜKp 
mit  s  sich  ändern,  sind  resp.  in  den  Figuren  172,  173,  174  gra- 
phisch dargestellt.  Wenn  man  die  letztere  das  eine  Mal  mit 
Fig.  172,  das  andere  MsJ  mit  Fig.  173  zusammensetzt  in  der  Weise, 
dass  man  die  Ordinaten  mit  Berücksichtigung  ihres  Vorzeichens  zu 
einer  algebraischen  Summe  vereinigt,  so  erhält  man  die  graphi- 
schen Darstellungen  der  beiden  Grössen: 

8)      aR(m«)=9»p  +  a»,(„ax), 

9)  2»(miB)  =  aÄp-f  aÄ,(»i„), 

und  wenn  man  endlich  von  den  absoluten  Werthen  dieser  letzteren 
beiden  Grössen  jedesmal  den  grösseren  auswählt,  also  an  jedem 
Punkte  der  Horizontalen  eine  Ordinate  errichtet,  welche  den  grös- 
seren der  beiden  absoluten  Werthe  darstellt,  so  erhält  man  die  in 
Fig.  176  ausgeführte  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach 
welchem  das  Maximum  des  absoluten  Werthes  von  3)t  mit  ^  sich 
ändert. 
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Fig.  172 


Die  beiden  Figuren  168 
und  176  würde  man  nun- 
mehr bei  Berechnung  der 
erforderlichen  Nietzahlen 
in   der  Weise   benutzen 
können,  dass  man  in  den 
Gleichungen  des  §  34  für 
die    Grössen  S5    und  ® 
ihre  Maximalwerthe  ein- 
setzt —  diejenigenWerthe 
nämlich,  welche  den  aus 
jenen  beiden  Figuren  zu 
entnehmenden   Maximal- 
werthen  der  Grössen  V 
und  SDt  entsprechen.  Zwar 
würde   man    hinsichtlich 
der  verticalen  Nietfugen 
hierbei  einen  kleinenFeh- 
1er  begehen,  insofern  — 
wie  die  Vergleichung  der 
Figuren  170,  171  mit  den 
Figuren  161,  162  zeigt  — 
es  nicht  ein  und  derselbe 
Belastungszustand  ist,  bei 
welchem  die  Grössen  V 
und    SR    ihre    Maximal- 
werthe   annehmen.     In- 
dessen   wird    bei    prac- 
tischen  Anwendungen  die- 
ser Fehler  keinen  nach- 
theiligen Einfluss  haben, 
da  die  auf  solche  Weise 
berechneten     Nietzahlen 
fttr  die  verticalen  Niet- 
fugen etwas  grösser  aus- 
fallen werden,  als  diesel- 
[al*  ben   in  Wirklichkeit   zu 
^       sein  brauchen. 
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Beredmong  des  Material-Aufi^andes  für 
Blech-  und  Gitter-BrückeiL 


§  38. 
Erklärung  der  anzuwendenden  Berechnungs-MethMle. 

Bei  einem  Blechbalken  von  geringer  Stärke  der  Blechwand 
und  geringer  Höhe  des  Flanschenqnerschnitts  darf  man  —  wie  im 
vorigen  Abschnitte  gezeigt  wnrde  —  annäherangsweise  annehmen, 
dass  es  ansschliesslich  die  Blechwand  ist,  welche  dnrch  die  ver- 
ticale  Abscheerongskraft  V  in  Ansprach  genommen  wird,  und  dass 
diese  Kraft  gleichförmig  über  die  Höhe  des  Verticalschnitts  der 
Blechwand  sich  vertheilt. 

Denkt  man  sich  zwischen  die  beiden  Flanschen  des  Blech- 
balkens statt  der  Blech -Wand   eine  Gitter- Wand  eingeschaltet 

(Fig.  176),  so  überzeugt  man 
*      '  sich  leicht,   dass  in  diesem 

Falle  die  Verticalkraft  FZug- 
nnd  Druck -Widerstände  in 
den  vom  Verticalschnitte  ge- 
troffenen Gitterstäben  hervor- 
ruft, und  dass  die  verticalen 
Seitenkräfte  dieser  Wider- 
stände in  ihrer  Gesammtheit 
eine  ähnliche  Wirkung  haben,  wie  die  Abscheerungswiderstände 
der  Blechwand. 

Je  kleiner  die  (in  Fig.  176  mit  l  bezeichnete)  Horizontal- 
Projection  des  einzelnen  Gitterstabes  im  Verhältniss  zur  ganzen 
Lange  des  Gitterbalkens  ist,  um  so  kleiner  wird  der  Fehler  sein, 
den  man  begeht,  indem  man  auf  die  in  Fig.  177  angedeutete 
Weise   die   einzelnen  Gitterstäbe  gruppenweise  einander  näher 
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gerückt  und  nachher  die   zu  einer  und  derselben  Gruppe   ge- 
hörigen Gitterstäbe   zu   einem  Stabe   zusammengeschweisst  sich 

denkt    (Fig,  178).     Fttr    die 
Fig.  177.  ^ 


Vf 


Zug-  und  Druck- Widerstände 
der  in  ihrem  Ereuzungspunkte 
durch  den  Verticalschnitt  ge- 
troffenen beiden  Stäbe  ergiebt 
sich  nunmehr  aus  Fig.  178  die 
Gleichung: 

1)    2Ä:sina  =  F,  oder: 

2  sm  a 
Wenn  also  mit  5  die  prac- 
tisch  zulässige  Spannung  (pro 
Flächeneinheit  der  Quer- 
schnittsfläche) bezeichnet 
wird,  so  ist: 

^^    ^~  5  ~  25sina 
die  erforderliche  Querschnittsfläche  jedes  der  beiden  Gitterstäbe, 
und  da  ein  jeder  die  Länge hat,  so  ergiebt  sich  fttr  den 

körperlichen  Inhalt  der  beiden  Stäbe   zusammengenommen  der 
Werth: 

3)  G  =  2F^ -c-r^ c^^t     - 

cos  a        o  sm  a  cos  er        o  sm  2a 

Wenn  es  statt  der  Gitter- Wand  eine  Blech- Wand  wäre, 
welche  die  verticale  Abscheerungskraft  aufzunehmen  hätte,  so 
würde  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  derselben  nicht  gleich- 
zeitig auch  Biegungsspannungen  stattfinden,  fttr  die  erforderliche 
verticale  Querschnittsfläche  derselben  den  Werth: 

V 

4)  q>  =  ^ 

erhalten,  und  es  würde  unter  der  genannten  Voraussetzung  fttr 
die  Strecke  A  eine  Materialmenge  erforderlich  sein  von  der  Grösse: 

VI 

5)  B^q>l  =  ~ 

Aus  den  beiden  Gleichungen  3)  und  5)  ergiebt  sich  lEttr  das 
Verhältniss  der  beiden  Materialmengen  G  und  B  der  Werth: 
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6)    *  =  -&- 


sin  2  a 


Fig.  179. 


TT^ 


-J^l 


"^+i 


Die  Berechnung  der  erforderlichen  Materialmenge  für  die 
Gitterwand  eines  OitterbalkcDS  kann  mit  Hülfe  dieser  Gleichang 
zortlckgefllhrt  werden  anf  die  im  vorigen  Abschnitte  entwickelte 
Theorie  der  Blechträger,  nnd  es  ergiebt  sich  ans  obiger  Gleichang 
die  folgende  Methode  der  Berechnung  : 

Man  berechnet  zunächst  die  Materialmenge,  welche  zu  der 
Blechwand  in  dem  Falle  erforderlich  sein  würde,  wenn  dieselbe 
an  den  Biegongsspannnngen  nicht  theilnähme  —  also  ausschliess- 
lich auf  Abscheemng  in  Anspruch  genommen  würde.  Den  auf 
solche  Weise  gefundenen  Wertihi  multiplicirt  man  alsdann  mit  dem 
Coefficienten  k^  dessen  Grösse  von  dem  Neigungswinkel  der  Gitter- 
stäbe abhängt  und  nach  Gleichung  6) 
berechnet  werden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Anzahl  der 
Gitterstäbe  unendlich  gross  und  als- 
dann die  Gitterstäbe  zu  einer  massiven 
Blech  wand  zusammengeschweisst,  so 
erkennt  man,  dass  die  auf  solche  Weise 
gefundene  Materialmenge  auch  fttr  die 
Blechwand  eines  Blechbalkens  eine  ausreichende  Grösse  besitzen 
würde.  In  solchen  Fällen  also,  wo  es  sich  nur  um  die  Berech- 
nung eines  vorläufigen  Annäherungswerthes  der  Materialmenge 
handelt,  ist  es  nicht  erforderlich,  zwischen  Gitterbalken  und  Blech- 
balken einen  Unterschied  zu  machen. 

Zu  denselben  Resultaten  ^e  oben  würde  man  auch  gelangt  sein,  wenn 
man  statt  der  verticalen  Abscheerungskraft  die  horizontale  Abscheemngs- 
kxaft  als  Ausgangspunkt  für  die  Rechnung  gew&hlt  hätte.    Nach  §  24  und 

Fig.  176  hat  die  horizontaTe  Abscheerungs- 
Fig.  180.  kraft  pro  Längeneinheit  die  Grösse: 

und  da  man  dieselbe  annftheningsweise  als 
l&ngs  der  kleinen  Strecke  X  constant  be- 
trachten darf,  so  ist: 

«)  «^-^-i 

die  Horizontalkraft,  welche  an  dem  oberen 
Terbindnagspunkte  der  beiden  Gitterstäbe  angreifend  die  Zug-  und  Drack- 
Widerstände  in  denselben  herrormft  (Fig.  179).  F&r  die  GrOsse  jedes  dieser 
beiden  Widerstände  ergiebt  sich  aas  Fig.  180  die  Gleichung: 
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9)     2JrcOBa  — —^.A, 

and  nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  K  zu  entnehmenden 
Werthes  erhält  man  fOr  den  Querschnitt  F  die  Gleichung: 

10)    ^-=^«--_.^g__. 

Die  Länge  jedes  Gitterstabes  hat  nach  Fig.  180  die  Grösse  -? — ;  folglich  ist: 

sin  d 

Fig.  181  11)    Q^2fJ^ ^.^^h 

^  sin  a        ^      /S  sin  a  cos  a 

— ' ^"^'^  Um  die  in  Gleichung  5)  mit  B  bezeichnete 

Grösse  zu  berechnen,  würde  man  zunächst 
nach  Fig.  181,  indem  man  mit  b  die  Stärke 
der  Blechwand  bezeichnet: 

ZU  setzen  haben,  woraus  für  die  Grösse  B  als- 
dann der  Werth  sich  ergiebt: 


13)    B.tkX.^.^. 

Indem  man  die  Gleichung  11)  durch  diese  letztere  Gleichung  dividirt,  er- 
hält man  für  den  Coefficienten  k  wie  oben  den  Werth: 
Q  1  2 


14)    k^ 


B       sin  a  cos  a       sin  2a 


§  39. 
Träger  von  constanter  H5he. 

Bei  dem  in  Fig.  182  dargestellten  Balken  auf  zwei  Stützen 
hat  das  Biegnngsmoment  im  Abstände  a^  von  der  Mitte  (nach  §  3) 
die  Grosse: 

1)     m~{p  +  q)i^—Y—)' 

Zu  dieser  Grösse  des  Biegungsmoments  liefert  jeder  Be- 
lastungstheil  ein^  positiven  Beitrag:  das  Hinwegnehmen  irgend 
eines  Theiles  der  Belastung  würde  stets  eine  Verkleinerung  des 
Biegungsmoments  zur  Folge  haben.  Wenn  also  p  die  permanente 
und  q  die  mobile  Belastung  pro  Längeneinheit  bedeutet,  so  stellt 
der  obige  Werth  —  als  derjenige,  welchen  das  Biegungsmoment 
bei  voller  Belastung  des  Trägers  annimmt  —  zugleich  den  grössten 
Werth  dar,  welchen  das  Biegungsmoment  an  jener  Stelle  über- 
haupt erreichen  kann.  Nach  Fig.  183  ist  also  die  Grösse  F^  als 
die  an  dieser  Stelle  erforderliche  Querschnittsfläche  jeder  von  den 
beiden  Gurtungen,  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 
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2)   SFk^m, 
in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung  pro  Flächeneinheit 
des  Querschnitts  bedeutet    Folglich  ist: 

3K  __  (y  +  g)  (^'  —  ^) 

Sk  ~ 


3)    F  = 


2  SA 


Fig.  182. 


Für  die  unendlich  kleine  Strecke  dx  würde  an  dieser  Stelle  zu 

den  beiden  Gurtungen 
zusammen   genommen 
eine  Materialmenge  er- 
forderlich sein  von  dem 
körperlichen  Inhalte: 
4)    dJ,  =  2Fdx. 
\  Die  ganze  zu  den  bei- 
I  den  Gurtungen  erfor- 
1  derliche  Materialmenge 
hat  ^Iso  den  körper- 
lichen Inhalt: 


5)    ^.  =  2/5 


2Fda;. 


Nach  Substitution  des 
oben  für  F  gefundenen  Werthes  nimmt  diese  Gleichung  die 
Form  an:  / 


6) 
7)    J, 


j^^lk+Jlf{l^-a:^)dx,    oder: 


ZSh 


Um  die  Materialmenge  J,  zu  berechnen,  welche  zu  der  Blech- 
wand in  dem  Falle  erforderlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  an 
den  Biegungsspannungen  nicht  theilnähme,  hat  man  zunächst  die- 
jenigen Belastungszustände  aufzusuchen,  bei  welchen  die  yerticale 
Abscheemngskraft  V  an  der  im  Abstände  a:  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Jeder  Be- 
lastungstheil  links  von  der  Stelle  M  liefert  einen  positiven  Bei- 
trag, jeder  Belastungstheil  rechts  von  der  Stelle  M  liefert  einen 
negativen  Beitrag  zu  der  an  dieser  Stelle  hervorgebrachten  ver- 
ticalen  Abscheerungskraft.  Es  sind  also  die  in  Fig.  184  und  Fig.  185 
dargestellten  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Grösse  Vq  — 
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als  die  von  der  mobilen  Belastung  allein  hervorgebrachte  verticale 
Abscheerungskraft  —  resp.  ein  Maximam  and  ein  Minimum  wird. 
Nach  Fig.  186  und  Fig.  187  ist: 


8)     V, 


q{ma)  • 


H 47 — '      y)    ^^2(iDi»)  = 47 — 

Die  permanente  Belastung  liefert  zu  der  verticalen  Abscheerungs- 
kraft den  Beitrag: 

10)     Vp^+px, 
Da  die  Grösse  w  hier  als  positiv  vorausgesetzt  wird,  so  hat  der 

Fig.  184.  Fig.  186. 

\    1 


Ux 


gM) 


Fig.  18«. 


l^x 


^M 


Fig.  187. 


?H 


grösste  absolute  Werth,  welchen  die  verticale  Abscheerungskraft 
an  jener  Stelle  annehmen  kann,  die  Grösse: 


11)     v=px  + 


AI 


Wenn  also  die  Blech  wand  an  den  Biegungsspannungen  nicht 
theilnähme,  so  wttrde  die  Grösse  b^  als  die  an  jener  Stelle  er- 
forderliche Stärke  dieser  hypothetischen  Blechwand,  zu  bestimmen 
sein  aus  der  Gleichung: 

12)    S*A=F, 
aus  welcher  man  fUr  den  Verticalschnitt  der  Blechwand  den  Werth 
erhält: 

Id)     öh-  g-   ^    +      ^^^ 

Die  ganze  Materialmenge,  welche  unter  obiger  Voraussetzung 
zu  der  Blechwand  erforderlich  sein  wttrde,  hat  also  den  körper- 
lichen Inhalt: 
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i  i 

14)    J,  =  %fbhix  =  2/]^  +  ^ ^''^f] dx,    oder: 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Kegel  hat  man 
diesen  Werth  noch  mit  dem  Goefficienten  k  zn  moltipliciren,  um 
die  zur  Blech-  oder  Gitter- Wand  wirklich  erforderliche  Material- 
menge zu  erhalten.  Die  zu  dem  ganzen  Träger  wirklich  erforder- 
liche Haterialmenge  hat  also  den  körperlichen  Inhalt: 

16)    J=J,  +  kJ^. 
Nach  Substitution  der  oben  für  die  Grössen  J^  und  J^  gefandenen 
Werthe  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

">   --^^+*(^  +  T^)- 
Wenn  man  hierin  2  /  «s  X  und  -t~  =  ^  setzt,  so  kann  man  dieser 
Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

18)    J^-^{{^n  +  &k)p  +  {An  +  7k)gy 

Nach  den  Gleichungen  6)  und  14)  des  vorigen  Paragraphen 
wird  A  =  2,  wenn  a  =-  45"  ist.  Wenn  man  ausserdem  «  —  10  setzt, 
so  erhält  man  für  einen  Träger,  dessen  Länge  das  Zehnfache  der 
Höhe  ist,  den  Werth: 


^^^  ^^^{^^p+^^^y 


Anstatt  bei  der  Berechnung  der  Grösse  J^  von  der  verticalen  Abschee- 
mngskraft  V  auszugehen,  h&tte  man  auch  die  horizontale  Ahscheerungskraft 

-g^  als  Ausgangspunkt  w&hlen  können.   Bei  dem  in  Fig.  188  dargestellten  Be- 

lastungsznstande  ist  nach  Fig.  189: 

20)    ÄA— If  (/-a:),     Oder:      21)    ^ ^. 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  qdz  statt  Q  setzt  und  alsdann 
zwischen  den  Grenzen  z-^O  und  z^l  +  x  integrirt,  so  erh&lt  man  fOr  den 
gröBsten  negativen  Werth,  welchen  die  von  der  mobilen  Belastung  allein  her- 
vorgebrachte horizontale  Ahscheerungskraft  annehmen  kann,  die  Gleichung: 

22)     4£(-i.) fj^^-lSLtJ^. 


-ß 


0 
Kittox    IngtAlav-Meeluuiik.  2.  Aufl.  9 
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Die  St&rke  bq,  welche  die  hypothetische  Blechwand  haben  müsste,  wenn 
nur  die  mobile  Belastung  vorhanden  wSre,  ist  also  zu  bestimmen  aus  der 

Gleichung: 
Fig.  188. 

2z 


'<n 


Z T 1-%' 


-X- — -1- l-x- 


Q 


JU 


Die  Stärke  &p,  welche  er- 
forderlich sein  würde,  wenn 
nur  die  permanente  Be- 
lastung Yorhanden  wäre^ 
ist  zu  berechnen  aus  den 
Gleichungen : 

24)    5A=p(^^), 


i2l 


Fig.  189. 


25) 


dH px 

dx  ^        Ä  ' 


26)    5.^p.l  =  -^. 

Die  in  Gleichung  12) 
mit  h  bezeichnete  Grösse 
ist  gleich  der  Summe 
b^  +  hq  zu  setzen.  Nach 
Substitution  der  für  diese 
beiden  Grössen  aus  den 
Gleichungen  26)  und  23)  zu  entnehmenden  Ausdrücke  erh&lt  man  für  den  Yer- 
ticalschnitt  der  Blechwand  wiederum  den  schon  in  Gleichung  13)  gefundenen 
Werth:  _  ,     ^, 

bh^(b,  +  b,)h^£^^^^^±^ 


^ff 


27) 


46'/ 


§  40. 
Träger  mit  conetanten  Horizontalspannungen  der  Gurtungen. 

(Parabolischer  Träger.) 

Bei  dem  in  Fig.  190  dargestellten  Träger  sind  die  horizon- 
talen Seitenkräfte  der  Spannungen  in  den  Gurtnngen  nach  Fig.  191 
zn  bestimmen  aas  der  Gleichung: 


1)    Hu 


Wenn  mit  ^o  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  Grösse 
£  fttr  o?  -»  0  annimmt,  so  ist: 

2)    ^.A-4- 

Durch  Gleichsetzung  der  aus  diesen  beiden  Gleichungen  resp. 
für  die  Grössen  H  und  ^o  zu  entnehmenden  Werthe  erhält  man 
die  Gleichung: 
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3) 


u 

T 


-x" 


/* 


als  Bedingung,  welche  erfllllt  sein  mnss,  wenn  H  eine  von  x 
nnabhtogige  constante  Grösse  ^  and  demgemäss  die  horizontale 

dB 
Fig.  190. 


Abscheemngskraft 


dx 


überall  gleich  Nall  sein 
soll.  Die  obige  Glei- 
chung nimmt  nach  Sub- 
stitution des  Werthes 
A — w— y  die  einfiachere 
Fonn  an: 

4)     y.=^. 

Wenn  man  hierin 
A  =  Aj  -f-  Aj  und  y  == 
Hx  +yj  setzt,  so  er- 
kennt man,  dass  dieser 
Bedingung  auf  die  in 
Fig.  192  angegebene 
Weise  Genüge  geleistet 
werden  kann,  sobald  die 
Formen  der  beiden  Bögen  den  Parabel-Gleichungen  entsprechen: 

^  ,       -^     yj  _  ^ . 


5)  y^^^ 


und       6) 


h,        /»' 


denn  man  erhält  durch  Verbindung  derselben  wiederum  die  mit 
der  obigen  Bedingung  übereinstimmende  Gleichung: 

7^    yi+y«^^^y 
'>    A,+A,      n      h 

Bei  einem  solchen  Träger  mit  parabolisch  gekrümmten  Gurtungen 


Fig.  192. 


würde  man  also,  wenn 
derselbe  stets  nur.  eine 
gleichförmig  über  die 
Horizontal-Projection 
yertheilte  Belastung  zu 
tragen  hätte,  die  Blech- 
oder Gitterwand  zwi- 
schen den  beiden  Gur- 
tongen ganz  fortlassen  dürfen.  Jeder  von  den  beiden  Bögen  würde 
in  diesem  Falle  als  eine  in  ihrer  Gleichgewichtslage  befindliche 

9* 


Digitized  by 


Google 


132 


Dritter  Abschnitt.  §40. 


Tollkommen  biegsame  Kette  betrachtet  werden  können ,  deren 
Spannung  an  jeder  Stelle  eine  Kraft  bildet,  welche  mit  der  Tan- 
genten-Richtnng  daselbst  zusammenfällt  Für  die  constante  hori- 
zontale Seitenkraft  dieser  Spannung  ergiebt  sich  aus  Gleichung  2) 
der  Werth: 

und  da  in  der  Mitte  des  Trägers  die  verticalen  Seitenkräfte  der 
Bogenspannungen  gleich  Null  sind,  so  ist  der  an  dieser  Stelle  er- 
forderliche Querschnitt  jedes  der  beiden  BOgen  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

•     ^    ^"        S        2AS' 
in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung  pro  Flächenein- 
heit des  Querschnitts  be- 
deutet. 

Im  Abstände  o?  von  der 
Mitte  hat  nach  Fig.  198 
die  Spannung  des  oberen 
Bogens  die  Grösse: 

10)    ü;  =  ^ 


cos  a^ 
erforderliche  Querschnitt 


Wenn  also  mit  F  der  an  dieser  Stelle 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

^^^     F,       H       cos«, 
zu  setzen,  und  der  Yerticalschnitt  des  Bogens  an  dieser  Stelle  hat 
p.    j^^  nach  Fig.  194  die  Grösse: 

VF  12)     f/=- 

■■■' iV 


F 

^  0  ^_. 


cosa, 

.       ^0  (1  +  tg  aj). 
COS  a*  "         '    ^     *' 

Für  tga,  erhält  man  nach 

Gleichung  5),  indem  man 

dieselbe  differenziirt,  den 

Werth: 


13) 


t«öi, 


dx  n 

und  nach  Substitution  desselben  nimmt  die  vorhergehende  Gleichung 
die  Form  an: 
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14)  U^F,(l  +  ^!^y 

Der  körperliche  Inhalt  der  zu  dem  oberen  Bogen  erforderlichen 
Materialmenge  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

i*  I 

15)  J,^2Jüdx  =  2FMl+-^^^yx,    oder: 

0  0 

16)  J.  =  2F.(/  +  ^). 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  fUr  die  zu  dem  unteren  Bogen 
erforderliche  Materialmenge  die  Gleichung: 


17)    J.==2F.(/+^). 


Wenn  man  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  fttr  F^  den 
in  Gleichung  9)  gefundenen  Werth  substituirt,  so  erhält  man  durch 
Addition  derselben  fbr  die  zu  beiden  Bögen  zusammengenommen 
erforderliche  Materialmenge  die  Gleichung: 


18) 


-.+-.-I^Hi(^4^)}- 


§  41. 

BereelmaBg  der  für  die  Blech-  oder  Gitter-Wand  dee  parabolisoheii  Trigers 

erforderilclien  Materialmeime. 

Wenn  zu  der  permanenten  Belastung  noch  mobile  Belastungen 
hinzukommen,  so  werden  die  Abscheerungswiderstände  der  zwischen 
die  beiden  Bogen  einzuschaltenden  Blech-  oder  Gitter- Wand  in  An- 
spruch genommen.  Nach  Fig.  195  und  Fig.  196  sind  die  von  dem 
Einzelgewichte  Q  hervorgebrachten  Horizontalspannungen  der  Bögen 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)    Hu^-^H-a;), 

welche  für  H  aufgelöst  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  flir  u  zu  entnehmenden  Werthes  die 
Form  annimmt: 

Die  von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  horizontale  Ab- 
scheerungskraft  pro  Längeneinheit  hat  also  die  Grösse: 
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3) 


dH 


Qh 


dx  2A(/  +  a?f 

Diese  Gleichang  zeigt,  das  jede  Belastung  links  von  dem  Vertical- 


Fig.  195. 


;-.-„ — I — ^^^..-.,i— j 


Fig.  198. 


0  und  Ä  =  /  +  ;i?  zu  integriren. 


4) 


dB 


5) 


dx 
dH 


(min)  I 


■/- 


—  qdz  .Is 


schnitte  einen  negati- 
ven Beitrag  zu  der  an 
dieser  Stelle  hervorge- 
brachten horizontalen 
Abscheemngskraft  lie- 
fert. Um  den  grössten 
negativen  Werth  zu  er- 
halten,  welchen  -j-^ 

unter  Einwirkung  der 
mobilen  Belastungen 
annehmen  kann,  hat 
man  qdz  statt  Q  zu 
setzen  und  alsdann  auf 
der  rechten  Seite  zwi- 
schen den  Grenzen 
Es  ist  also: 


2h{l-\-xy 


4' 


zdzy  oder: 


(min)  =  — 


2A(/  +  a?)* 

iL. 

dw  4A 

Die  Wirkung  eines  rechts  von  dem  Verticalschnitte  ange- 
brachten Einzelgewichts  Q  ist  nach  Fig.  197  und  Fig.  198  auf  ana- 
loge Weise  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

5«  =  4f  (/  +  .),    oder:    H^-^^^ 


6) 


und: 


7) 


dH 


2h{l  —  xf 

Jede  Belastung  rechts  von  dem  Verticalschnitte  liefert  also 
einen  positiven  Beitrag  zu  der  horizontalen  Abscheerungskraft. 

Folglich  ist  der  grösste  positive  Werth  von  -j-  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 


t  =  l^x 


l-x 


8) 


dH 
dx 


(mtt) 
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9) 


dx 


(max) 


^^- 


Das  Maximnm  nnd  das  Minimnm  der  horizontalen  Abschee- 
nmgskrafl  haben  also  an  allen  Stellen  des  Trägers  den  von  or 
unabhängigen  Werth: 


10) 


rffl^fmaxl  jr/^ 


dx    ImiB 


}=± 


4A 


Eine  zwischen  die  beiden  Bögen  eingeschaltete  Blechwand  würde 


Fig.  W7. 


demnach ,  wenn  die- 
selbe an  denBiegnngs- 
spannnngen  nicht  theil- 
nehmend  nnr  anf  Ab- 
I  scheemng  in  Anspruch 
]  genommen  würde,  über- 
all gleich  stark  zu 
machen  sein,  nnd  diese 
Blechstärke  b  würde  za 
berechnen  sein  ans  der 


Fig.  IW.  G-leichung: 
11)    b,S. 


1 


4A 


lieh  sein  vom  körperlichen  Inhalte 
12)     dJ^ 


Für  die  Strecke  dx 
würde  daher  eine  Ma- 
terialmenge   erforder- 


.      ,          qludx        g(P  —  x^dx 
f'^^^-hhS ^475 

Die  ganze  Materialmenge,  welche  zu  dieser  hypothetischen  Blech- 
wand erforderlich  sein  würde,  hat  also  die  Grösse: 


13) 


J,  =  2jbudx  =  -^jil*  —  a^da;,    oder: 


14)    J,' 


x=o 

35 


Diesen  Werth  hat  man,  nm  die  wirklich  erforderliche  Mate- 
rialmenge zu  erhalten  (nach  §  38) ,  noch  mit  dem  Coefficienten  Ar 
zu  mnltipliciren. 
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Zu  demselben  Resultate  wOrde  man  anch  gelangen,  wenn  man  statt  der 
horizontalen  Abscheemngskraft  die  yerticale  Abscheerongskraft  als  Aus- 
gangspunkt wählte.   Die  ganze  in 
Fig.  Id9.  dem  Yerticalschnitte  auftretende 

Verticalkraft  F  kann  man  sich 
auf  die  in  Fig.  199  angedeutete 
Weise  in  drei  Theile  zerlegt  den- 
ken. Die  beiden  ersten  Theile  F^ 
und  F,  bilden  die  verticalen  Sei- 
tenkr&fte  der  Bogenspannungen, 
der  dritte  Theil  K  bildet  die  yer- 
ticale Abscheemngskraft  f&r  die 
Blech-  oder  Gitter- Wand.  Nach 
Fig.  199  hat  also  die  ganze  Ter- 
ticalkraft  die  Grösse: 
15)  F-Ä(tgaj-f.tga,)  +  «. 
Diese  Gleichung  nbnmt,  fflr  % 
aufgelöst,  nach  Substitution  der  aus  Gleichung  13)  des  yorigen  Paragraphen  zu 
berechnenden  Werthe  yon  tga^  und  tga,  die  Form  an: 

16)    ««F-i?.-^. 

Wenn  man  hierin  für  die  Grössen  F  und  E  resp.  die  in  Fig.  195  und  Glei- 
chung 2)  angegebenen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  jede  Belastung  links  yon  dem  Yerticalschnitte 
einen  positiven  Beitrag  zu  der  yerticalen  Abscheemngskraft  liefert.  Das 
Maximum  desselben  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

qdz  .{l  —  x)z        q{l  —  i 
2l{l  +  x)      ""  2l{l+x) 


«iHt««, 


18)      Hcmii) 


-/ 


# 


z  dz,    oder : 


19) 


»(mtt)  —  +  ^ jj 


Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  Gleichung  16)  fOr  F  und  H  die  Werthe 
8ubstituirte>  welche  dem  in  Fig.  197  angegebenen  Belastungszustande  ent- 
sprechen, so  würde  man  auf  analoge  Weise  zu  den  Gleichungen  gelangen: 


20)     «: 


2/(/  — ar) 


l-x 


'"  "-'—J^'^i^-imf"- 


22)     9((min)« 


4/ 
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Das  Maitimnm  und  das  Minimum  der  yerticalen  Abscheerongskraft  haben 
also  im  Abstände  x  von  der  Mitte  die  Grösse: 


23)  a{:L'}«±- 


4/ 


Folglich  ist  die  oben  mit  b  bezeichnete  Stärke  der  Blechwand  su  berechnen 
aoB  der  Oleichong: 

24)    SÄ««1(P^. 

ans  welcher  man  für  die  Grösse  dJ^  wiedemm  den  Werth  erh&It,  welcher  oben 
in  Gldchnng  12)  gefunden  wnrde. 

§  42. 
Methode  der  etatiscben  Momente. 

Die  in  dem  Punkte  P,  an  den  oberen  Bogen  gelegte  Tan- 
gente schneidet  die  Horizontale  AB  m  einem  Ponkte  0^  dessen 

Fig.  200. 

t  ^ 


^-«---"=^-0 


Fig.  201. 


-£zrjM> 


Abstand  von  dem  Verticakchnitte  P,P,  nach  Fig.  200  zu  be- 
rechnen ist  ans  der  Gleichung: 

1)  «,  +  /_^=AzLyL, 

welche  flir  w  aufgelöst  nach  Sabstitation  der  ans  den  Gleichungen 
5)  und  13)  des  §  40  ftlr  die  Grössen  y^  und  tg  a,  zu  entnehmen- 
den Werthe  die  Form  anninmit: 
(/-^ 
2x 


2)     w^ 
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Diese  Gleidinng  zeigt,  dass  die  Lage  des  Darchschnittspnnktes  0 
unabhängig  ist  von  der  Ffeilhöhe  des  Bogens.  Es  wird  daher 
die  Horizontale  AB  von  der  in  dem  Punkte  P^  an  den  unteren 
Bogen  gelegten  Tangente  ebenfalls  an  der  Stelle  0  geschnitten. 
Wenn  man  den  Träger  durch  den  Verticalschnitt  P^P^  in 
zwei  Theile  zerlegt,  so  hat  man  an  dem  rechts  von  diesem  Ver- 
ticalschnitte  befindlichen  Theile  (Fig.  201),  um  den  Gleichgewichts- 
zustand desselben  wieder  herzustellen,  drei  Kräfte  hinzuzufügen. 
An  den  Schnittstellen  der  Bögen  sind  die  Kräfte  i2,  und  R^  hinzu- 
zufügen, welche  die  Spannungen  der  Bögen  darstellen  und  mit 
den  Tangentenrichtungen  derselben  zusammenfallen.  Ausserdem 
ist  noch  die  längs  des  Verticalschnitts  wirkende  Kraft  %  hinzu- 
zufügen, welche  die  von  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  aufgenommene 
Abscheerungskraft  darstellt,  und  welche  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  berechnet  wurde.  Man  erkennt  aus  Fig.  201, 
dass  diese  Kraft  S[  auch  nocji  auf  andere  Weise  berechnet  werden 
kann.  Indem  man  nämlich  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  auf  diesen  Theil  wirkenden  Kräfte  gleich 
Null  setzt  und  dabei  den  Durchschnittspunkt  0  der  beiden  Bogen- 
spannungen  22,  und  R^  als  Drehpunkt  wählt,  erhält  man  die 
Gleichung: 

3)    0  =  -|f  .«^-Sl(K^  +  /-a7), 
welche  fttr  ^  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  w  gefun- 

Fig.  202. 


.MirlrJS.. 


r.'itO 


* -27+W - ^ 

denen  Werthes  die  (mit  Gleichung  17  des  vorigen  Paragraphen 
ttbereinstimmende)  Form  annimmt: 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  fttr  den  in  Fig.  197  darge- 
stellten Belastungszustand  nach  Fig.  202  die  Gleichung  erhalten: 
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5)     0  =  -|^.(2/  +  «;)  +  a(i£^  +  /-^), 

welche  für  9  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  w  gefun- 
denen Werthes  die  (mit  Gleichung  20  des  vorigen  Paragraphen 
übereinstimmende)  Form  annimmt: 


6)  a  =  — 


2/(/  — a?) 


Dieselbe  Methode  wOrde  man  auch  anwenden  können,  um  die  beiden 
Bogenspannnngen  R^  und  R^  (oder  deren  horizontale  Seitenkr&fte)  zu  be- 
rechnen. Um  die  Kraft  R^  (oder  deren  horizontale  Seitenkraft)  zu  berechnen, 
würde  man  den  Punkt  P^y  als  Durchschnittspunkt  der  beiden  Er&fte  K  und 
R^  als  Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Um  die  Kraft  R^  (oder  deren  horizon- 
tale Seitenkraft)  zu  berechnen,  würde  man  den  Punkt  P^  als  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  Kräfte  %  und  i2,  als  Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Man 
würde  alsdann  für  die  horizontalen  Seitenkräfte  der  Bogenspannungen  die- 
selben Werthe  erhalten,  welche  in  den  Gleichungen  2)  und  6)  des  Yorigen  Para* 
graphen  gefunden  wurden. 

§  43. 
Berechnung  der  ganzen  Materialmenge  des  parabolisoben  Trigers. 

Für  die  zu  den  beiden  Bögen  erforderliche  Materialmenge 
erhält  man  nach  §  40,  Gleichung  18)  —  indetn  man  darin  2  /==  X 
setzt  nnd  zugleich  wegen  Vorhandenseins  der  mobilen  Belastung 
die  Grösse  p  mit  der  Grösse  p  +  g  vertauscht  —  den  Werth: 

Hierzu  kommt  nach  §  41  (Gleichung  14)  die  zur  Blech-  oder  Gitter- 
Wand  erforderliche  Materialmenge: 


2)  kj^hsIL 


Die  ganze  zu  dem  parabolischen  Träger  erforderliche  Material- 
menge ist  nunmehr  zn  berechnen  aas  der  Gleichung: 

3)    /=/,H-J,  +  ÄJ„ 
welche  nach  Sabstitation  der  oben  angegebenen  Werthe  die  Form 
annimmt: 

^^    ^ 45Ä— V+T(,— Z^j/  +  T2S- 

Fflr  den  in  Fig.  203  dargestellten  Fall,  in  welchem  AjSsA,c=  ^  A 
zu  setzen  ist,  erhält  man  hiemach  den  Werth: 
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^^    •^~        ASh       V^  3      LM+    12S 

Nach  den  Gleichungen  6)  und  14)  des  §  38)  ist  Ar  =  2  za  setzen  für  eine 

Gitterwand,  deren  Stäbe  um 
Fig.  203.  45  <>  gegen   die  Horizontale 

geneigt   sind.     Wenn    also 

z.B.  -T-=  -TÄ"  ^st,  so  wird: 
6)  J«^{60,8;>  +  64,8^}. 

Für  den  in  Fig.  204  dargestellten  Fall,  in  welchem  h^^h 
and  A,— 0  zu  setzen  ist,  erhält  man  die  Gleichung: 

^^    -^  ASh       r+  3   i«J+    12S 

Dieselbe  Gleichung  gilt  auch  fttr  den  in  Fig.  206  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  Aj  =  0  und  A,  =  A  zu  setzen  ist. 


Wenn  man  wiederum  Ar »  2  und 


» -j^  setzt,  so  erh&lt  man  für  die 


in  jedem  dieser  beiden  F&lle  erforderliche  Materialmeuge  den  Werth: 


8)    /. 


245 


|61,6;? +  65,65'}. 


Ans  den  obigen  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  nur  die  zu 

den  beiden  Bögen  er- 


Fig.  204. 


Fig.  206. 


forderliche  Material- 
menge Ton  dem  Höhen- 

verhältniss  j-  abhängt, 

dass  dagegen  die  zu 
der  Blech-  oder  Gitter- 
wand erforderliche  Ma- 
terialmenge unabhän- 
gig ist  von  der  Höhe 
des  Trägers. 

Wenn  das  Verhält- 

mss   y  =  —  gesetzt 
wird,  so  ninmit  die  Gleichung  5)  die  Form  an: 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Materialmenge  ab- 
hängt von  der  Function: 
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10)  /(n)  =  „  +  ^. 

Um  den  Werth  Ton  n  zu  finden,  für  welchen  die  Material- 
menge ein  Minimnm  wird,  hat  man  den  Differenzialqüotienten 
dieser  Function  gleich  Null  zn  setzen  und  erhält  dann  die  Gleichung: 

11)  0  =/'(»)  =  l--3^,     oder:     n=|/A. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  9), 
indem  man  wiederum  k=2  setzt,  für  das  Minimum  der  erforder- 
lichen Materialmenge  den  Werth: 

12)  J(„i.)  —  2§^ {l3,86  .  p  +  17,86  .  y}- 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  beiden  in  Fig.  2M  und 
Fig.  205  dargestellten  Fälle  die  Gleichungen: 

13)  J 45 r+3^J+-T2S"' 


14)   /(„)  =  „  +  ^. 

_8 


15)    0=/'(n)  =  l-^,     oder:     n^]/— 


16)    /(„in)  =  -^ {l9,6  .  p  +  23,6  .  y}. 

Es  ist  hierbei  jedoch  zu  berücksichtigen,  dass  die  in  den 
Gleichungen  12)  und  16)  gefundenen  Werthe  wegen  Ungenauigkeit 
der  gemachten  Voraussetzungen  noch  einer  Correction  bedürfen, 
insofern  die  in  §  38  bei  der  Berechnung  des  Coefficienten  Ar  ge- 
machten Voraussetzungen  um  so  weniger  zutreffen  werden,  je 

grösser  das  Verhältniss  -y-  ist 

§  44. 
Coatinulrliolier  parabolischer  Triger  mit  Gelenken. 

Wenn  die  Horizontalspannungen  der  Gurtungen  überall  gleich 
gross  sein  sollen,  so  müssen  —  wie  in  §  40  mit  Bezug  auf  Fig.  190 
erklärt  wurde  —  die  Höhen  des  Trägers  an  den  verschiedenen 
Stellen  sich  verhalten  wie  die  Biegungsmomente  an  diesen  Stellen: 
in  solcher  Weise,  dass  die  Figur  des  Trägers  selbst  zugleich  als 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  gelten  kann.  Denkt 
man  sich  das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  des  Trägers  um 
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eine  constante  Grösse  verminderty  so  erkennt  man,  dass  in  diesem 
Falle  anch  die  Höhe  des  Trägers  an  allen  Stellen  nm  eine  con- 
stante Grösse  vermindert  werden  mttsste,  wenn  derselbe  die  Eigen- 
schaft eines  „Trägers  mit  constanten  Horizontalspannmigen  der 
Gürtungen  **  beibehalten  soll.  Da  ferner  nach  §  40  (Gleichung  1) 
die  Horizontalspannung  gleich  dem  constanten  Verhältniss  des 
Biegungsmoments  zur  Höhe  ist,  so  wird  die  Grösse  der  Horizontal- 
spannung dabei  selbst  ungeändert  bleiben,  wenn  jene  constanten 
Grössen,  um  welche  resp.  die  Biegungsmomente  und  die  Höhen  ver- 
mindert wurden,  ebenfalls  in  diesem  Verhältniss  zu  einander  stehen. 
Bei  einem  Balken  auf  zwei  Stützen  kann  man  —  wie  in  §  8 
gezeigt  wurde  —  durch  Einmauerung  der  beiden  Enden  bewirken, 
dass  das  Biegungsmoment  ttberall  um  eine  constante  Grösse  ver- 
mindert wird.  Genau  auf  dieselbe  Weise  also,  wie  man  aus 
Fig.  18  durch  Subtraction  einer  constanten  Grösse  von  sämmt- 
lichen  Ordinaten  der  Parabel  die  Fig.  39  ableiten  konnte,  als 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  eines  an  beiden 
Enden  eingemauerten  Balkens :  so  kann  man  aus  Fig.  190,  indem 
man  die  Höhen  des  Trägers  ttberall  um  eine  constante  Grösse 


Fig.  206. 


verkleinert,  die  in 
Fig.  206  darge- 
stellte Form  ab- 
leiten. Wenn  also 
wieder  mit  k^  und 
Aj  die  Pfeilhöhen 
der  beiden  Bögen 
bezeichnetwerden, 
so  ist  auch  bei 
dieser  Form  des 
Trägers  die  zu  den 
beiden  Bögen  er- 
forderliche Mate- 
rialmenge wieder 
nach  Gleichung  1) 
des  vorigen  Para- 
graphen zu  berechnen,  in  welcher  man  fttr  den  in  Fig.  207  dar- 
gestellten speciellen  Fall  die  Werthe  A,  =  0  und  A,  =  A  zu  sub- 
stituiren  haben  wttrde. 

Man  erkennt  aus  den  Figuren  206  und  207,  indem  man  die- 
selben als  graphische  Darstellungen  der  Biegungsmomente  be- 
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trachtet,  dass  an  den  Stellen  B  und  C^  wo  die  Höhe  des  Trägers 
gleich  Nnli  ist,  auch  das  Biegongsmoment  gleich  Null  sein  muss, 
wenn  die  oben  genannte  Bedingung  erfUllt  sein  soll.  Dieses  Null- 
werden der  Biegungsmomente  wird  durch  die  von  den  Wänden 
auf  die  Enden  des  Trägers  übertragenen  Eräflepaare  bewirkt, 
deren  Moment: 


1)  a»  =  (/»-+ 9)  (^^) 


die  constante  Grösse  bildet,  um  welche  in  Folge  der  Einmauerung 
die  Biegungsmomente  des  voUbelasteten  Trägers  überall  vermindert 
wurden. 

An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist, 
wfirde  man  (nach  §  8)  Gelenke  einschalten  können,  ohne  dass  da- 
durch in  den  Biegungszuständen  der  einzelnen  Theile  des  Trägers 
etwas  geändert  wird.  Da  die  Horizontalspannungen  in  beiden 
Gurtungen  gleich  gross  sind,  so  werden  in  jenen  Gelenkpunkten 
nur  Yerticaldrttcke  von  dem  Mittelstttcke  BC  auf  die  beiden  an- 
grenzenden Theile  AB  und  CD  übertragen.  Der  Theil  BC  ist 
daher  als  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  behandeln,  und  die  zur 
Blech-  oder  Gitterwand  dieses  Theiles  erforderliche  Materialmenge 
ist  auf  dieselbe  Weise  wie  für  den  gewöhnlichen  parabolischen 
Träger  nach  den  Gleichungen  des  §  41  zu  berechnen.  Es  bleibt 
also  nur  noch  übrig,  die  zur  Blech-  oder  Gitter- Wand  eines  der 

Fig.  208. 


beiden  Endstücke  AB  oder  CD  erforderliehe  Materialmenge  zu 
berechnen.  Sobald  diese  Materialmenge  gefunden  ist,  wird  man 
alsdann  auch  für  die  in  Fig.  208  und  Fig.  209  dargestellten  con- 
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tinüirlichen  Träger  über  drei  Oeffnnngen  durch  Sammation  der  für 
die  einzelnen  Theile  gefundenen  Materialmengen  die  Gleichung  für 
die  Gesammtmenge  des  erforderliehen  Materials  aufstellen  können. 


§  45. 
Berechnung  der  Blech-  oder  Gltte^Wand. 

Die  obere  Gurtung  des  in  Fig.  210  dargestellten  Theiles  ist 
nach  einer  Parabel  gekrümmt ,  für  welche  nach  §  40  die  Glei- 
chungen gelten: 

4  =  4,     oder:     ^=^, 
dy  2y*a7        du 


1) 


2) 


=  tga. 


d^  a^  dx 

Die  von  dem  Einzelgewichte  Q  an  den  Stellen  M  und  N  hervor- 
gebrachte Horizon- 
^'      '  talspannung  S  ist 

I _       nach    Fig.  211    zu 

_  berechnen  aus  der 

j      Gleichung: 
■^ -j      Z)  Hu^Q{a;-z), 

^  "j     welche   nach   Sub- 

^^ 1^    stitution  des  fllr  u 

E     aus  Gleichung  1)  zu 
entnehmenden  Wer- 
thes,  ftlr  H  aufge- 
löst, die  Form  an- 
Fig.  211.  nimmt: 

Die  ganze  in  dem 
VerticalschnitteAW 
wirkende  Verticalkraft  hat  die  Grösse  Q,  Dieselbe  setzt  sich  aus 
den  beiden  Theilen  Htga  und  3(  zusammen.    Folglich  ist: 

5)    ^=Q  —  Htga. 
Hierin  sind  für  die  Grössen  H  und  tg  a  die  resp.  in  Gleichung  4) 
und  Gleichung  2)  angegebenen  Werthe  zu  substituiren.    Für  die 
von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  verticale  Abscheemngskraft 
ergiebt  sich  alsdann  der  Werth: 
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6)     «' 


Qiixz  —  x'  —  a^) 


X*  —  ar 

Wenn  mit  ^,  derjenige  Werth  von  »  bezeichnet  wird,  flir 
welchen  ä  =  0  wird,  so  ist: 

a^  +  a^ 


7) 


2a? 


Die  Bedeatang  der  Grösse  z,  kann  man  auf  die  in  Fig.  212  angedeutete 
Weise  sich  yeranschaulichen.    Wenn  man  n&mlich  zur  Bestimmung  der  Kraft 

«  die  in  §  42  erklärte  Me- 
Fig.  aia.  iho^Q  der  statischen  Momente 

benutzt,  so  erkennt  man,  dass 
der  Durchschnittspunkt  0,  in 
welchem  die  Richtungslinien 
der  beiden  Kräfte  R  und  E 
einander  schneiden,  die  Stelle 
bezeichnet,  an  welcher  das 
Gewicht  Q  aufgehängt  werden 
muss,  damit  S-^O  werde. 
Nach  Fig.  212  wOrde  die 
Grösse  z^  zu  bestimmen  sein 
aus  der  Gleichung: 

«>  *-*'-- ^' 

welche  fOr  z^  aufgelöst,  nach 
Substitution  der  f&r  ti  und 

tg  a  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  entnehmenden  Werthe,  ebenfalls  zu  dem 

in  Gldchung  7)  gefundenen  Resultate  führt. 

Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  9  positir  wird,  wenn  z>z^ 
ist,  nnd  dass  9(  negativ  wird,  wenn  9<ix^  ist  Folglich  wird 
9"=8((]iux)i  wenn  die  in  Fig.  213  mit  „Plua*'  bezeichnete  Strecke 


A 


Null  flufl 


allein  belastet  ist,  nnd  es  wird  9( «- 9(miii)i  wenn  die  mit  „Minns" 
bezeichneten  Strecken  allein  belastet  sind,  während  die  Belastungen 


Biittr,  iBgvnievVoebftAik.  2.  Anfl. 


10 
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der  mit  „Null*'  bezeichneten  Strecken  gar  keinen  Beitrag  zu  der 
Grösse  ^  liefern.  Um  die  Grösse  9((in«x)  zn  erhalten,  hat  man  qd» 
statt  Q  zn  setzen  in  Gleichung  6)  und  dann  die  Integration  aus- 
zuführen zwischen  den  Grenzen  z^=z^  und  st^^x.   Folglich  ist: 

9)  tt<-.)==/.^f^"-r/°n> 


10) 


'='1 

X  X      ■. 

«(»»)  =  (^3  1  „.)  <xjlzdz-{ar'  +  a*)  fdi\ ,  oder: 

11)      %ir^)=-{^^^^^{^{^ 

Die  letztere  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  des  in  Glei- 
chung 7)  für  z^  gefundenen  Werthes  die  Form  an: 

12)    «(„«) -^ 

Die  Grosse  ^(min)  kann  man  sich  in  die  zwei  Theile  %^  und 
%  zerlegt  denken,  indem  man  mit  S(|  den  Beitrag  bezeichnet,^ 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  OB^  und  mit  %  den  Beitrags 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  BCzu  der  Grösse  9[(min)  liefert» 
Fttr  die  erstere  erhält  man  die  (den  vorigen  analog  gebildeten) 
Gleichungen:  _ 

,„  «,=p{^--i-+°-'}, 

14)    31.  -  (^^)  1^  f2zdz-(a*  +  a*)  jdz\, 
*' =  (^=^)  {^  ^^' ~  "'^  -  ^^  +  "'^  ^*' -  ")}' 


15) 


welche  letztere  nach  Snbstitntion  des  in  Gleichung  7)  für  z,  ge- 
fimdenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

16,  a. —  /^^-°V 

Für  die  Grösse  ^  erhält  man  unmittelbar  aus  Gleichung  6)^ 
indem  man  darin  a  statt  z  und  ga  statt  Q  setzt,  den  Werth: 


1^)  ««  =  -y«(fqr^)- 
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Die  Grösse  Slfmin)  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  letzteren 
Ausdrücke  zn  setzen;  also  ist: 

18)  8((^)  =  a.  +  a.^ — -^■^4?^- 

Die  beiden  Gleichungen  12)  und  18)  zeigen,  dass  die  absoluten 

Werthe  der  beiden  Grössen  9l(max)  nnd  ^min)  einander  gleich  sind. 

Hieians  folgt,  dass  bei  voller  Belastong  9(«=0  ist,  insofern  dann 

die  positiven  nnd 
negativen  Bei- 
träge, welche  die 
Belastungen  der 
mit  „Plus"  und 
„Minus"  bezeich- 
netenStreckenzu 
der  Grösse  9(  lie- 
fern ,  einander 
gegenseitig  auf- 
heben. 

Die  vertica- 
le  Querschnitts- 
fläche, welche  die 
Blechwand  haben 
müsste,  wenn  die- 
selbe an  den  Bie- 
gungsspannungen 
nicht      theilneh- 

mend  nur  Abscheerungswiderstände  zu  leisten  hätte,  ist  demnach 

zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
y(^  — fl») 

v  =  — tr:;. — ' 


Fig.  215. 


19) 


ASx 


und  die  Materialmenge,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  zu  der 
ganzen  Blechwand  des  Stückes  AB  erforderlich  sein  würde,  hat 
die  Grösse: 

4Sw 


20)     B 


t  i 


da;,    oder: 


21)     B' 


q    f/*  — 0* 


.^4)}. 


45  l     2 

Dieselbe  Gleichung  ist  auch  fOr  die  in  Fig.  206  dargestellte  Form  des 
Triigers  als  gOltig  zn  betrachten.  Denn  fflr  diesen  Fall  würde  man  nach 
Fig.  214  nnd  Fig.  21&  die  Gleichungen  erhalten: 

10* 
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22)  ß{u^+u^)=^Q{x-z), 

23)  «=0-i?(tgai +<««,), 

und  wenn  man  in  diesen  Gleichungen  die  aus  §  40  zu  entnehmenden  Werthe 
substituirt: 

24)  «,=/,  (^-l),  25)    «,=/«($-l)." 
26)    tg«,=^A£,  27)    1«a,  =  l^, 

80  erhält  man  für  die  von  dem  Gewichte  Q  henrorgebrachte  verticale  Abschee- 
rungskraft  den  Werth: 

.  welcher  mit  dem  in  Gleichung  6)  gefundenen  Werthe  übereinstimmt.  Es  folgt 
hieraus,  dass  die  zu  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  erforderliche  Materialmenge 
ebenso  wie  bei  dem  gewöhnlichen  parabolischen  Träger  ganz  unabhängig  ist 
von  den  Pfeilhöhen  der  beiden  Bögen. 

Die  Materialmenge,  welche  zu  der  Blechwand  des  Mittelstttcks 
BC  (in  Fig.  206)  erforderiich  sein  würde,  wenn  dieselbe  nur  Ab- 
scheerungswiderstände  zu  leisten  hätte,  ist  nach  §  41  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

Hiemach  erhält  man  für  die  zu  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  des 
ganzen  in  Fig.  206  dargestellten  Trägers  wirklich  erforderliche 
Materialmenge  die  Gleichung: 

30)    M  =  k{2B  +  ^\    oder: 

a'        1 
Wenn  man  hierin  z.  B.  -p--» y  setzt,  so  erhält  man  fOr  M  den  Werth: 

33)    Af-:^.  0,615. 

Die  Vergleichung  desselben  mit  dem  in  §  43  (Gleichung  2),  für  den  gewöhn- 
lichen parabolischen  Träger  gefundenen  Werthe  zeigt,  dass  die  Erspamng  an 
Material  für  die  Blech-  oder  Gitter- Wand  etwa  38,5  Procent  beträgt. 

§  46. 
Contlfluirlfoher  Paralleltrager  mit  Gelenken. 

Da  das  Mittelstttck  ^C  als  ein  an  beiden  Enden  frei  auf- 
liegender Balken  zu  betrachten  ist  und  die  zu  demselben  erforder- 
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liehe  Materialmenge  demnach  ans  den  Gleichungen  des  §  39  ent- 
nommen werden  kann,  so  ist  hier  nnr  noch  nOthig,  ftir  eines  der 
beiden  Endstücke  AB  oder  CD  die  erforderliche  Materiahnenge 
zn  berechnen  (Fig.  216). 

Für  die  Qnerschnittsflächen  der  Gnrtnngen  ergiebt  sich  ans 
Fig.  217  die  Gleichung: 

1)    SFh^pa{x-a)+f^^^,     oder:     F^^^^. 

Die  zu  den  beiden  Gurtungen  des  Stückes  AB  erforderliche 
Materialmenge  hat  also  die  Grösse: 

i  i 


2) 


M.^f^Fdx^f^^'^^^  ^'^  dx,    oder: 


y(/>-3/ll'  +  2fl^ 

3)    Jf,— K^ 


iSh 

Für  die  verticale  Abscheerungskraft  im  Abstände  x  von  der 
Mitte  ergiebt  sich  aus  Fig.  217  der  Werth : 

4)     F=pa4-;i(a?  —  a)^==spa:. 
Der  Verticalschnitt  der  Blechwand  müsste  also,  wenn  dieselbe  an 

Fig.  216. 


9 


C 


h 
-TT 


I  m 


Fig.  217. 


^'^)i 


den.Biegongsspannungen  nicht  theilnehmend  nur  Abscheerungs- 
widerstände  zu  leisten  hätte,  die  Grösse  haben: 
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V       px 
5)     y  =  ^  =  ^, 

und  za  der  Blechwand  des  Stückes  AB  würde  in  diesem  Falle 
die  Materialmenge  erforderlich  sein: 

i  i 

25 


l  i 


Die  zu  dem  ganzen  Stücke  ^.8  wirklich  erforderliche  Ma- 
terialmenge hat  also  die  GrOsse: 

7)    M  =  M,-\-kM, ^^^ + 25 

In  dieser  Gleichnng  hat  man  p  +  q  statt  p  zu  setzen,  wenn 
ansser  der  permanenten  Belastung  p  noch  die  mobile  Belastung  q 
zu  berücksichtigen  ist.    Für  diesen  Fall  wird  also: 

Die  zn  dem  Mittelstücke  BC  erforderliche  Materialmenge  hat 
nach  §  39  die  GrOsse: 

Für  die  Materialmenge,  welche  zu  dem  ganzen  Träger  AD 
erforderlich  sein  würde,  erhält  man  hiemach  die  Gleichung: 


10) 


^M+J^1SL^\^^-Zla^^,^] 


Wenn  z.  B.  "j"'™-«"  gesetzt  wird,  so  kann  man  dieser  Glei- 
chung, indem  man  zugleich  l^^^-^L  und  -t-*^^  ®®*^*>  *^^^  ^® 
folgende  Form  geben: 

11)    2Jlf  +  J=-g|^|(6n  +  24*)p  +  (6«  +  25A)yl. 

Wenn  man  femer  —  wie  bei  dem  in  §  39  berechneten  Zahlen- 
beispiele —  wieder  n  «>  10  und  A  ■»  2  setzt,  so  erhält  man  den 
Werth: 
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12)     2Jf+J--^|54/i  +  55y}. 


Die  Vergleichnng  desselben  mit  dem  in  §  39  (Gleichnng  19) 
^fimdenen  Werthe  zeigt,  dass  die  erforderliche  Materialmenge 
bei  gleichem  Höhenverhältniss  etwa  die  Hälfte  von  derjenigen 
Haterialmenge  beträgt,  welche  für  den  an  beiden  Enden  frei  anf- 
liegenden Träger  erforderlich  sein  würde. 

Fttr  die  ganze  Materialmenge ,  welche  zu  den  drei  zwischen 
den  Pfeilern  liegenden  Abtheilnngen  des  in  Fig.  218  dargestellten 

Fig.  218. 
^ 1 Ü ö ! a a      !     a 


; fi- — 


I 


^j, — w ^j^.. — 


-fL- 


Brückenträgers  über  drei  Oeffiinngen  erforderlich  ist,  ergiebt  sich 
hiemach  der  Werth: 

13)     43f+3J=-j|^(124p+127y). 

§  47. 
BogenbrOoke  ntt  Sohamier. 

Bei  dem  in  Fig.  204  dargestellten  parabolischen  Tt&ger  würde 
—  wie  in  §  40  erklärt  wnrde  —  die  Blech-  oder  Gitter- Wand 
zwischen  den  beiden  Gnrtongen  ganz  überflüssig  sein,  so  lange  die 
Belastung  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilt  ist 
Denkt  man  sich  die  nntere  horizontale  Gnrtnng  ebenÜEdls  hinweg- 
genommen,  so  erkennt  man,  dass  die  horizontalen  Zugkräfte^ 
welche  vorher  von  derselben  anf  die  beiden  Enden  des  Bogens 
fibertragen  wurden ,  in  diesem  Falle  ersetzt  werden  durch  die 
horizontalen  G^endrücke  der  festen  Unterstützungspunkte.  Der 
Bogen  ist  nunmehr  zu  betrachten  als  eine  an  beiden  Endpunkten 
unterstützte  parabolische  Kette ,  welche  unter  Einwirkung  der 
gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilten  Belastung 
in  ihrer  labilen  Gleichgewichtslage  sich  befindet 

Bei  ungleichförmiger  Lastrertheilung  würde  die  Kette  eine 
Formänderung  erleiden,  und  wenn  eine  solche  verhindert  werden 
soll,  so  muss  die  Kette  auf  irgend  eine  Weise  abgesteift  werden. 
Diesen  Zweck  kann  man  dadurch  erreichen,  dass  man  die  hori* 
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zontale  Gnrtung  über  dem  Bogen  anbringt  und  mit  demselbeD 
durch  eine  Blech-  oder  Gitter-Wand  verbindet  Denkt  man  sich 
alsdann  durch  die  Mitte  einen  Yerticalschnitt  gelegt  und  die 

beiden    getrenn- 
Fig.  219.    .  ten  Hälften  durch 

ein  Scharnier  wie- 
der verbunden, 
so  erhält  man  die 
in  Fig.  219  dar- 
gestellte Bogen- 
brücke,  bei  wel- 
cher die  von, 
einem  Einzelge- 
wichte Q  hervor- 
gerufenen Gegen- 
drttckederUnter- 
sttttzungspunkte 
durch  die  in  der  Figur  angedeutete  Construction  des  Kräfteparal- 
lelogramms ermittelt  werden  können. 

Die  drei  Gonstructionstheile,  aus  denen  das  Ganze  zusam- 
mengesetzt ist,  nämlich:  erstens  die  obere  horizontale  Gurtung,, 
zweitens  die  untere  bogenförmige  Gurtung,  und  drittens  die  zwi- 
schen beiden  befindliche  Blech-  oder  Gitter- Wand  werden  durch 
das  Gewicht  Q  in  gespannten  Zustand  versetzt,  und  die  drei  Span- 
nungen, welche  in 
Fig.  220.  einem    bestimm- 

ten Vertical- 
schnitte  durch 
das  Gewicht  Q 
hervorgebracht 
werden,  können 
mit  Hülfe  der  in 
§  42  erklärten 
Methode  der  sta- 
tischen Momente 
berechnet  wer- 
den. Zu  diesem 
Zwecke  hat  man 
ftlr  den  zwischen  dem  Yerticalschnitte  und  dem  Scharniere  be- 
findlichen Theil  dreimal  die  Gleichung  der  statischen  Momente 
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aufzustellen,  indem  man  bei  Berechnung  einer  jeden  von  den  drei 
Spannungen  den  jedesmaligen  Durchschnittspunkt  der  zwei  anderen 
ab  Drehpunkt  wählt    Nach  Fig.  220  würde  also  bei  der  Berech- 


Fig.  221. 


nung  von  X  der 
Punkt  N,  bei  der 
Berechnung  von 
Z  der  Punkt  M^ 
bei  der  Berech- 
nung von  9  der 
Punkt  X  als  Dreh- 
punkt zu  wählen 
sein. 

Denkt  man  sich 
zugleich  die  bei- 
den Kräfte  Q  und 
i?  durch  ihre  Mit- 
telkraft R=W 
ersetzt,  so  über- 
zeugt man  sich 
leicht,  dass  die 
betreffende  Span- 
nung allemal 
dann  gleich  Null 
wird,   wenn  die 

Bichtungslinie 
dieser  Mittelkraft 
R  durch  den  be- 
treffenden Dreh- 
punkt selbst  hin- 
durchgeht. Es 
ergeben  sich  hier- 
aus die  in  Fig.  221, 
Fig.  222,  Fig.  223 
dargestellten  La- 
gen, welche  der 
Belastungspunkt 
haben  muss,  wenn 
resp.  X=0  oder 
Z=Oodera=0 
werden  soll. 
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§  48. 
Berechnung  der  oberen  horizontalen  Gurtung. 

Die  Verticale  des  Punktes  0,  durch  welchen  die  Richtungs- 
linie des  Gewichts  Q  hindurchgehen  muss,  wenn  die  Spannung  X 
gleich  Null  werden  soll,  zerlegt  die  ganze  Spannweite  in  zwei 
Abtheilungen,  welche  mit  den  Ueberschriften  „Plus''  und  „Minus'' 
bezeichnet  werden  können ,  insofern  alle  Belastungen  der  einen 

Abtheilung  posi- 
^*^-  tiye,    aUe    Be- 

lastungen  der  an- 
deren Abtheilung 
dagegen  negative 
i^  Beiträge  zu  der 
Grösse  X  liefern 
würden  (Fig.284). 
Die  Spannung  X 
wird  ein  Maxi- 
mum,  wenn  die 
mit  „Plus"  be- 
zeichnete Strecke 
^  allein  belastet  ist, 
und  ein  Mini- 
mum, wenn  die  mit  „Minus"  bezeichnete  Strecke  allein  belastet  ist 
Für  die  Lage  des  Punktes  0  erhält  man  aus  Fig.  224,  indem 
man  die  Linie  OP  das  eine  Mal  als  Seite  des  Dreiecks  APOy 
das  andere  Mal  als  Seite  des  Dreiecks  BPO  berechnet  und  die 
beiden  Werthe  alsdann  einander  gleich  setzt,  die  Gleichung: 

1)    (/-«)tge-(/  +  «)tgcü,    oder;^=|"^~|^> 

Die  Grössen  tg  w  und  tg  e  sind  nach  Fig.  224  zu  berechnen  aus 
den  Gleichungen: 

2)    tfircü  =  4-f  3)     tgfi=<~y  ■ 


tgc-f, 


3) 


In  letzterer  Gleichung  hat  man  fUr  tf  den  aus  der  Parabel- 


Gleichung: 

zu  entnehmenden  Werth 
die  Gleichung: 


einzusetzen.    Man  erhält  dann  für  tg  € 
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Wenn  man  fbr  die  Grössen  tg  e  und  tg  co  die  obigen  Werthe 
in  Gleichnng  1)  snbstituirt,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 


6) 


u 
T 


X 


Um  den  Dmck  zn  berechnen,  welcher  im  Schamierpnnkte  C 
durch  die  Belastung  der  Plus- Abtheilung  hervorgebracht  wird,  hat 
man  nach  Fig.  225  und  Fig.  226  für  jede  der  beiden  Hälften  die 


Fig.  225. 


Fig.  21». 


Gleichung  der  statischen  Momente  aufisustellen  und  den  festen 
Unterstfitzungspunkt  dabei  als  Drehpunkt  zu  wählen;  man  erhält 
dann  die  Gleichungen: 

7)  Ef-Vl  =  quil-^u), 

8)  Hf+Vl^lql\    . 

Hieraus  ei^eben  sich  fllr  die  beiden  Seitenkräfte  jenes  Druckes 
die  Werthe: 


9) 
10)     V 


^_^(,+.^_^), 


4('-f)* 


Die  Spannung  X,  welche  bei  diesem  Belastungszustande  an 
der  Stelle  M  herrorgebracht  wird,  kann  man  nunmehr  nach 
Fig.  227  berechnen  aus  der  Gleichung  der  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  N: 

11)    X{c  +  y)^quia;-^u)  —  Hy+Va:. 
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Wenn  z.  B.  die  Werthe  /  =  20",  /«  5«»,  c  -■ 
Fig.  227. 


0B,5,  q  »  2000  Eil.  ge- 
geben sind  and  o;  =  10" 
gesetzt  wird,  so  er- 
geben sich  ans  den 
obigen  Gleichungen  die 
Werthe: 
y«l»,25, 
11  —  4«, 

ir— 54  400  Kil., 
V  =  6400  Kü. 
und  nach  Sabstitation 
derselben    erhalt  man 
aas  Gleichang  11)  für 
X  den  Werth: 
X=  +  34  200KÜ. 

Da  bei  voller  Belastung  Z«-0  ist,  so  muss  der  absolute  Werth  von  X{miii) 
ebenso  gross  sein  me'  X{mu)\  also  ist: 


^{:"}  =  ±34  200KÜ. 


§  49. 
Spannungen  im  Bogen. 

Die  Belastongszustände,  bei  welchen  die  Spannong  Zein  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird,  sind  in  Fig.  228  durch  die  Ueberschriften 

Plus  und  Mi- 
Fig.  228.  nusangedeu- 

-Hsfl . Ifims .        tet.Diedarch 

den  Punkt  0 
gelegte  Ver- 
ticale  bildet 
die  Bela- 
stungsgren- 
ze y  und  die 
Lage  dersel- 
ben ist  wie 
im  vorigen 
Paragraphen 
zu  bestim- 
men aus  der 
Gleichung: 

tg€  —  tgfal 

(gc  +  lg  w  ' 


1)    {l-v)tg€  =  {l+v)tgw, 


oder:    y 
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In  dieser  Gleichung  sind  fttr  die  Grossen  tg  e  und  tg  w  resp.  die 
ans  Fig.  228  zn  entnehmenden  Werthe  zu  setzen: 


2)    tge  = 


/  —  ar 


3)    tgto^^-f, 


und  nach  Snbstitatirä  derselben  erhält  man  fSr  das  Verhältniss  -7- 
den  Werth: 


4)    i=. 


cl+fa^ 


l         {c  +  2f)l—fx 

Den  Dmcky  welcher  in  dem  Schamierpnnkte  Cstattfindet,  wenn 
die  mit  „Minus"'  bezeichnete  Abtheilung  allein  belastet  isl^  kann 


Fig.  229. 


Fig.  230. 


man  nach  Fig.  829  und  Fig.  230  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

5)  Hf-Vl  =  \pl'  +  qv[l-l-vy 

6)  Hf+Vl^^{p  +  q)l-^ 

aus  welchen  man  für  die  beiden  Seitenkräfte  jenes  Druckes  die 
Fig  281  Werthe  erhält: 

')  ^-^+ 

s)  r-^(.-')'. 

Um  die  Spannung  Z 
zu  berechnen,  welche 
bei  diesemBelastungs- 
zustande  an  der  Stelle 
N  des  Bogens  statt- 
findet, hat  man  fttr  den  in  Fig.  231  dargestellten  Theil  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  M: 
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9)    Z cos  a  .  (c  +  y)  =  —  "2  V^^  —  qv  ix—  -^v\  —  Hc—  Vx 
an&nstellen  nnd  die  darin  vorkommende  GrOsse  cos  a  zu  berechnen 
ans  den  Gleichungen: 

10)    cosa  — -p=L==,  llj    tga  =  -^=-^. 

Wenn  die  permanente  Belastung  1^  =  1200  Eil.  pro  Meter  gesetzt  wird, 
and  aosserdem  wieder  die  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen  Zahlen- 
werthe:  ^  =  2000Kil.,  /«20«, /=5"»,  (7=:0",5  Bubstituirt  werden,  so  erhalt 
man  für  o;  — 10"  die  Werthe: 

y  » i»,25,  t;=  7»  5,  H^  112  375  Kil.,  F=  3  906  KU.,  tg  a  —  -i-,  cos  a  -=  0,97, 

nnd  mit  Benntzong  derselben  erhfilt  man  ans  Gleichung  9)  für  das  Minimum 

von  Z  den  Werth: 

Z(B,iB)  =  — U6  700Kil. 

Um  das  Maximum  von  Z  zu  berechnen,  würde  man  die  Plus- 
Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  im  Uebrigen  auf  ana- 
loge Weise  zu  verfahren  haben.    Man  findet  alsdann: 

^(«n«)  =  — 34800  Kil. 
und  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,  dass  die  Berechnung  der 
Grösse  Zjmax)  überflüssig  war,  insofern  bei  der  Bestimmung  der 
an  dieser  Stelle  erforderlichen  Querschnittsfläche  des  Bogens  die 
Zahl  Z(iniii)  den  Ausschlag  geben  wird. 

Denkt  man  sich  den  Verticalschnitt  MN  durch  den  Punkt  F 

hindurchgelegt  (Fig.  228),  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  Falle 

die  drei  Punkte  0,  if,  jP  in  dem  Punkte  F  zusammentreffen  wür- 

c  cl  

den.   Für  diesen  Fall  wird  a?  = ^  -=->  nnd  diesem  Werthe 

tgt^       / 

c/ 
entspricht  nach  Gleichung  4)  der  Werth  »  =»  -^  =  a?.    Wenn  x 

cl 
kleiner  ist  als  y-9  d.  h.  wenn  der  Verticalschnitt  zwischen  den 

beiden  Punkten  F  und  E  hindurchgeht,  so  giebt  es  keinen  Null- 
punkt mehr,  d.  h.  keine  Stelle,  welche  als  Belastungspunkt  ge- 
wählt den  Werth  Z  =  0  ergeben  würde.  In  diesem  Falle  tritt 
also  die  stärkste  Spannung  des  Bogens  bei  voller  Belastung  ein. 
Es  ist  daher  die  betreffende  Abtheilung  des  Bogens  wie  eine  pa- 
rabolische Kette  mit  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  ver- 
theilter  Belastung  zu  berechnen.  So  z.  B.  würde  für  den  Scheitel- 
punkt selbst  die  grösste  Druckspannung  des  Bogens  zu  berechnen 
sein  aus  der  Gleichung: 

12)     H(„„)  =  ^^2+J^=  128000  KU. 
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§  50, 
Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter-Wand. 

Die  Lage  des  Ponktes  L^  welcher  bei  der  Berechnnng  der 
Terticalen  Abscheemngskraft  9  als  Drehpunkt  zu  wählen  ist,  kann 


Fig.  288. 


nach  Fig.  232 
berechnet  wer- 
den   aas   der 
Oleichüng : 
1)  X  —  z=^ 

tgOf 

Wenn  man 
hierin  die  ans 
der  Parabel- 
Gleichung  und 
deren  Differen- 


zial-Gleichung: 

2)    Y^IT' 


3) 


«tga 


dy  _  2/r 

dx~     l^ 

resp.  flir  die  Grössen  y  und  tg  a  zu  entnehmenden  Werthe  sub- 
stituirty  so  nimmt  die  obige  Gleichung  für  s  aufgelöst  die  Form  an: 


4)    ^- 


2A 


Die  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Ej-aft  91  ein  Maximum 

oder  Minimum 
Fig.  288.  .  ,      •  j   . 

MhniB         ^  _  Pin»    „ ^  ^^ird>   ^^^  ^ 

^  ^         -      ^         Fig.  238  durch 

die       Ueber- 

schriften 
nPlus"  und 
„Minus"  ange- 
deutet. Die 
Verticale  des 
Durchschnitts- 
punktes 0  bil- 
det die  Bela- 
stungsgrenze, 
und  die  Lage 

derselben  ist  wie  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  zu  bestim- 
men aus  der  Gleichung: 
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5)    (/  —  w)  tg  e=^  {l  +  w)tg  (Oy    oder: 


w 


^  tg€  —  tg 


(ü 


l  tg«  +  tgcu 

In  dieser  Gleichung  sind  fttr  die  Grössen  tg  e  nnd  tg  (o  resp.  die 


Werthe  zu  setzen: 


o+f 


6)    tgfi  =  -^ 


7)     tgio  =  ^j 


worauf  dieselbe  nach  Substitution  des  oben  fllr  z  gefundenen  Wer- 
thes  die  Form  annimmt: 

w  _        fa^  —  cl{l—^x) 
^      /  ~  fx{U  —  x)  +  cl{l  +  ^x)  ' 

Da  bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilter 
Belastung  keine  Abscheerungsspannung  in  der  Blech-  oder  Gitter- 
Wand  stattfindet,  so  darf  die  permanente  Belastung  bei  der  Be- 
rechnung der  Grösse  91  unberücksichtigt  gelassen  werden.  Um 
das  Maximum  von  91  zu  berechnen,  hat  man  die  mit  „Plus*'  be- 
zeichnete Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  die  beiden 

Seitenkräfte       des 
^"*-^^  durch    diese  Bela- 

stung im  Schamier- 
punkte  hervorge- 
brachten Druckes 
nach  den  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  des 
§  48  zu  berechnen, 
indem  man  darin  w 
statt  tt  setzt  Die  bei 
diesem  Belastungs- 
zustande stattfin- 
dende verticale  Ab- 
scheerungskraft  kann  man  alsdann  nach  Fig.  234  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

9)    ^{x  —  z)  =  qw{z  —  YtP)-hSc+Vz. 

Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  an- 
genommenen Zahlenwerthe :  /  »  20»,  /^  5",  c  »  0",5,  q  «  2000  EiL  wiederum 
X  =  10«  setzt,  so  wird: 

2 -.3«,  «^  =  2»  564,  i?  — 49  600Kfl.,  T— 7  600KiI., 
und  man  erh&lt  aus  Gleichung  9)  für  das  MaTimum  von  9  den  Werth: 

«(««)=  + 8060  Kü. 
Ebenso  gross  ist  auch  der  absolute  Werth  von  fi^min);  denn  bei  Toller  Be- 
lastung ist  9  =  0,  folglich  auch  9(iii«z)  +  tl^mta)  =  <>• 
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Denkt  man  sich  in  Fig.  233  den  Yerticalschnitt  MN  so  ge- 
legt, dass  der  Drehpunkt  L  mit  dem  Punkte  F  zusammenfällt, 
80  erkennt  man,  dass  in  diesem  Falle  auch  der  Punkt  0  mit  dem 
Punkte  F  zusammentrifft    Diesem  Falle  entspricht  der  Werth 

cl' 
J9  «s  -TT-»  und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Glei- 
chung 4)  fllr  X  den  zugehörigen  Werth: 

10)     x  =  y'[\  +  ]/l-f -^1  —  8»  633. 
Wenn  ein  anderes  Mal  der  Yerticalschnitt  eine  solche  Lage 


Fig.  285. 


Pins 


MiiraB 


PiUfl 


11) 


»-|-{-1+Vh^)-4.,. 


hat,  dass  der 
Drehpunkt  L 
mit  dem 

Punkte  G  zu- 
sammenfällt 
(Fig.  286),  so 
wird  t«?  =  0, 
und  diesem 
Falle  ent- 
spricht nach 
Gleichung  8) 
der  Werth: 

,633. 


Wenn  x  zwischen  diesen  beiden  Grenzwerthen  liegt,  d.  h. 
wenn  der  Yerticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der 
Drehpunkt  L  zwischen  die  beiden  Punkte  F  und  G  fällt,  so  ist 
die  Berechnung  nach  Fig.  235  auszuführen,  in  welcher  wiederum 
durch  die  Ueberschriften  „Plus''  und  „Minus"  die  Belastungszu- 
stände  für  S(max)  und  ^min)  angedeutet  sind. 

So  wOrde  man  z.  6.  für  den  Fall:  ar^S"",  welchem  nach  Gleichung  4) 
ond  Gldchnng  8)  die  Werthe  z  »-  l^^h  und  fv  » 1^7284  entsprechen ,  indem 
man  im  üebrigen  die  oben  erkl&rte  Berechnungsmethode  wiederum  anwendet» 
den  Werth  finden: 

Wenn  endlich  der  Yerticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat, 
dass  der  Drehpunkt  L  in  die  Strecke  rechts  von  dem  Punkte  G 
fällt,  d.  h.  wenn  x  noch  kleiner  ist  als  der  untere  von  den  beiden 

Bitter,  Imgevieiir-Ueebaiiik.  2.  Aufl.  1 1 
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obigen  Grenzwerthen,  so  bildet  der  Yertioalsohnitt  selbst  die  Be- 
lastungsgrenze, und  die  Berechnung  ist  für  diesen  Fall  nach  Fig.  286 

ansEofithren,  in 


Pias 


Mini§- 


Fig.  28«.  ,  u        .  ^ 

welcher  Wieder- 
um durch  die 
üeberschriften 
„Plus  "und  „Mi- 
nus'' die  Bela- 
stungszustände 
für  %D»x)  und 
3((min)  angedeu- 
tet sind. 

So  z.  B.  erh&lt 
man  für  den  Werth 
a;»4*",  welchem 

nach  Gleichung  4)  der  Werth  z »—  3""  entspricht,  indem  man  im  üebrigen 
die  oben  erkl&rte  Berechnungsmethode  wiederum  anwendet,  den  Werth: 

a{:"}=±457iKii. 

§  51. 
Hängebrücke  mit  Scharnier. 

Wenn  man  die  in  den  vorigen  drei  Paragraphen  gefundenen 
Spannungszahlen  sämmtlich  mit  „Minus  Eins''  multiplicirte,  se 
würden  dieselben  für  die  umgekehrte  (hängende)  Lage  der  Brflcke 
gelten.    Die  mittlere  Abtheilung  der  in  Fig.  237  dargestellten 

Fig.  287. 


Hängebrtlcke  kann  daher  auf  dieselbe  Weise  wie  Fig.  219  berech- 
net werden,  und  es  bleibt  nur  noch  ttbrig,  fttr  eine  von  den  beiden 
Seiten* Abtheilungen  AE  oder  BF  die  Berechnung  der  drei  Span- 
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nBBgen  X,  Z^  %  aa  erklftren.  Bei  yalleor  Belastung  —  sowie  über- 
haspt  bei  gieiehförmig  über  die  Horizontalprojection  der  gamen 
Brücke  yertbeilter  Belastung  —  befindet  sich,  wie  man  leicht  er- 
kennt, jede  von  den  beiden  Seiten-Äbtheilnngen  genau  in  dem- 
selben Spannnngsznstande  wie  eine  von  den  beiden  Hälften  d«r 
Mittel- AbtheUong.  Es  darf  daher  bei  der  Bereehmmg  der  in  den 
vorigen  Paragraphen  mit  X  und  %  bezeichneten  Spannnngen  die 
permanente  Belastung  auch  hier  unberücksichtigt  gelassen  werden. 
Die  Art  und  Weise,  wie  das  an  irgend  einer  Stelle  der  mitt- 
leren Abtheilnng  aufgehängte  Einzelgewicht  Q  durch  die  Wider- 
stände der  vier  Aufhängepunkte  -E,  -4,  5,  F  aufgehoben  wird 
kann  man  sich  durch  die  in  Fig.  237  angedeutete  Construction 
yeranscbaulichen.  Da  von  den  beiden  Aufhängepunkten  A  und  B 
stets  nur  yerticale  Gegendrücke  auf  die  Brücke  übertragen  werden 
können,  so  haben  die  horizontalen  Seitenkräfte  der  vier  Wider- 
stände Ä,  W^  W^j,  Äj  sämmtlich  dieselbe  Grösse,  und  diese  Hori- 
zontalkraft kann  auf  dieselbe  Weise  berechnet  werden  wie  bei 
der  Bogenbrücke  Fig.  219  die  horizontale  Seitenkraft  des  in  dem 
Schamierpunkte  C  hervorgebrachten  Druckes.  Eine  Belastung  der 
Seiten -Abtheilung  AE  erzeugt  an  den  beiden  ünterstützungs- 
ponkten  A  und  E  verticale  Gegendrücke,  welche  auf  dieselbe 

Fig.  288. 


Weise  zu  berechnen  sind  wie  bei  einem  (an  beiden  Enden  frei 
aufliegenden)  Balken  auf  zwei  Stützen  (Fig.  238). 

Wenn  man  auf  solche  Weise  zuvor  die  äusseren  Eraftwir- 
koigen  ennittelt  hat,  welche  bei  einer  bestimmten  Lage  der  Be- 
lastng  Q  amf  die  Abtheilung  AE  übertragen  werden,  so  kann 
man  nachher  die  in  den  drei  Constructionstheilen  derselben  her- 
vorgel»raehten  ionerm  Spanmmgen  X,  Z^  8  wiedenim  mittelst  der 
Methode  der  statischen  Moniente  berechnen«  Kidem  man  sich  den 
Belastongspunkt  allmählich  von  F  bis  E  f(»rtrttekend  nad  für  jede 

11* 
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Lage  desselben  jene  Bereehnong  wiederholt  denkt,  findet  man  auf 
ähnliche  Weise  wie  bei  der  in  den  vorigen  Paragraphen  berech- 
neten Bogenbrttcke  diejenigen  Belastnngszostände,  bei  welchen  die 
betrefifende  Spannung  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  worauf 
dann  die  Berechnung  der  Spannungszahlen  selbst  auf  die  in  den 
folgenden  Paragraphen  erklärte  Weise  ausgeftlhrt  werden  kann. 


§  52. 
Berechnung  der  horizontalen  Gurtung. 

Fttr  die  Belastungen  und  Dimensionen  sind  die  in  §  48  an- 
genommenen Zahlenwerthe  beibehalten.  Die  Belastungszustände, 
bei  welchen  die  Spannung  X  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,   sind   in  Fig.  239   durch   die   Ueberschriften  „Plus^   und 


Hus 


Fig.  289. 
„Miims. 


NulL 


„Minus"  angedeutet.  Die  Ueberschrift  Null  über  der  Abtheilung 
j5F  bedeutet,  dass  die  Belastungen  dieser  Abtheilung  gar  keinen 
Beitrag  zu  der  Spannung  -X  liefern.    Bei  Belastung  der  „  Minus  "- 

Abtheilung   entsteht  in 


Fig.  240. 


der  Kette  eine  Hori- 
zontalspannung von  der 
Grösse : 


»SOOOOKil. 


Dieselbe  Grösse  hat  auch 
die  horizontale  Seiten- 
kraft des  Widerstandes 
R,  welcher  bei  diesem 
Belastungszustande  von  dem  festen  Punkte  E  auf  die  Brücke  über- 
tragen wird.  Nach  Fig.  240  hat  also  die  verticale  Seitenkraft  dieses 
Widerstandes  die  Grösse: 
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2)      r=Ftgcu 


80  000  .  4-  ' 
4 


20  000  Kil. 


Das  Minimnin  von  X  ist  nimmehr  nach  Fig.  240  zu  berechnen 
ans  der  Gleichung: 

3)    X.(c  +  y)  — fiy-  Va:, 
in  welcher  die  Werthe  fi— 80000,  7=20000,  c  =  0»5  zn  sub- 
stituiren  sind.   Für  a?  =  10°  ist  y  =  1°,25  zu  setzen,  und  es  wird: 

-3r(„in)  =  — 57143  Kil. 


Flg.  241. 


i«^i 


Um  das  Maximum  von  X 
zu  berechnen,  würde  man 
die  „Plus- Abtheilung"  allein 
belastet  anzunehmen  haben, 
und  für  diesen  Belastungs- 
zustand nach  Fig.  241  die 
Gleichung  erhalten: 


4) 


welche  nach  Substitution  der  Werthe:  y— 2000,  /=20",  c— 0°,5, 
o?— 10«,  y  — 1»25  für  X  aufgelöst  die  Form  annimmt: 
X(„^)  =  +  57143  Kil. 
Es  ergiebt  sich  also  wiederum,  dass  die  Grössen  X(naz)  und 
X(ni]i)  gleiche  absolute  Werthe  haben,  dass  also  bei  voller  Be- 
lastung X»»0  wird,  und  es  bestätigt  sich  die  Richtigkeit  der  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Behauptung:  dass  die  perma- 
nente Belastung  keine  Spannung  in  der  horizontalen  Gurtung  her- 
vorbringt. 

§  53. 
Spannungen  der  Kette. 

Die  Spannung  Z  kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  Zp  und 
Zq  zerlegt  denken,  von  denen  ersterer  durch  die  permanente,  letz- 
terer durch  die  mobile  Belastung  hervorgebracht  wird.  Die  von 
der  permanenten  Belastung  hervorgebrachte  Horizontalspannung 
der  Kette  hat  die  Grösse: 

1)    ZTp  — -5^  =48  000  Kil. 

Die  Spannung  Zp  ist  daher  fttr  diejenige  Stelle,  an  welcher 
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die  EettenrichtuDg  den  Winkel  a  mit  der  Horizontalen  bildet,  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

2)    Zp=-— ^  — fl^pVl+lgo^, 
^        cos  a  ^  ^      •    •&     I 

in  welcher  für  die  Grösse  tg  a  der  aus  Gleichung  12)  des  §  49  zu 
entnehmende  Werth  einzusetzen  ist. 

So  z.  B.  erhält  man  fOr  o?  «  10»  aus  jener  Gleichung  den  Werth 
tg  a e->  —•    An  dieser  SteUe  ist  also: 


3)     Zp  —  48  000  l/l  +  ^~y=-i  49  478  Kü. 

Die  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Grösse  Zq  resp.  ein 


» MTm 


Flg.  242. 

.PlU9„ 


NiiU. 


Fig.  248. 


Maximum  und  ein  Minimum  wird,  sind  in  Fig.  242  durch  die 
Ueberschriften  »Plus''  und  n^finus"  angedeutet.  Fflr  das  Maxi- 
mum von  Zq  erhält 
man  nach  Fig.  243  die 
Gleichung: 

4)    Zq  cos  o  (y  +  e) 

in  welcher  für  die 
Kräfte  i?  und  F  wie- 
derum die  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  des 
vorigen    Paragraphen 

angegebenen  Werthe  zu  substituir»i  sind.   Ftlr  das  ICnimum  von 

Zq  erhält  man  nach  Fig.  244  die  Gleichung  : 

5)    Zq  cos  a  Cy  +  c)  =  -i  9^7*  —  y  qlx. 

Für  X  =  10»  und  y  =  l'»,25  ist  wieder  — —  =  l/l  +  ^i- V  zu  setzen, 
und  es  ergeben  sich  aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  die  Werthe: 
Zq  (aitt)  -=  +  141 368  Kil.,    Z,  (aio,  =  —  58  903  KD. 
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Mit  Benutzung  des  in  Gleichung  3)  fOr  Zp  gefundenen  Werthes  erh&lt  man 

nonmehr  fOr  das  Maxintuni  und  das  Minimum  der  Spannung  Z  selbst'  die 

Flg.  3Ü.  Werthe: 

Z(inM)  =  +  49  478  +  141  368 
=»  + 190  846  KU. 

^(miB)  «=  +  49  478  —  58  903 
»  —  9425  Eil. 
Bei  der  Bestimmung  des 
Querschnitts  der  Kette  wflrde 
man  also  Bücksicht  darauf 
zu  nehmen  haben,  dass  in 
derselben  gelegentlich  auch 
Druckspannungen  stattfinden 
können. 


§  54. 
der  Bleoh-  oder  Gitter-Wand. 
Bei  Berechnung  der  yerticalen  Abscheernngggpaimnng  !(  darf 
wiedemm  die  permanente  Belastung   nnberttcksichtigt  gelassen 

Fig.  245. 
Mimis  _  NuD 


werden,  insofern  eine  gleichförmig  Über  die  Horiiontalprojection 


Fig.  246. 


nos^  angedentet    Für  da«  Minimam 
Fig.  246  die  Gleichung: 


der  ganzen  Brücke  ver- 
theilte  Belastung  aus- 
schliesslich in  der  Kette 
Spannungen  hervorbringt. 
Die  Belastungszustände, 
bei  welchen  die  Spannung 
8  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird;  sind  in 
Fig.  246  durch  die  Ueber- 
schriften  „  Plus  "^  und » Mi- 
von  a  erbfttt  ma»  nach 
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1)     ^(x-z)^  —  Hc—  Vz, 
in  welcher  für  H  und  V  wieder  die  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 
des  §  52  angegebenen  Werthe  zu  substituiren  sind. 


Für  o;  =  10«  ist  z  =  3" 
Fig.  247. 


za  setzen  (nach  §  50,  Gleichang  4),  und  man 
erh&lt  ans  obiger  Gleichang  den 
Werth: 

«(miD)  —  — 14  286  Kü. 
Das  Mazimom  von  %  würde  nach 
Fig.  247  zu  berechnen  sein  aaa 
der  Gleichang: 


2) 


fi{X—Z)mm^glZ  + 


oder: 


«(m«)  =  +  14  286  Kü. 

Die  obige  Berechnungs- 
weise  entspricht  der  Voraus- 
^^  Setzung:  dass  der  Drehpunkt 

L  rechts  von  der  Verticalen  des  Punktes  E  liegt.  Wenn  statt 
dessen  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Dreh- 
punkt L  in  die  Strecke 
OJ  flült  (Fig,  248),  S0 
ist  die  Berechnung  nach 
Fig.  249  auszuführen, 
und  wenn  der  Drehpunkt 
L  links  von  dem  Punkte 
0  liegt,  so  ist  die  Be- 
rechnung nach  Fig.  250 
auszuftthrep. 

Die  Grenzfälle  sind,  diejenigen  beiden  Fälle,  in  welchen  der 
Drehpunkt  L  entweder  mit  dem  Punkte  J  oder  mit  dem  Punkte  O 

Fig.  249.  « 


0-- 


Mms..^ 


..»ffl... 


selbst  zusammenfällt.    Dem  ersteren  entspricht  der  Werth  ^  =  0,^ 
oder  (nach  §  50,  Gleichung  4)  der  Werth : 


Digitized  by 


Google 


Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter- Wand.  169 

3)  ar  —  /  ]/4  —  6">,324. 

cl 
Dem  letzteren  Grenzfalle  entspricht  der  Werth  «= j-y  oder 

(nach  §  50,  Gleichung  11)  der  Werth:  "^ 

4)  o?-  y  |-  1  +]/  1  +  ^|-  4»633. 

Es  sind  also  bei  der  Berechnung  von  9(  die  folgenden  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

X  >  6»,324,       w  <  J"|^24^       ^  ^  4„  633. 

Ffir  den  ersten  ist  die  Berechnung  nach  Fig.  246,  für  den  zweiten 
nach  Fig.  249,  fdr  den  dritten  nach  Fig.  260  auszufahren. 


^i5Rs  ....Miras 


Flg.  250. 


Plus 


M\\.^ 


So  z.  B.  ifürde  man  für  den  Werth  a;=6«,  welchem  (nach  §  50,  Glei- 
chung 4)  der  Werth  z= — j^  entspricht,  indem  man  die  Berechnung  von 
%  nach  Fig.  249  ausfahrt,  den  Werth  erhalten: 
«0-±5779Kil. 

For  x^'A^  wird  z  «  —  3">,  und  man  erh&lt,  indem  man  die  Berechnung  von 
%  nach  Fig.  260  ausführt,  den  Werth: 

«Cn}=±5486Kil. 
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Theorie  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken. 


§  55. 
Berechnung  der  nrkniokendea  Kraft  fOr  eine  prismatische  Stange  mit  freien  Enden. 

Die  in  §  4  geftmdene  allgemeine  Differensial-Gleichtuig  der 
elastischen  Linie: 


1) 


^^■S-2ß 


darf  auch  fär  den  in  Fig.  261  dargestellten  Fall  als  gältig  be- 
trachtet werden,  bei  welchem  der  gebogene  Stab  dnrch  zwei  an 

den    beiden    End- 
^^'      '  punktendesselbenin 

der  Richtung  ihrer 

Verbindungslinie 
wirkende  Druck- 
kräfte im  Gleichge- 
wichtszustande ge- 
halten wird.  In  obiger  Gleichung  bedeutet  iDt  die  Grösse  des 
Biegungsmomentes  fUr  denjenigen  Punkt  der  elastischen  Linie, 
dessen  Goordinaten  o?  und  y  sind.  Dieses  Biegungsmoment  ist 
als  eine  positive  oder  negative  Grösse  in  Rechnung  zu  bringen, 
je  nachdem  die  Grösse: 


-JU 


2) 


dar" 


d 


dx 


dtgq) 


dx 


eine  positive  oder  negative  Grösse  ist.  Da  nach  Fig.  261  die 
Grösse  tg  q)  mit  wachsendem  x  abnimmt,  so  ist  dasselbe  hier 
negativ,  also: 

3)    sai Ky 
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zn  setzen  y  und  man  erhält  für  den  vorliegenden  F^  die  Diffe- 
rensial-Gleichung: 

4)    EZ^ Ky. 

Bei  einer  prismatischen  Stange  ist  die  Grösse  Z  als  Trägheits- 
moment der  Qnerschnittsfläche  eine  von  a:  nnabhägige  constante 
Grösse I  und  wenn  man  abkttrzungsweise  die  constante  Grösse: 

setzt,  so  kann  man  d«r  obigen  Gleichang  auch  die  folgende  Form 
gebwi: 

0,   ^  — %. 

Dnrch  zweimalige  Integration  derselben  erhält  man  alsdann  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

7)  y  8=  ^  gin  ka:  •]-  B  eos  Aa?, 

in  welcher  die  beiden  Integrations-Gonstanten  A  und  B  auf  fol- 
gende Weise  bestimmt  werden  können. 

Nach  Fig.  261  muss  für  a?  -•  0  auch  y  =  0  sein;  man  erhält 
also  fBr  die  Constante  B  die  Gleichung: 

8)  0  —  0 +  Ä 

Wenn  femer  mit  /  die  grösste  Durchbiegung  oder  der  grösste 
Werth  vony  bezeichnet  wird:  nämlich  derjenige  Werth,  welchen 
y  fttr  «in  Ajp  ■=-  1  annimmt,  so  ist  die  Constante  A  =/  zu  setzen, 
und  man  erhält  für  die  elastische  Linie  die  Gleichung: 

9)  y=/8in(*a?). 

Da  in  der  Theorie  der  elastischen  Linie  stets  eine  geringe 
Grösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt  wird,  so  darf  der  Unter- 
schied zwischen  der  Selinenlänge  AB  und  der  Bogenlänge 
AB'^L  yemachlässigt  werden.  Es  ist  also  nach  Fig.  251  für 
^  =  i  ebenfalls  y  =  0  zu  setzen;  folglich  ist  0  —  sin  Ai,  oder: 

10)  A:i=>  WITT, 

in  welcher  letzteren  Gleichung  der  Buchstabe  m  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet  Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  fUr  die  Con- 
stante A  zu  entnehmenden  Werth  in  den  Gleichungen  5)  und  9) 
substituirt,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 

11)  ir== Y^ ,         12)  y=-/smf— ^— 1> 

in  welchen  die  Theorie  des  vorliegenden  Falles  enthalten  ist 
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Die  Gleichung  11)  giebt  an,  wie  gross  die  beiden  Elräfte  K 
sein  müssen  y  am  bei  dem  willkürlich  angenommenen  Biegnngs- 
znstande  den  Stab  im  Gleichgewichte  zu  halten.  Sie  zeigt  zu- 
gleich, dass  diese  Elraftgrösse  unabhängig  ist  yon  der  Grösse  der 
Durchbiegung.  Dieselbe  Kraftgrösse  würde  also  auch  ausreichen, 
um  den  Stab  so  stark  zu  biegen,  dass  die  Maximalspannung  in 
demselben  die  Elastieitätsgrenze  oder  gar  die  Festigkeitsgrenze 
überschreitet.  Die  Gleichung  11)  enthält  daher  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Grösse  der  zerknickenden  Kraft. 

Um  die  Bedeutung  der  Constanten  m  zu  erkennen,  hat  man 
für  dieselbe  der  Reihe  nach  die  Zahlenwerthe  1,  2,  3,  4 ...  in 
den  obigen  beiden  Gleichungen  zu  substituiren  und  gelangt  dabei 
zu  den  folgenden  Resultaten: 

und  y=/sm  ("X")' 


Für  TW  =  1  wirdi^  = 


=/8m  {-j-j 

j,    .      (  \7tx\ 


welche  man  resp. 
durch  die  Figuren 
262,  268,  264,  286, 

sich  veranschau- 
lichen kann.  Die- 
selben zeigen,  dass 
—  abgesehen  von 
den  Grenzen,  wel- 
che durch  die 
Grösse  des  Festig- 
keits  -  Coefficienten 
bedingt  sind  —  auf 
unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten 
der  gebogene  Stab 
durch  die  beiden 
Druckkräfte  K  im 
Gleichgewichtszu- 
stande     gehalten 
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resp.  zerknickt  werden  kann,  und  jedem  dieser  verschiedenen 
Fälle  entspricht  ein  besonderer  Werth  der  Elraft  K.  Der  kleinste 
Werth  der  zerknickenden  Kraft  entspricht  dem  in  Fig.  252  dar- 
gestellten Falle.  Wenn  daher  nicht  besondere  günstige  Umstände 
vorhanden  sind,  dnrch  welche  der  Stab  veranlasst  wird,  bei  ein- 
tretender Biegung  eine  der  in  den  übrigen  Figuren  dargestellten 
Biegangsformen  anzunehmen  —  was  z.  B.  dann  der  Fall  sein 
würde,  wenn  einzelne  Punkte  der  elastischen  Linie  verhindert 
werden,  aus  der  geraden  Verbindungslinie  der  beiden  Endpunkte 
seitwärts  herauszutreten  —  so  wird  die  Grösse  der  zerknickenden 
Ej-aft  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 


§  56. 
Prismatische  Stange  mit  eingemauerten  Enden. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 

zeigt)  dass  die  zerknickende  Kraft  dem  Quadrate  der  Länge  um* 

gekehrt  proportional  ist.    Es  würde  also  z.  B.  ftlr  eine 
Fig.  2&6.  ]^ 

Stange  von  der  Länge  -^  die  zerknickende  Kraft  die 

vierfache  Grösse  annehmen.  Da  bei  der  zweifach  ge- 
bogenen Stange  (Fig.  258)  das  Biegungsmoment  in  der 
Mitte  der  Stange  gleich  Null  ist,  so  würde  man  an 
dieser  Stelle  die  Stange  durchschneiden  und  an  der 
Schnittstelle  ein  Scharnier  einschalten  können,  ohne 
dass  die  Spannungszustände  der  Stange  dadurch  ge- 
ändert werden.  Man  kann  daher  die  zweifach  gebogene 
Stange  auch  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  zwei 
durch  ein  Scharnier  verbundenen  einfach  gebogenen 
Stangen  und  demgemäss  die  zerknickende  Kraft  für 
dieselbe  ebenüalls  nach  Gleichung  13)  des  vorigen  Para- 
K  graphen  berechnen,  indem  man  darin  -^  L  statt  L  setzt 
(Fig.  256).  Ebenso  kann  man  die  dreifach  gebogene 
Stange  (Fig.  264)  als  aus  drei  einfach  gebogenen  Stangen  von 
der  Länge  y  L  zusammengesetzt  betrachten.  Bei  der  in  Fig.  257 
dargestellten  dreifach  gebogenen  Stange  von  der  Länge  /  hat  also 
nach  Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen  die  zerknickende 
Kraft  die  Grösse: 
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1)     K: 


Da  der  Gleiehgewichtszustand  dieser  Stange  keine  Stömng  erleidet^ 
wenn  die  untere  Hälfte  des  unteren  Drittels 
^'  '  ^*  *  und  die  obere  Hälfte  des  oberen  Drittels 
in  feste  Wände  eingeschlossen  werden,  so 
gilt  diese  Gleichung  auch  für  den  in  Fig.  858 
dargestellten  Fall,  und  man  erhält,  indem 


man 


4-  /^  statt  -^  /  setzt,  fttr  diesen  Fall  die 


Gleichung: 


2)    K. 


ATt^EZ 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  bei  einer 
Stange,  an  deren  beiden  Enden  die  Tangen- 
tenriehtungen  der  elastischen  Linie  durch 
Eräftepaare  unverändert  erhalten  werden  — 
wie  a.  B.  bei  einer  zwischen  festen  Wänden 
eingeklemmten  Säule,  deren  Endplatten  an 
die  ebenen  Wandflächen  sich  anlegen  —  die 
zerknickende  Kraft  viermal  so  gross  ist 
als  für  eine  Stange  mit  freien  Enden. 
Für  die  in  Fig.  269  dargestellte  einfach  gebogene  Stange  von 
der  Länge  /  hat  die  zerknickende  Kraft  die  Grösse: 

3)    K^    ^^"^ 


Fig.  259. 


Fig.  290. 


Denkt  man  sich  die  untere  Hälfte  der- 
selben in  eine  feste  Wand  eingeschlossen, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  260  darge- 
stellten Falle  und  erhält,  indem  man2X 
statt  /  setzt,  ftlr  diesen  Fall  die  Gleichung: 


4)    JST. 


1 


^E% 


welche  zeigt,  dass  bei  der  nur  an  einem 
Ende  eingemauerten  Stange  die  zer- 
knickende Kraft  nur  den  vierten  Theil 
beträgt  von  derjenigen  Kraft,  welche  die 
an  beiden  Enden  freie  Stange  zerknicken 
würde. 
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§  57. 
Stange  mit  verinderilchein  Querachnitte. 

Die  gröfiste  in  einem  bestimmten  Qaerschnitte  der  gebogenen 
Stange  gtattfindende  Dnickspaimang  kann  betrachtet  werden  als 
zusammengesetzt  aus  zwei  Theilen:  den  einen  Theil  bildet  die 
gleichförmig  über  die  ganze  Qnerschnittsfläehe  vertheilte  Druck- 
spannung, welche  die  Druckkräfte  K  ohne  Vorhandensein  einer 
Biegung  heryorgebracht  haben  würden;  den  anderen  Theil  bildet 
die  dem  Biegungsmomente  Ky  entsprechende  grOsste  Blegungs- 
spannitQg\  welche  an  der  concaven  Seite  ebenfalls  eine  Druck- 
spannung ist.  Diese  letztere  ist  (nach  §  2,  Gleichung  12)  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

1)    S-^-Ky, 

und  nach  der  in  Fig.  261  gewählten  Bezeichnungsweise  nimmt 

Fiu,  261.  dieselbe  in  der  Mitte 

«j  der     Stange,    den 

f              ä  Werth  an: 

^^        I       --^^^  2)  5.  =  ^.ü:/ 

""'*" ' "" 1' Im  Allgemeinen 

werd^i  fUr  die  Span- 
nung S  in  den  verschiedenen  Querschnitten  verschiedene  Werthe 
sich  ergeben.  Es  soll  jedoch  hier  als  specieller  Fall  eine  solche 
Veränderlichkeit  des  Querschnitts  vorausgesetzt  werden,  bei  wel- 
cher die  Grteae  iS  in  aU^  Qoerseknitten  gleiche  Werthe  annimmt. 
Es  ist  also: 

3)  :^.Kif~^.Kf 

zu  setzen,  und  wenn  man  in  dieser  Gleichung  abkttrzungsweise 
den  Quotienten: 

4)  —  =  « 
w 

setzt,  so  kann  man  derselben  auch  die  folgende  Form  geben: 

Für  den  zweiten  Differenzialquotienten  von  y,  nach  x  genommen, 
erhält  man  hiemach  den  Ausdruck: 
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Wenn  man  nnnmehr  die  allgemeine  Dififerenzialgleichnng  der 
elastischen  Linie  (§  55,  Gleichung  4),  indem  man  darin  fUr  die 
Grössen  Z  nnd  y  resp.  die  aas  den  Gleichungen  4)  und  5)  zu 
entnehmenden  Werthe  substituirt,  auf  die  folgende  Form  bringt: 

7)  iV ^, 

'^      dar"  Ez,w  ' 

SO  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  in  diesen  letzteren  beiden 

rfV 
Gleichungen  fdr  -r^  gefondenen  Ausdrücke  die  Gleichung: 

8)  ''^  ^ 


da^  Ew 

Stange  mit  rechteckigen  Querschnitten  von  überall  gleicher 

Höhe. 

Wenn  die  Grösse  w  als  halbe  Höhe  des  rechteckigen  Quer- 
schnitts eine  von  x  unabhängige  Gonstante  ist,  so  kann  man  der 

% 
obigen  Gleichung,  indem  man  darin  für  »  wiederum  den  Werth  — 

substituirt,  die  folgende  Form  geben: 

^^      dx"  E 

Durch  zweimalige  Integration  dei^elben  gelangt  man  alsdann 
zu  der  Gleichung: 

10)    3:  =  --2£"  +  ^^  +  ^»' 

in  welcher  die  beiden  Integrations-Constanten  C  und  C,  auf  fol- 
gende Weise  zu  bestimmen  sind: 

Für  ar  =  0  wird  51  =  0,  also  ist  C,  =  0, 

KT 
„     x  =  L    „     %  =  0     „      .    C=^ 

Wenn  man  diese  Werthe  sabstitnirt,  so  erhält  man  für  Z  die 
Gleichong: 

Für  die  Mitte  der  Stange  ist  ^«yZ  and  %  =  %,  zu  setzen; 
also  ist: 


Digitized  by 


Google 


Stange  mit  Terftoderlichem  Qaerschmtte. 


177 


13) 


Das  Verhältniaa  der  beiden  Tragbeitamomente  3^  und  3^1  hat 
demnach  die  OrOsse: 

%       l[^     l) 

Wenn  man  hierin  nach  der  in  Fig.  262  and  Fig.  268  gewählten  Be- 

zeichnnngsweise  dieWerthe: 
Fig.  2«2. 


2;. 


1 


12 


bk', 


L^2L 


x  =  l 


^M', 


sabstitüirt,  so  nimmt  diese 
Gleiehang  die  folgende  ein- 
fachere Form  an: 

14)    f  =1-^ 
Fig.  268.  ^  ' 

und  zeigt,  dass  das  Grund- 

riss-Profil  der  Stange  durch  zwei  Parabeln  gebildet  wird  (Fig,  268), 
während  in  der  Aufriss'-Ebene,  welche  der  Biegungs-Ebene  parallel 
vorausgesetzt  wird,  das  Profil  eine  rechteckige  Form  hat  (Fig.  262). 
Die  zerknickende  Kraft  hat  bei  solcher  Form  der  Stange  nach  Glei- 
chung 12)  die  Grösse: 

.6)    K-^. 

Stange  mit  quadratischen  oder  kreisförmigen  Querschnitten. 

Die  TrSgheitsmomente  ähnlicher  Querschnittsfiguren  verhalten 
sich  wie  die  vierten  Potenzen  der  Querschnittsdimensionen.  Für 
den  vorliegenden  Fall  ist  also: 


a; 


w 


zu  setzen,  worin  die  Grössen  w  und  t^,  entweder  die  halben  Seiten- 
längen der  quadratischen  Querschnitte  oder  die  Halbmesser  der 
Querschnittskreise  bedeuten.  Die  Gleichung  4)  nimmt  nach  Sub- 
stitution des  aus  obiger  Gleichung  für  %  zu  entnehmenden  Werthes 
die  Form  an: 


17)    %^^ 


w' 


und  man  erhält  aus  derselben  fttr  das  Differenzial  von  »  den  Aus- 
druck: 


18)    dz  =  i 


^ 
w' 


ti^dw. 


Bittor»  Ingsnienr-Meeliaiiik.  2.  Anfl. 
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Wenn  man  nanmehr  die  Gleichung  8)  anf  beiden  Seiten  mit 
2  dz  mnltiplicirt  und  hierauf  ftlr  die  Grösse  dz  den  obigen  Werth 
substituirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

19)    'tdz^^ ^^,    oder: 

und  erhält  durch  Integration  der  letzteren,  indem  man  die  Inte- 
grationsconatante  mit  A  bezeichnet,  die  Gleichung: 

Die  Gleichsetzung  der  aus  den  beiden  Gleichungen  18)  und  21)  ftlr 
dz  zu  entnehmenden  Ausdrücke  fährt  alsdann  zu  der  Gleichung: 

welcher  man  auch  die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 
23)     da;  =  • 


indem  man  statt  der  Constanten  A  eine  neue  Constante  C  einführt 
und  gleichzeitig  abkttrzungsweise  die  constante  Grösse: 

setzt.  Wenn  man  endlich  die  Gleichung  23)  integrirt  und  zugleich 
berttcksichtigt,  dass  für  or  =  0  auch  w^^O  sein  muss,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

^^  " — -^|/f-"''+i^"««^("'|/? 

in  welcher  die  Constanten  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden 
iönnen.    Für  a;=^L  ist  w  =  0  zu  setzen,  und  die  Substitution 
dieser  Werthe  fllhrt  zu  der  Gleichung: 

26)    L ^. 

2ByB  _ 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  Werth  «'^»Kg-  substituirt, 

so  findet  man,  dass  demselben  der  Werth  a?»»  yZ  entspricht, 
und  da  für  die  Mitte  der  Stange  w »»  w^  ist,  so  folgt  hieraus  die 
Gleichung: 
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27)  l/J-«., 

ans  welcher  man  mit  Benatznng  des  ans  der  vorhergehenden  fOr 
C  zn  entnehmenden  Ansdrncks  flir  B  den  Werth  erhält: 

28)  5^^^<-. 


4X» 


Wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  25)  snbstitnirt,  so  nimmt 
dieselbe  die  folgende  Form  an: 

29)     x=  —  <arc  sm l^  1 5->, 

mid  kann  in  dieser  Fonn  zur  Gonstrnction  des  Längenprofils  der 
Stange  benutzt  werden^  insofern  zu  jedem  willkürlich  angenom- 
menen Werthe  von  w  der  zugehörige  Werth  von  x  aus  derselben 
berechnet  werden  kann.  Durch  Gleichsetzung  der  in  den  Glei- 
chungen 24)  und  2S)  für  die  Constante  B  gefundenen  beiden  Aus- 
drücke  findet  man  endlich,  dass  die  zerknickende  Kraft  für  eine 
80  geformte  Stange  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

3.)    ^-f(^). 

Die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  willkürlich  angenommene  Bedingung 
nach  welcher  die  grOsste  Biegangsspannong  S  in  allen  Qaerschnitten  der  ge- 
bogenen Stange  dieselbe  Grösse  haben  sollte,  führte  za  dem  Besoltate,  dass 
die  Qaerschnittsfläche  der  Stange  nach  den  beiden  Enden  hin  bis  auf  die  Grösse 
NnU  abnehmen  muss,  was  zur  Folge  haben  würde,  dass  die  ausser  jenen  Bie- 
gongsspannungen  noch  vorhandene  gleichförmig  über  die  Querschnittsfl&che  Ter- 

theilte  Druckspannung  -^  an  den  beiden  Enden  der  Stange  einen  unendlich 

grossen  Werth  annehmen  würde.  In  Wirklichkeit  wird  man  statt  dessen  die 
QnerBchnittsfi&che  höchstens  bis  auf  die  der  practisch  zul&ssigen  Druckspan- 
nung (M,  entsprechende  Grösse  F^  —  abnehmen  lassen  dürfen,  und  auch  .in 

diesem  FaUe  würde  die  Gültigkeit  der  obigen  Gleichungen  ausserdem  noch  an 
die  Bedingung  geknüpft  sein:  dass  die  L&nge  der  Stange  sehr  gross  ist  im  Yer- 
hUtmos  zu  ihrer  Dicke,  und  in  Folge  dessen  die  Grösse  F  beträchtlich  kleiner 
ausfiUlt  als  der  Querschnitt  ^i  in  der  Mitte  der  Stange.  Es  ist  daher  —  was 
practische  Anwendungen  betrifft  —  den  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Re- 
sultaten nur  ein  yerhältnissm&ssig  geringer  Werth  bdzumessen,  und  beschränkt 
sich  derselbe  im  Wesentlichen  auf  das  Ergebniss:  dass  unter  obigen  Voraus- 
setzungen für  die  zerknickende  Kraft  bei  der  nach  Gleichung  14)  construirten 
Stange  etwa  ein  Fünftel,  und  bei  der  nach  Gleichung  29)  construirten  Stange 
etwa  ein  Viertel  weniger  in  Rechnung  zu  bringen  sein  würde,  als  bei  einer 
prismatischen  Stange  vom  Querschnitte  F^ . 

12* 
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§  58. 
Biegungsebene  dee  Meineten  Widerstandes. 

Nach  §  55  (Gleichnng  13)  ist  die  zerknickende  Kraft  propor- 
tional dem  Trägheitsmomente  der  Qaerschnittsfläche,  bezogen  anf 
denjenigen  ihrer  Schwerpnnkts-Dorchmesser,  mit  welchem  die  recht- 
winkelig zor  Biegangsebene  stehende  neutrale  Achse  zusammen- 
fällt. Um  also  für  eine  prismatische  Stange  den  kleinsten  Werth 
der  zerknickenden  Kraft  zu  berechnen,  hat  man  zavor  diejenige 
Lage  der  Biegangsebene  resp.  der  neutralen  Achse  anfzosnchen,  ftir 
welche  das  Trägheitsmoment  X  seinen  kleinsten  Werth  annimmt 

Nach  §  86  der  ^analytischen  Mechanik^  ist  das  Trägheits- 
moment der  Qaerschnittsfläche  in  Bezag  aaf  einen  beliebigen 
Schwerpankts-Darchmesser  derselben  za  berechnen  aas  der  Glei- 
chung: 

1)    5£:=^cosa»  +  £sina», 

in  welcher  A  und  B  die  Hauptträgheitsmomente  bedeuten,  d.  h. 

die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  beiden  in  die  Querschnitts- 
ebene fallenden  Hauptachsen 
SX  und  S  F  (Fig.  264).  Fflr 
a  =  0  wird  Z=A,  fttr  a  =  90" 
wird  X  =  Bj  und  die  gra- 
phische Darstellung  des  Ge- 
setzes, nach  welchem  die  Grösse 

■-===SL  mit  dem  Winkel  c 

sich  ändert,  bildet  eine  Ellipse 
(analytische  Mechanik,  §  87). 
Hieraus  folgt,  dass  das  kleinere  von  den  beiden  Hauptträgheits- 
momenten zugleich  den  kleinsten  Werth  bildet,  welchen  das  Träg- 
heitsmoment %  überhaupt  annehmen  *kann. 

Wenn  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich  sind 
—  wie  z.  B.  bei  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitte  — 
so  haben  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  verschiedenen 
Schwerpunkts -Durchmesser  sämmtlich  dieselbe  Grösse,  und  die 
Trägheits-Ellipse  geht  ftir  diesen  Fall  in  einen  Kreis  über.  Die  bei- 
den Hauptträgheitsmomente  des  rechteckigen  Querschnitts  (Fig.  8) 
haben  die  Werthe: 
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und  es  wird  —  je  nachdem  entweder  b> h  oder  ft  < A  ist  —  im 
enteren  Falle  A^  im  letzteren  Falle  B  den  kleinsten  aller  Werthe 

von  X  bilden. 


Fig.  266. 


\ 


iy.^: 


\ 


Der  in  Fig.  866  dargestellte 
Fall  des  symmetrischen  kreuz- 
förmigen Qaerschnitts  ist  wie- 
deram  ein  Fall,  bei  welchem 
die  beiden  Haaptträgheitsmo- 
mente  einander  gleich  sind. 
Die  Trägheitsmomente  haben 
daher  fttr  alle  in  der  Quer- 
schnitts-Ebene  liegendeSchwer- 
punkts- Achsen  die  gemein- 
schaftliche Orösse: 
Hb' 


1-^4 


i 


12     ■    12 
bEP 


12 


oder: 


--*- 


2^  g'_*^/i-L.**       ^"1 


Wenn  das  Verhältniss  w  sehr  klein  ist,  so  kann  man  statt 
dessen  annähernd  anch  setzen: 


3)  a:  = 


bH* 
12 


Der  in  Fig.  266  dargestellte  Winkeleisen- Querschnitt  kann 
nnter  dieser  Voranssetznng  als  die  eine  Hälfte  jenes  Erenzes  be- 


Fig.  2M. 

T 

ua\juwjh  TTciuuUf  iuigiii;u  uai« 

das  Trägheitsmoment  des- 
selben in  Bezug  auf  jede 

'.            '**.. 

X     h 

durch  den  Punkt  0  gelegte 

X 

, 

A. 

Achse  (z.B.  OX'  oder  07) 

/  \ 

. I .V 

die  Grösse: 

ö(" 

"  .   'JL 

Der  Flächeninhalt  des  Qaer- 
schnitts hat  die  Grösse  F'^ 

\ 

Ai# 

bH^lbk-,  man  kann  daher 

*.^ 

i  *^ 

/ 

auch  setzen: 

**"^.^ 

1- 

5)  3:,=  g  . 
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Um  das  Trägheitsmoment  in  Bezng  auf  die  der  Achse  OX' 
parallele  Schwerpunkts- Achse  SX  (als  eine  von  den  beiden  Haupt- 
Achsen  des  Schwerpunktes)  zu  erhalten,  hat  man  (nach  §  88  der 
„analytischen  Mechanik'')  von  obigem  Werthe  das  Product  aus 
der  Fläche  in  das  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  Achsen  zu 
subtrahiren;  also  ist: 


">  --^-^-m)'-'" 


Die  Achse  SY  ist  die  andere  Hauptachse  des  Schwerpunktes; 
folglich  hat  das  andere  Hauptträgheitsmoment  den  Tiermal  so 
grossen  Werth: 

7)    B^Zo  =  ~ 

Die  Biegungsebene  des  kleinsten  Widerstandes  fällt  also  mit 
der  Halbirungsebene  des  rechten  Winkels  zusammen;  die  recht- 
winkelig zu  derselben  stehende  Achse  SX  bildet  die  neutrale 
Achse,  und  um  die  kleinste  zerknickende  Kraft  zu  berechnen,  hat 
man  in  Gleichung  13)  des  §  55  ftlr  das  Trägheitsmoment  X  den 
in  Gleichung  6)  angegebenen  Werth  zu  substituiren. 

§  59. 
Berechnung  der  grSesten  Druckspannung  in  der  gebogenen  Stange. 

Wenn  man  sich  in  Fig.  251  durch  die  Mitte  der  von  den  bei- 
den Druckkräften  K  im  gebogenen  Zustande  gehaltenen  Stange 
rechtwinkelig  zur  Achse  derselben  eine  Schnittfläche  gelegt  denkt, 
so  erkennt  man,  dass,  um  den  Gleichgewichtszustand  der  einen 
Stangenhälfte  wieder  herzustellen,  an  der  Schnittfläche  die  zwei 
Kräfte -Systeme  wtlrden  angebracht  werden  müssen,  welche  in 
Fig.  267  und  Fig.  268  getrennt  angegeben  sind.  Das  eine  besteht 
in  den  gleichförmig  über  die  ganze  Querschnittofiäche  F  vertheilten 
Druckspannungen,  deren  jede  pro  Flächeneinheit  die  Grösse  hat: 

1)  5.==!^. 

Das  andere  wird  durch  die  dem  Biegungsmomente  Kf  ent- 
sprechenden Biegungsspannungen  gebildet;  diese  letzteren  sind 
ungleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  vertheilt,  bilden  an  der 
concaven  Seite  ebenfalls  Druckspannungen,  und  die  grösste  der- 
selben hat  pro  Flächeneinheit  die  Grösse: 


Digitized  by 


Google 


Berechnnng  der  grössten  Drackspannoiig  in  der  gebogenen  Stange.     188 


2) 


w 


S.-^~'Kf. 


Für  das  Verhältniss  dieser  zwei  Drnckspannnngen  ergiebt  sich 
ans  den  obigen  beiden  Gleichungen  der  Werth: 


Fig.  267. 


3,    f. 


St 


Yergrösserong  bat  demnach  die  Grösse: 
5) 


5        4.-5, 


Die  grösste  in  dem  Quer- 
schnitte überhaupt  auf- 
tretende Druckspannung 
pro  Flächeneinheit  setzt 
sich  aus  den  beiden 
Theilen  S,  und  5,  zu- 
sammen, hat  also  die 
Grösse: 
4)    5-S,  +  5,. 

Wenn  /=  0  wftre,  so 
würde  auch  aS^—O  sein, 
d.  h.  wenn  die  Stange 
gerade  geblieben  wäre, 
so  würde  die  grösste 
Druckspannung  gleich 
S^  sein.  Durch  das 
Hinzutreten  der  Biegung 
wird  die  grösste  Druck- 
spannung von  5,  bis  auf 
die  Grösse  S  vergrössert ; 
das  Verhältniss    dieser 


5. 


und  wenn  man  hierin  für  den  Quotienten  -^  den  in  Gleichung  3) 

gefundenen  Werth   substituirt,   so   erhält  man  für  dasselbe  die 
Gleichung: 

fwF 


6) 


1  + 


Hit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  für  jede  gegebene 
Grösse  des  Biegungspfeiles  /  den  zugehörigen  Werth  der  Ver- 
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hältnisszahl  n  berechnen,  worauf  dann  die  grösste  Drackgpannong 
selbst  berechnet  werden  kann  aas  der  Gleichung: 

7)     S_«,S,_n.^. 


§  60. 
Coefflclent  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Glei- 
chung würde  man  —  wenn  der  fHr  die  Verhältnisszahl  n  anzu- 
nehmende Werth  bereits  bekannt  w&re  —  auch  zur  Berechnung 
der  erforderlichen  Querschnittsgrösse  F  benutzen  können.  Zu 
diesem  Zwecke  würde  man  fttr  die  grösste  Druckspannung  S  die 
Gr()8se  der  practisch  zulässigen  Druckspannung  einzusetzen  und 
die  Gleichung  ftlr  F  aufzulösen  haben;  man  erhält  dann  die 
Gleichung: 

i)    F  ^ 


(I-) 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  das  Hinzutreten  der  Biegungs- 
Spannungen  genau  denselben  Einfluss  hat,  welchen  bei  der  gerad- 
linig bleibenden  Stange  eine  Verminderung  der  practisch  zulässigen 
DruckspannuDg  bis  auf  den  n-ten  Theil  ihrer  Grösse  haben  würde. 
Man  kann  daher  die  Bestimmung  der  erforderlichen  Querschnitts- 
grösse  für  eine  in  ihrer  Längenrichtung  gedrückte  lange  dünne 
Stange  auch  in  der  Weise  ausführen,  dass  man  —  die  Möglich- 
keit einer  Biegung  femer  ganz  unberücksichtigt  lassend  —  statt 
der  wirklichen  practisch  zulässigen  Spannung  nur  den  n-ten  Theil 
derselben  in  Rechnung  bringt 

Da  bei  einer  mathematisch  genau  geradlinigen  Stange,  auf 
welche  lediglich  Druckkräfte  in  ihrer  Achsenrichtung  wirken^ 
keine  Veranlassung  zum  Abweichen  von  der  geradlinigen  Form 
vorliegt,  so  kann  die  Zahl  „/i*'  als  eine  Art  von  Sicherheits- 
coef&cient  au^efasst  und  als  solcher  der  »Coefßcient  des  Wider- 
standes gegen  Zerknicken"  genannt  werden.  Wie  die  Wahl  der 
practisch  zulässigen  Spannung  innerhalb  gewisser  durch  die  Festig- 
keits- Eigenschaften  des  Materials  bedingter  Grenzen  mehr  oder 
weniger  der  Willkür  des  Construirenden  überlassen  bleiben  muss: 
so  kann  auch  hinsichtlich  der  Wahl  des  Coefficienten  »'>''  eine 
bestimmte  allgemein  gültige  Regel  nicht  vorgeschrieben  werden. 
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Man  wird  fllr  denselben  im  Allgemeinen  einen  um  so  grösseren 
Werth  in  Bechnang  zu  bringen  haben,  je  grösser  die  Länge  der 
Stange  im  Yerhältniss  zn  ihren  Qaerschnittsdimensionen  ist,  und 
in  zweifelhaften  Fällen  wird  es  sich  Empfehlen,  lieber  einen  zu 
grossen  als  einen  zn  kleinen  Werth  fUr  denselben  zn  wählen. 

Ans  Oleichnng  6)  des  vorigen  Paragraphen  erkennt  man,  dass 
die  Zahl  n  von  der  Grösse  des  angenommenen  Biegnngspfeiles 
abhängt  und  mit  letzterem  zunimmt  Es  kann  daher  der  oben 
gestellten  Forderung  auch  durch  passende  Wahl  der  Grösse  / 
Genüge  geleistet  werden.  Für  diesen  Biegungspfeil  lässt  sich  auf 
folgende  Weise  ein  oberer  Grenzwerth  auffinden,  in  Bezug  auf 
welchen  man  behaupten  darf:  dass  bei  gentlgender  Stärke  der 
Stange  in  Wirklichkeit  niemals  eine  Durchbiegung  entstehen  wird, 
bei  welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  Ä*  jenen  Grenzwerth  erreichen 
könnte. 

Denkt  man  sich  auf  die  in  Fig.  269  angedeutete  Weise  durch 
die  beiden  zerknickenden  Kräfte  —  welche  nach  §  55  bei  jeder 
Y^  269  Grösse    des    Biegungs- 

pfeiles    die    gebogene 
Stange     im     Gleichge- 
wichte   zu    halten   im 
^'  ^'        Stande  sind — die  Stange 

in  einen  solchen  Biegungszustand  versetzt,  bei  welchem  allein  die 
Biegnngsspannun^  schon  die  Elasticitätsgrenze  erreicht,  so  erkennt 
man,  dass  der  aus  dieser  Annahme  ftlr  die  Grösse  /  hervorgehende 
Werth  jedenfalls  grösser  sein  wird,  als  bei  der  mit  genügendem 
Sicherheitsgrade  construirten  Stange  derselbe  in  Wirklichkeit  je- 
mals werden  dürfte,  da  in  letzterem  Falle  die  wirkliche  Maximal- 
spannung wegen  Hinzukommens  der  gleichförmig  über  die  Quer- 
schnittsfläche vertheilten  Druckspannung  die  Elasticitätsgrenze 
schon  überschreiten  würde.  Den  gesuchten  Werth  von /kann 
man  demnach  berechnen  aus  der  Biegungsgleichung: 


2) 

•/, 

indem 

man  darin  fUr  fi  die  Drackspannung 

an 

der  Elasticittts- 

grenze 

setzt 
3) 

Das  Verhältniss: 

bedeutet  alsdann  das  der  Elasticitätsgrenze  entsprechende  Ver- 
kürzungsverhältniss,  und  dem  aus  der  obigen  Gleichung  ftlr  die 
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Orösse  /  za  entnehmenden  Aosdracke  kann  man  hiernach  die  fol- 
gende Form  geben: 

Nach  Substitution  desselben  erhält  man  für  den  Goef&cienten  n 
aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  den  Werth: 
.    dFL" 


5)    n 


7^% 


Da  die  Wahl  des  anzanehmenden  Biegungspfeiles  immer  als  eine  mehr 
oder  weniger  willkürliche  anzusehen  ist,  so  darf  man  für  die  Grösse  /  ohne 
^.     ^_^  Bedenken  statt  des  oben  angenomme« 

^'  n#n  auch  einen  anderen  noch  etwas 

grösseren  Werth  wählen,  za  welchem 
man  auf  folgendem  Wege  gelangt 
Wenn  man  sich  die  Stange  an  aUen 
Stellen  gleich  stark  gekrtLmmt  denkt 
—  in  welchem  Falle  also  die  ela- 
stische Linie  ein  Kreisbogen  wird  — 
und  zugleich  wiederum  eine  solche 
Krümmung  voraussetzt,  bei  welcher 
die  grösste  Biegungsspannung  die 
Elasticit&tsgrenze  erreicht,  so  wird 
der  entsprechende  Krümmungshalb- 
messer der  elastischen  Linie  nach 
Fig.  270  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 


^.^V) 


6) 


L(\—^)  _  q  —  w 


oder;     ^  =  -t" 


L  e 

und  für  die  Pfeilhöhe  des  Kreisbogens  erh&lt  man  nach  Fig.  271,  indem  man 

den  Unterschied  zwischen  der  Sehnenlänge 
und  der  Bogenlänge  vernachlässigt,  die 
Gleichung: 

7)     (4-Z)=2,/-A 

aus  welcher  man  nach  Unterdrückung  des 
als  verhältnissmässig  sehr  klein  zu  be- 
trachtenden Gliedes  /S  mit  Benutzung  des 
oben  für  ^  gefundenen  Ausdrucks,  den 
Werth  berechnet: 

8,     -      ^'        *^' 


> 


^'W' 


Sw 


Nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Para- 
graphen für  den  Coefficienten  n  den  Ausdruck: 
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welcher  von  dem  oben  in  Gleichong  5)  gefundenen  Aosdracke  nur  dadurch 
sich  unterscheidet,  dass  der  Nenner  des  zweiten  Gliedes  statt  des  numerischen 
Factors  »w««  den  Factor  ^8*  enth&lt 

§  61. 

Berechoung  der  erfbrderilchen  Querschnttfs-Dimomionen  fOr  eine  in  Ihrer 

Uüigenrfchtung  gedrOcIcte  prismatische  Stange. 

Bei  den  Anwendangen  der  im  Torigen  Paragraphen  gefun- 
denen Gleichungen  kann  man  —  je  nach  der  gewählten  Form 
des  Querschnitts  —  drei  verschiedene  Gruppen  von  Fällen  unter- 
scheiden. 

Als  Repräsentant  der  ersten  Gruppe  kann  der  quadratische 
Querschnitt  gelten,  bei  welchem  es  sich  nur  um  die  Bestimmung 
einer  unbekannten  Grösse  handelt,  und  diese  Bestimmung  dir e et 
ausgeführt  werden  kann.  Wenn  mit  H  die  Seitenlänge  des  Qua- 
drates bezeichnet  wird,  so  ist: 

ZU  setzen,  und  aus  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt 
sich  ftir  den  Goefficienten  n  der  Werth: 

1)    «-l+-2ä5- 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  Gleichung  1)  des 
vorigen  Paragraphen  die  Form  an: 


.,  ^-|-(.+4^-), 


und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  flir  die  gesuchte  Grösse 
H  den  Werth: 


-V-^^vw- 


3j    ^.     ./-../,-»   ,    3KdL* 


25 

15 
Für  Schmiedeisen  würde  5  =  6  Kil.  und  J=  OQOOO    ^  »«tzen  sein. 

Wenn  man  femer  Z  »  2  000""  und  JT»  10  000  Eil.  setzt,  so  erhftlt  man  aus 
ohiger  Gleichung  fOr  die  Sdtenl&nge  des  quadratischen  Querschnitts  den  Werth 
i?«60«",8. 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  bei  der  Berechnung  des  kreis- 
fdrmigen  Querschnitts  zu  verfahren  haben.  Wenn  mit  D  der 
Durchmesser  desselben  bezeichnet  wird,  so  ist: 
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zn  setzen,  und  man  erh&lt  die  den  Gleicbnngen  1),  2),  3)  analog 
gebildeten  Oleichongen: 

4)    n=l+-^,         5)    —  2?«--^(^l  +  -g^j, 


«'  --j/i§-ni) 


*      Bd/Ti« 


TT 


s 


Wenn  man  wiederum  5  —  6  Kil.,  S  »  ^^^^^  ,  Z  =  2  000"»",  K^  10  OOOKil. 

setzt,    so  erh&lt  man  für  die  erforderliche  Dicke  der  Stange  den  Werth 
/>  =  69»V- 

Als  Bepräsentant  der  zweiten  Orappe  von  Fällen  kann  die 
in  Fig.  272  dargestellte  Qaerschnittsform  gelten ,  bei  welcher  es 
sich  nm  die  Bestimmung  von  zwei  unbe- 
kannten Grössen  handelt,  und  diese  Bestim- 
mung auf  indirectem  Wege  auszufahren  ist 
Man  erkennt  sogleich,  dass  in  diesem  Falle 
eine  von  den  beiden  Querschnitts-Dimensio- 
nen Hy  h  willkürlich  gewählt  werden  darf, 
und  dass  alsdann  fllr  die  andere  stets  ein 
Werth  sich  nachweisen  lässt,  welcher  denTor- 
geschriebenen  Bedingungen  Genüge  leistet. 
So  z.  B.  würde  man  willkürlich  A  «=  0  setzen  dürfen  und  würde 
alsdann  für  H  wieder  den  in  Gleichung  3)  gefundenen  Werth  er- 
halten. 

Man  kann  statt  dessen  aber  auch  für  den  Sicherheitscoeffi- 
cienten  „n'^  einen  passend  scheinenden  Werth  willktlrlich  annehmen 
und  nachher  die  beiden  Querschnitts-Dimensionen  so  bestimmen, 
dass  jener  fttr  »n''  angenommene  Werth  als  der  richtige  sich  er- 
weist.   Nach  Fig.  272  ist  für  den  vorliegenden  Fall: 

m A4 

F^H^—h\        j=iL_JL. 

zu  setzen,  und  die  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  ninmit 
nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Form  an: 

Afit  Zaziehang  der  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  hiernach  die  beiden  Gleichungen: 


8)    iP  +  Ä»  = 


2(n-l) 
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9)     IP—h^ 


nK 


aus   denen  für  die  beiden  unbekannten  Grössen  die  folgenden 
Werthe  sich  ergeben: 


-)  «-F=PV 


nK 
25  * 


^    4(«  —  1 


nK 


(«  — 1)         25 

Wenn  man  z.  B.  willkürlich  n  =  1,5  setzt  und  im  Uebrigen  die  in  den 
vorigen  Zahlenbeispielen  angenommenen  Werthe  beibehält,  so  findet  man  als 
Querschnitts- Dimensionen : 
Fig.  278.  ß  ^  7ga„  ^  ^  ^  5^„„ 

Auf  dieselbe  Weise  würde  auch  der  Fall 
des  ringförmigen  Querschnitts  (Fig.  278) 
zu  behandeln  sein,  für  welchen: 


7t 


F^-^i^D' 


A 


7C 


Z'=-~-(D'-d^) 


za  setzen  ist,  und  die  den  Gleichungen  7) 
Gleichongen  sich  ergeben: 

""^^^  D^  +  d^' 


1 1)  analog  gebildeten 


12) 
13) 
14) 
15) 


I^  —  d^  = 


n—  1 
\nK 

nS 


D 


V- 


ÖL' 


2nK 


n—  1 


nS 


16)      d 


-V- 


dlJ 


2nK 


n  —  \  7t  S 

Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  würde  man  hier- 
nach für  den  ringförmigen  Querschnitt  die  Werthe  erhalten: 

D  ^  87»»  1,  d  ==  66»»  4. 

Für  den  in  Fig.  274  dargestellten  kreuzförmigen  Querschnitt, 
welcher  als  Repräsentant  der  dritten  Gruppe  von  Fällen  zu  be- 
trachten ist,  kann  man  den  für  die  Orössen  F  und  X  einzusetzen- 
den Ausdrucken: 
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17)  F==2bh—b\ 

18)  3: i2"+~r2- 


12 


indem  man  abkttrzimgsweise  des  VerhSltniss 
die  folgenden  Formen  geben: 

19)   /'=2äa(i— y  t»), 
20) 


h 


*=  t>  setzt,  auch 


J' 


12 


(1+  »» —  »'). 


Wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichnng  9)  des  vorigen  Paragraphen 
snbstitairt  nnd  dieselbe  nachher  fUr  h  auflöst,  so  erhält  man  die 

Gleichongen: 

Für  den  Coef&cienten  „n^  darf  man  wie  bei 
der  vorigen  Omppe  von  Beispielen  einen 
passend  scheinenden  Werth  willkllrlich 
annehmen,  worauf  dann  auch  die  Grösse : 

23)    F=n'-^ 

als  eine  gegebene  Grösse  betrachtet  werden  darf.  Man  kann  als- 
dann ans  Gleichnng  22),  indem  man  darin  vorläufig  D  —  0  setzt, 
den  Ann&herungswerth : 


V-. 


3d 


24)  Ä  =  i 

und  aus  Gleichung  17),  indem  man  dieselbe  ftir  b  auflöst,  den 
zugehörigen  Werth:  

25)  b  =  k—yh^  —  F 

berechnen,  womit  dann  zugleich  für  das  Yerhältniss  t>  ein  An- 
näherungswerth  gefunden  ist.  Mit  Benutzung  des  letzteren  findet 
man  nunmehr  aus  Gleichung  22)  den  genaueren  Werth  von  „A'' 
und  aus  Gleichung  25)  den  genaueren  Werth  von  »*". 

Mit  Beibehaltung  der  in  den  Torigen  Beispielen  angenommenen  Zahlen- 
werthe  findet  man  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  zan&chst  die  An- 
n&henmgswerthe: 

und  indem  man  mit  Benutzung  des  nunmehr  bekannten  Werthes  b  » -—j- 
—  0,0709  die  Rechnung  wiederholt,  findet  man  die  genaueren  Werthe : 


h  =  131»",5, 


b  =  10»». 
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Für  den  in  Fig.  266  dargestellten  Winkeleisenqaerschnitt  ist 
(nach  §  58,  Gleichung  6): 

zn  setzen,  und  nach  Sabstitation  dieses  Werthes  findet  man,  dass 
unter  den  in  §  58  gemachten  Voranssetznngen  die  oben  für  den 
kreuzförmigen  Querschnitt  gefundenen  Gleichungen  24),  25)  auch 
bei  der  Berechnung  des  Winkeleisenquerschnitts  angewendet  wer- 
den dürfen. 

Wenn  z.  B.  die  Lftnge  der  Winkeleisenstange  2  Meter  betr&gt  und  die- 
selbe einen  in  der  Längenrichtung  wirkenden  Druck  von  10  000  KU.  aufzu- 
nehmen hat,  80  wOrde  Aian  demselben  die  Querschnitts-Dimensionen  h  =  134<^"^ 
&  =  9"»,5  (oder  auch:  Ä«=131"»«,5,  ft  =  l0«"»)  zu  geben  haben. 

§  62. 
Anwendungen  auf  Gitter-  und  Bleoh-BrQoken. 

Aus  der  in  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Theorie 
des  Widerstandes  gegen  Zerknicken  ergiebt  sich,  dass  die  im 
dritten  Abschnitte  ausgeführten  Rechnungen  —  insbesondere  die- 
jenigen, welche  die  Materialmenge  der  Gitter-  oder  Blech-Wand 
betreffen  —  überall  noch  einer  Correction  bedürfen,  insofern  bei 
der  Querschnitts -Berechnung  der  in  ihrer  Längenrichtung  ge- 
drückten Gitterstäbe  statt  der  sonst  practisch  zulässigen  Druck- 

Spannung  „S"  stets,  der  kleinere  Werth   —    hätte  in  Rechnung 

gebracht  werden  müssen.  Man  wird  deshalb  bei  allen  practischen 
Anwendungen  jener  Berechnungsmethode  für  den  in  §  38  mit  »A:' 
bezeichneten  Coefficienten  statt  des  dort  angegebenen  Werthes 
einen  anderen  etwas  grösseren  Werth  einzusetzen  haben,  dessen 
Berechnung  auf  folgende  Weise  ausgefUhrt  werden  kann. 

Man  kann  sich  —  wie  in  §  38  bereits  erklärt  wurde  —  die 
Blechwand  aus  einer  Gitterwand  entstanden  denken,  indem  man 
die  Anzahl  der  Gitterstäbe  bei  entsprechender  Verminderung  ihrer 
Abstände  allmählich  grösser  werdend  und  nachher  die  sämmt- 
lichen  Stäbe  zu  einer  massiven  Wand  zusammengeschweisst  sich 
denkt.  So  könnte  man  auch  umgekehrt  die  Blechwand  wiederum 
in  eine  Gitterwand  verwandeln,  indem  man  die  Blechwand  ihrer 
Dicke  nach  in  zwei  Theile  zerschneidet  und  jeden  dieser  beiden 
Theile  durch  Parallelschnitte  in  Streifen  zerlegt,  welche  dann  als 
die  Stäbe  der  Gitterwand  betrachtet  werden  können.    Diese  Zer- 
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legoiig  würde  man  auch  auf  die  in  Fig.  875  und  Fig.  276  ange- 
deutete Weise  ausfuhren  und  dabei  annehmen  können,  dass  die 
m.    «p,.  ^.    ^—  aiis  dem  mitt- 

F«.275.  F:g.m    ^  lerenTheüege- 

schnittenen  Pa- 
rallel -  Streifen 
die  in  ihrer  Län- 
genrichtung ge- 
zogenenGitter- 
stäbe  darstellen, 
während  die  bei- 
den äusseren 
Theile  zusam- 
mengenonmien 
das  Material  zu 

den  in  ihrer  Längenrichtung  gedrückten  Gitterstäben  liefern. 
Wenn  man  ausserdem  noch  annimmt,  dass  diese  beiden  Streifen- 
Systeme  einander  rechtwinkelig  durchkreuzen,  so  ist  nach 
der  in  den  Figuren  angewendeten  Bezeichnungsweise  der  Quer- 
schnitt eines  der  gezogenen  Streifen  gleich  ß, .  X  sin  a,  und  der 
Querschnitt  des  zugehörigen  gedrückten  Streifenpaares  gleich 
/?2 .  /  cos  er  zu  setzen.  Man  erhält  also  t-  indem  man  wiederum 
das  am  Schlüsse  des  §  38  erklärte  Verfahren  anwendet  —  zur  Be- 
stimmung der  Grössen  ß^  und  ß^  die  beiden  Gleichungen: 

VX  V 

•  cos  o,    oder:    ß,  =  -ott — » 
'  ^^       Sntga 


1)    S  .  ß^XBma== 


2) ßiXcosa- 


h 

ZI 
k 


•  sin  a,    oder:    ß^  = 


nVtga 
Sh 


Für  die  ganze  erforderliche  Blechstärke  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 


3) 


^  =  ^.+^,  =  ^(-J--  +  .tga). 


In  dieser  Gleichung  hat  man  fttr  den  Winkel  a,  welchen  die 
gezogenen  Streifen  mit  der  Horizontalen  bilden,  denjenigen  Werth 
einzusetzen,  für  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Man  findet  diesen 
Werth,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  eingeklammerten 
Function  von  a  gleich  Null  setzt,  aus  der  Gleichung: 

4)     0  =  —  _.^    a  + »  >     oder:    tga=- 


sma* 


cosa* 


W 
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und  erhält,  indem  man  denselben  in  Gleichung  3)  snbstitairt,  für 
ß  den  Werth: 

5)    ß-^^^Vn. 

Wenn  die  Blechwand  an  den  Biegnngsspammngen  nicht  theil- 
nehmend  ausschliesslich  Abscheerungswiderstände  zu  leisten  hätte, 
80  würde  (nach  §  38)  die  erforderliche  Stärke  derselben  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 
•F 

«)  *- SÄ- 

Für  das  in  §  38  mit  i,A:''  bezeichnete  Yerhältniss  der  beiden 
Grössen  ß  und  b  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 

7)    A  =  A  =  2VT. 

Die  gedrückten  Streifenpaare  haben  die  Länge >  und 

da  die  beiden  Theile  eines  Paares  durch  das  zwischenliegende 
Material  der  gezogenen  Streifen  mit  einander  verbunden  sind,  so 
darf  man  den  Coefficienten  »n''  auf  dieselbe  Weise  berechnen  wie 
bei  einer  Stange,  deren  Querschnitt  ein  Rechteck  von  der  Höhe  ß 
ist.  Hiemach  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  des  §  61,  in- 
dem man  darin statt  L  nnd  ß  statt  H  setzt,  für  den  Coeffi- 

cos  a  ^  ^ 

cienten  n  den  Werth: 

^^    "  =  1+2/9«  cos  o«" 

Wenn  man  hierin  für  die  Grösse r  den  ans  Gleichung  4)  za 

entnehmenden  Ansdrnck: 

cos  CT  n 

snbstitnirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

10,   ,-.+^(.+1). 

und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  n  den  Werth: 

Mittelst  der  Gleichungen  6),  7),  11)  kann  man  nunmehr  die 
Grösse  ß  auf  folgende  Weise  bestimmen.  Man  berechnet  zunächst 
ans  Gleichung  6)  den  Werth  von  b  und  findet  dann  aus  Gleichung  7)> 

Bitter.  lBg«ni6iir-]f6eUnik.   ^k^  13 
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indem  man  darin  provisorisch  n  «=  1  setzt,  zunächst  einen  Annähe- 
Tongswerth  für  die  Grösse  ß.  Den  anf  solche  Weise  gefiindenen 
Annäherangswerth  fUr  ß  substituirt  man  in  Gleichung  11)  und 
findet  daraus  einen  genaueren  Werth  für  n,  worauf  man  nunmehr 
den  genaueren  Werth  von  ß  aus  Gleichung  7)  berechnen  und» 
wenn  man  will,  die  Gorrection  wiederholen  kann. 

§  63. 
Ableituno  einer  practisclien  Formel  flir  die  Stä^e  der  Bieohwand. 

Da  es  sich  bei  der  obigen  Untersuchung  nur  um  die  Ablei* 
tung  einer  Annäherungsformel  handelt,  so  darf  man  sich  —  um 
das  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  erklärte  etwas  umständ- 
liche Verfahren  zu  umgehen  —  die  Zerlegung  der  Blechwand  auch 
auf  die  in  Fig.  277  und  Fig.  278  angedeutete  Weise  ausgefUhrt 

denken,  bei  welcher 
Fig.  277.  Fig.  278.  für  die  gedrück- 

ten   Streifen    eine 
verticale   Lage 
angenommen       ist 
Für  den  Querschnitt 
eines  der  gedrück- 
ten    Streifenpaare 
ergiebt  sich  bei  die^ 
ser  Zerlegung   der 
Werth  ß^ .  X,  wäh- 
rend der  zugehörige 
gezogene  Streifen 
wie  beim  vorigen  Falle  den  Querschnitt  ß^ .  A  sin  a  hat.    Man  er- 
hält hiemach  die  den  Gleichungen  1),  2),  3)  des  vorigen  Para- 
graphen analog  gebildeten  Gleichungen: 

VX  V 

1)    Sß^  A  sin  a  =  j—^^y    oder:    /9, 


^)f 


3)    ß 


cosa 

VX  . 


ß,X 


oder:    /?,  ■ 


üh  sin  a  cos  a 
n  rtgg 


5Ä 


1 


sin  a  cos  a 


4- 


ntga|, 


oder; 


^>  ^  =  -^{lF^  +  («  +  >)*s«}. 
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in  welcher  letzteren  wiederum  für  den  Winkel  a  derjenige  Werth 
einzusetzen  ist,  flir  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Man  findet 
diesen  Werth ,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  einge- 
klammerten Function  von  a  gleich  Null  setzt,  aus  der  Gleichung : 

5)    0  = ; — iH -ä->    oder:    tga  =  — 7=  > 

^  sma*        cosof*  ^  yi  ^n 

und  nach  Substitution  derselben  nimmt  die  obige  Gleichung  für  ß 
die  Form  an:  ^ 

Mit  Benutzung  des  in  Gleichung  6)  fttr  *  angegebenen  Werthes 
erhält  man  nunmehr  fttr  das  Verhältniss  k  die  Gleichung: 

7)  A  =  -^  =  2"VT+n. 

Der  Coefficient  n  ist  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Para- 
graphen zu  berechnen,  und  da  die  gedrückten  Streifen  im  vor- 
liegenden Falle  die  Länge  h  haben,  so  ist  in  Gleichung  8)  des 

vorigen  Paragraphen  h  statt >  also: 

8)  7i=l  +  -2^ 

zu  setzen.  Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  7)  quadrirt  und 
zugleich  für  n  den  obigen  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

und,  indem  man  diese  Gleichung  für  ß  auflöst,  findet  man  den 
Ausdruck: 


Y^^ 


10)    ^_2«|/1  +  |/1+-^. 


welchem  man  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  6}  des  vorigen 
Paragraphen  für  b  angegebenen  Werthes  auch  die  folgende  Form 
geben  kann: 


l/^ 


"'  ^-^y^^v^^w 


Mit  HtOfe  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  erforder- 
liehe Stärke  der  Blechwand  direct  aus  der  gegebenen  verticalen 
Abscheemngskraft  V  berechnen. 

13* 
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Wie  bei  einer  langen  dünnen  Stange,  welche  in  ihrer  L&ngenrichtong 
gedrückt  wird,  dnrch  die  geringste  einmal  Torhandene  Abweichung  ?on  der 
geradlinigen  Form  leicht  eine  nachtheilige  Dorchbiegong  and  damit  die  Gefahr 
des  Zerknickens  herbeigeführt  werden  kann:  so  wird  bei  der  dünnen  Blech- 
wand eines  Blechbalkens  eine  geringe  Abweichung  von  der  ebenen  Form  zur 
Folge  haben  können,  dass  rechtwinkelig  ra  den  Richtungen  der  gr(testen  Druck- 
spannungen Falten  in  derselben  sich  bilden,  wobei  dann  eine  dem  Zerknicken 
analoge  Formzerstörung  eintreten  kann.  Aus  diesem  Grunde  ist  es  nothwendig, 
der  Blechwand  eine  grössere  StArke  zu  geben,  als  bei  YoUkommen  ebener  Form 
derselben  erforderlich  sein  würde,  und  wenn  auch  zugegeben  werden  muss, 
dass  in  Betreff  des  zu  w&hlenden  Sicherheitsgrades  niemals  bestimmte  aU- 
gefnein  gültige  Vorschriften  gegeben  werden  können,  so  darf  man  doch  den 
oben  für  die  Blechstärke  ß  gefundenen  Werth  als  einen  solchen  betrachten, 
welcher  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  jenem  Sicherheitsbedürfnisse  Genüge 
leisten  wird. 

§  64. 

Ermittelung  des  vortheilhaftesten  HShenverhäKnisses  fSr  den  Blechbaiken 
auf  zwei  Stützen. 

Wenn  der  Balken  eine  prismatische  Form  erhalten  soll,  so 
hat  man  die  Flanschenqnerschnitte  nach  dem  grössten  Biegungs- 
momente  nnd  die  Stärke  der  Blechwand  nach  der  grössten  yerti- 
calen  Abscheemngskraft  zu  berechnen.  Bei  gleichförmig  über  die 
Länge  des  Balkens  vertheilter  Belastung  ist  das  Biegnngsmoment 
in  der  Mitte  desselben  am  grOssten  und  hat  daselbst  nach  der  in 
§  33  gewählten  Bezeichnungsweise  die  Grösse: 

.)    !«-Jf •      ■ 

Es  ist  daher  (nach  §  33)  der  erforderliche  Flanschenquerschnitt  zu 
berechnen  ans  der  Gleichung: 

2)  SFk^t^.    oder:    ^=-^. 

Die  yerticale  Abscheerungskraft  erreicht  an  den  beiden  Enden 
des  Balkens  ihren  grössten  Werth  und  hat  daselbst  die  Grösse: 

3)  F=/?/. 

Wenn  man  diesen  letzteren  Werth  in  Gleichung  11)  des  vorigen 
Paragraphen  einsetzt  ^  so  erhält  man  für  die  erforderliche  Blech- 
stärke den  Werth: 


lA^ 


«  ^-^l/.+FT^^ 


Ans  den  beiden  Gleichungen  2)  und  4)  kann  man  nunmehr 
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die  erforderliche  Querschnittsfläche  des  Blechbalkens  berechnen, 
sobald  für  das  Verhältniss  der  Länge  zur  Höhe  desselben  ein 
bestimmter  Werth  entweder  gegeben  ist  oder  willkürlich  ange- 
nommen wird. 

Fflr  einen  schmiedelBemen  Blechbalken  würde  man  S  =  Q  Eil.  nnd 
8=  20  000  ^^  setzen  haben.  Wenn  also  z.  B.  die  Länge  des  Balkens 
5  Meter,  die  Totalbelastang  25  000  Eil.  beträgt  und  das  Verhältniss  der  Höhe 
zur  Länge  gleich  ein  Zehntel  angenommen  wird,  so  hat  man  die  Werthe 
/  =•  2500"",  k  =  500"",  I?  =  5  Eil.  zu  substituiren.  Es  ergeben  sich  als- 
dann resp.  ans  den  Gleichungen  2)  und  4)  die  Werthe: 


■)/^ 


-       2.5.  2500    ■  /  ,   L  lA    ,    3  .  0,00075  .  6«  .  500*  _  ..„ 
^=      6.500       1/   1+K^+ 8.  5«.  2500« ^  ^^ 


und  für  die  ganze  erforderliche  Querschnittsfläche  des  Blechbalkens  erhält 
man  hiernach  den  Werth: 

'2F+  ßh^2,  5208  +  15  .  500  =  17 916°"". 

Indem  man  femer  den  der  Abscheerungstheorie  entsprechenden  (nach  §  62, 
Gleichung  6)  zu  berechnenden)  Werth: 

pl       5 .  2500 
^      ISh        6.500       *    '^*'*'-- 
mit  dem  oben  fdr  ß  gefundenen  Werthe  vergleicht^  findet  man  fCkr  den  in  §  62 
mit  k  bezeichneten  Quotienten  im  vorliegenden  Talle  den  Werth: 

*"-7^i:i66t:-^»^- 

Ohne  Bertlcksichtignng  der  Theorie  des  Widerstandes  gegen 
Zerknicken  würde  man  bei  der  Berechnung  erforderlichen  Quer- 
schnitts-Dimensionen ^  indem  man  dieselbe  nach  den  Gleichungen 
des  §  33  ausfuhrt,  stets  zu  dem  der  Erfahrung  widersprechenden 
Resultate  gelangen,  dass  bei  unendlich  grosser  Höhe  des  Balkens 
die  Materialmenge  ein  Minimum  wird.  Denn  die  nach  Gleichung  2) 
des  §  33  berechnete  verticale  Querschnittsfläche  der  Blechwand 
{bk)  ist  unabhängig  von  der  gewählten  Höhe,  während  der  nach 
Gleichung  1)  des  §  33  berechnete  Flanschenquerschnitt  F  mit  zu- 
nehmender Höhe  abnimmt. 

Wenn  man  dagegen  die  Querschnittsfläche  auf  die  oben  er- 
klärte Weise  nach  den  Gleichungen  2)  und  4)  berechnet,  so  findet 
man  stets,  dass  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Höhenverhält- 
nisses  der  Materialverbrauch  ein  Minimum  wird.  So  z.  B.  erhält 
man  für  den  oben  berechneten  Blechbalken,  indem  man  die  Rech- 
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nung  unter  Annahme  verschiedener  anderer  Werthe  des  Höhen- 
Verhältnisses  -^  wiederholt,  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusam- 
mengestellten Zahlenwerthe: 


k 

2t 

1 
10 

1 
8 

1 
7 

1 
6 

l 
5 

1 
4 

b  = 

4"V66--- 

3,33... 

2,9166... 

2,5 

2,0833... 

1,66... 

ß_ 
b 

3,6 

4,16 

4,5726 

5,168 

6,03 

7,4 

ß- 

15""» 

13,86 

13,336 

12,92 

12,56 

12,33 

ßk  = 

7500° -• 

8663 

9526 

10  770 

12560 

15416 

2F= 

10  416 o»" 

8333 

7292 

6250 

5208 

4166 

2F+ßh= 

17916°"" 

16996 

16  818 

17  020 

17768 

19582 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  der  hier  angenommenen  Grösse 
der  Belastung  p  die  Querschnittsfläche  des  Balkens  —  folglich 
auch  der  Materialverbrauch  —  ein  Minimum  wird,  wenn  die  Höhe 
des  Balkens  ungefähr  gleich  dem  siebenten  Theile  der  Länge  ist 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  ergiebt  sich  für  das  Verhält- 
niss  der  beiden  Grössen  V  und  F  der  Werth: 
2  SÄ 


«:^. 


/ 


Wenn  man  den  hieraus  fUr  V  za  entnehmenden  Werth  in 
Gleichnng  1 1)  des  vorigen  Paragraphen  substitnirt,  so  nimmt  die- 
selbe die  Form  an: 

4F 


6)    /?  = 


!f)/.+y^ 


32  F» 


und  zeigt  in  dieser  Form:  wie  man  die  erforderliche  Blechstärke 
auch  direct  aus  dem  gegebenen  Flanschenquerschnitte  würde  be- 
rechnen können. 
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Bie^ngstheorie  krummer  Balken» 


§  65. 


Bieguno8<Spannunoen  Im  krummen  Balken. 

Hinsichtlich  der  ursprünglichen  Form  des  krummen  Balkens 
wird  Yorausgesetzt:  dass  die  Linie,  nach  welcher  die  Achse  des- 
selben vor  dem  Eintreten  der  von  den  biegenden  Kräften  hervorge- 
brachten Formänderung  bereits  gekrümmt  war,  eine  ebene  Gurve 
bildete;  femer:  dass  die  Erümmungsebene  derselben  den  überall 
gleichen  Querschnitt  des  Balkens  in  zwei  symmetrische  Hälften 
zerlegt  Ausserdem  wird  yorausgesetzt:  dass  die  biegenden  Kräfte 
sämmtlich  in  jener  Erümmungsebene  wirken,  dass  dieselben  also 

nur  solche  Formänderungen 
^^*  hervorbringen  können,  bei 

welchen  die  Achsenlinie  des 
Balkens  eine  ebene  Curve 


^ 


Fig.  280. 


bleibt. 

Um  die  Biegungs-Span- 
nungen zu  bestimmen,  welche 
in  irgend  einem  Querschnitte 
des  an  einem  Ende  einge- 
mauerten krummen  Balkens 
durch  ein  am  freien  Ende 
desselben  wirkendes  Eräfte- 
paar  vom  Momente  SR  her- 
vorgebracht werden,  hat  man 
sich  an  der  betreffenden 
Stelle  des  Balkens  rechtwin- 
kelig zur  Achsenlinie  dessel- 
t^  eine  Schnittfläche  hindnrchgelegt  und  an  dem  abgeschnittenen 
Theüe  J?C  die  zur  Wiederherstellung  des  Gleichgewichtszustandes 
erforderlichen  Eräfte  hinzugeftlgt  zu  denken  (Fig.  «79),   Diese  hin- 
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Fig.  281. 


zuzaftigenden  Kräfte  werden  jedenfalls  in  ihrer  Gesammtwirknng 
ein  Eräftepaar  bilden  müssen,  and  das  Moment  desselben  mnss 
dem  Momente  des  am  freien  Eixde  B  wirkenden  Eräftepaares 
gleich  nnd  entgegengesetzt  sein  (Fig.  280).  Das  gleiche  Resultat 
würde  sich  ergeben,  wenn  der  Schnitt  an  einer  beliebigen  anderen 
Stelle  dnrch  den  Balken  hindurchgelegt  würde.  Denkt  man  sich 
das  zwischen  zwei  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Quer- 
schnittsflächen befindliche  Stück  CD  aus  dem  Balken  herausge- 
schnitten, so  erkennt  man:  dass  dasselbe  auf  die  in  Fig.  281  an- 
gedeutete Weise  durch  zwei  entgegen- 
gesetzt drehende  Eräftepaare  im  Gleich- 
gewichte gehalten  wird. 

Die  von  den  beiden  Eräftepaaren  an 
diesem  Balkenstücke  hervorgebrachte 
Formänderung  wird  darin  bestehen,  dass 
die  an  der  concaven  Seite  liegenden 
Fasemabschnitte  verlängert,  und  die 
an  der  convexen  Seite  liegenden  Fa- 
semabschnitte verkürzt  werden.  Zwi- 
schen den  verlängerten  und  verkürzten 
Fasernschichten  muss  irgendwo  eine 
neutrale Fasemschicht  liegen,  welche 
weder  verlängert  noch  verkürzt  wird. 
In  Betreff  der  eingetretenen  Formände- 
rung, welche  stets  sehr  klein  voraus- 
gesetzt wird,  darf  man  —  wie  früher 
bei  dem  geraden  Balken  ebenfalls  ge- 
schehen —  die  Annahme  machen:  dass 
diejenigen  Punkte  des  Balkens,  welche  vorher  in  einer  und  der- 
selben Querschnittsebene  lagen,  auch  nach  eingetretenem  Bie- 
gungszustande noch  in  einer  und  derselben  Ebene  zusammen  ge- 
blieben sind.  Es  darf  daher  die  mit  der  Biegung  verbundene 
relative  Lagenveränderung  der  einen  Endfläche  D  in  Bezug  auf 
die  andere  Endfläche  C  aufgefasst  werden  als  eine  Drehung  um 
eine  rechtwinkelig  zur  Biegungsebene  stehende  Drehachse  2>, 
welche  in  der  neutralen  Fasemschicht  liegt  und  deshalb  die  neu- 
trale Achse  genannt  werden  kann. 

Die  Yerlängerang  des  an  der  concaven  Seite  im  Abstände  u  von 
der  Neutralen  befindlichen  Fasernabschnitts  kann  (nach  Fig.  281) 
als  der  zu  dem  Drehungswinkel  du)  gehörige  Ereisbogen  vom  Halb^ 


o 
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messer  u  betrachtet  werden  und  hat  die  Grösse  u .  d(a.  Dieser 
FasemabBchnitt  hatte  nrsprttnglieh  die  Länge  q  .  d(p.  Wenn  also 
mit  s  die  Spannung  desselben  (pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts) 
und  mit  E  der  Elasticitätsmodulus  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
dem  Elasticitätsgesetze  das  Yerlängerungsverhältniss  jenes  Fasern- 
Elements  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
u\da) 


*)  x= 


Q  .dq> 


Auf  gleiche  Weise  findet  man  fUr  das  Yerlängerungsverhält- 
niss des  am  stärksten  gespannten,  im  Abstände  w  von  der  Neu- 
tralen befindlichen  Fasern-Elements  (nach  Fig.  281)  den  Werth: 
.      S        w  .dcj 

^^   'E^TTd^y 
Indem  man  die  erstere  Gleichung  durch  die  letztere  dividirt, 
erhält  man  nunmehr  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen 
die  Gleichung: 


')  i' 


u  ,  r 

w ,  Q 


Da  die  in  einem  bestimmten  Querschnitte  auftretenden  Spannungs- 

r..    «««.  r,.    «««  widerstände       in 

Fig.  282.  Fig.  288.  .,        ^  ^. 

*  *  ihrer  Gesammtwir- 

kung  ein  Eräfte- 
paar  bilden ,  so 
muss  ihre-  alge- 
braische Summe 
gleich  Null  sein. 
Wenn  also  mit  dF 
die  Querschnitts- 
fiäche  des  im  Ab- 
stände u  von  der 
Neutralen  befind- 
lichen Fasern- Ele- 
ments bezeichnet 
wird,  so  ist: 


ö^-- 


'-^0 


4)/, 


j.rfF=0. 


Nach  Substitu- 
tion des  aus  Gleichung  3)  für  die  Grösse  s  zu  entnehmenden  Wer- 
thes  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 
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'•/(^)^-«- 


Sr 
und  wenn  man  hierin  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor 

aller  unter  dem  Integralzeichen  zu  einer  Summe  vereinigten  Glie- 
der fortlässt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


6) 


r^=o. 


7) 


0, 


Nach  Fig.  282  und  Fig.  288  ist  «— r  +  M^  — p  und  dF=z .  dg 
zu  setzen.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

f  = 

und  dieselbe  in  dieser  Form  benutzen,  um  die  Lage  der  neutralen 
Achse  des  Querschnitts  zu  bestimmen. 

So  z.  B.  erhält  man  ftir  den  in  Fig.  284  dargestellten  trapez- 
förmigen Querschnitt,  dessen  zwei  nicht  parallele  Seiten  nach  dem 

Erümmungsmittelpunkte  convergiren,  indem  man  zt=b  <  S-  setzt, 
die  Gleichung: 

V  +  i/'  —  q\  b 
Q 


Fig.  284. 


FT 


^^ 


«)/(^±7^)^^e. 


^0, 


welcher  man  nach  Fortlassung  des  constanten 
Factors  —  auch  die  folgende  Form  geben 
kann: 


r+A 


r+A 


I 
t 
t 

t 

i 


9)    (r  +  w) 


)jdQ=      QdQ, 


oder: 


10)    {r  +  w)k 


ir  +  hy 


2  2 

und  findet  durch  Auflösung  der  letzteren 
Gleichung  für  w  den  Werth: 

11)  -=4. 
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Für  den  in  Fig.  286  dargestellten  rechteckigen  Querschnitt  ist 
x^^b  zu  setzen  in  Gleichung  7),  und  nach  Fortlassung  des  con- 
stanten  Factors  b  kann  man  derselben  alsdann 
die  Form  geben: 


r+* 


12)    (r  +  tt7) 


13) 


r  r 


oder: 


Wenn  man  in  letzterer  Gleichung  abkflr- 
zungsweise  das  VerhUtniss  —  ^=^n  setzt ,  so 
erhält  man  durch  Auflösung  derselben  fttr 


w 


das  Verhältniss  -r-  den  Werth: 


14) 


w 


1 


A         lg(l+7i)        n 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B. 
die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe 


O 


w 
IT' 


der  beiden  Grössen  »  nnd  -r-: 

=  10           5           1           0,5        0,1 

0. 

=   0,317      0,358     0,443     0,466     0,492 

0,5 

Der  Werth  n  =  0  entspricht  dem  Falle  des  geraden  Balkens, 
fttr  welchen  man  (in  Uebereinstimmung  mit  dem  in  §  2  gefundenen 

Besultate)  den  Werth  w  =  —  erhält 


§  66. 
Reduoirte  Quereohnlttsfiachen. 

Nachdem  die  Lage  der  neutralen  Achse  mittelst  des  im  vori- 
gen Paragraphen  erklärten  Verfahrens  bestimmt  worden  ist,  kann 
man  nunmehr  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Biegungsspannungen 
über  die  Querschnittsfläche  sich  vertheilen  —  auf  dieselbe  Weise, 
wie  in  §  23  in  Bezug  auf  den  geraden  Balken  geschehen  —  durch 
CSonstruction  der  reducirten  Querschnittsfläche  graphisch  darstellen. 
Die  reducirte  Querschnittsbreite  v  ist  (wie  in  §  23)  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 


1)    --- 


S' 
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welche  nach  Snbstitation  des  in  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 


Fig.  286. 


Fig:  287. 


graphen   für   das  Ver- 

hältniss  -g-  gefundenen 

Werthes  die  Form  an- 
nimmt: 


2) 


i-im 


Man  findet  also  die 
redncirte  Querschnitts- 
breite  t'^  indem  man  die 
wirkliche  Querschnitts- 
breite  z   zunächst  mit 

r 
dem  Verhältniss  —  und 

Q 
hierauf  noch  mit  dem 

Verhältniss    —    multi- 
plicirt. 

Die  Art  und  Weise,  wie  diese  beiden  Multiplicationen  auf 
graphischem  Wege  ausgeführt  werden  können,  ist  in  Fig.  286  und 

Fig.  287  angedeutet,  während 


Fig.  288. 


Fig.  289. 


0 


0 


in  Fig.  288  die  aus  dieser  Gon- 
struction  hervorgehende  Form 
der  reducirten  Querschnitts- 
fläche selbst  dargestellt  ist 

Wenn  mit  qp  der  Flächen- 
inhalt jeder  von  den  beiden 
Hälften  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche, und  mit  e  der 
Abstand  zwischen  ihren  bei- 
den Schwerpunkten  bezeichnet 
wird,  so  ist  die  Biegungs-Span- 
nung S  nach  Fig.  289  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 
3)    S(p.€  =  m. 

Für  den  rechteckigen  Quer- 
schnitt erhält  man  mit  Benutz- 


ung der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  fttr  w  berechneten 
Werthe  die  in  Fig.  290,  Fig.  291,  Fig.  292  dargestellten  Formen 
der  reducirten  Querschnittsfläche.    Die  letztere  Figur   entspricht 
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dem  Falle  des  geraden  Balkens,  ftlr  welchen  die  Gleichnng  3) 
die  Form  annimmt: 

4)    -^  =  2». 

D 

Dieselbe  Gleichnng  gilt  anch  fttr  den  trapezförmigen  Quer- 
schnitt Fig.  293  y   dessen   zwei  nichtparallele  Seiten   nach   dem 


Fig.  290. 


Fig.  291. 


Fig.  292. 


Fig.  294. 


Krttmmungsmittelpnnkte  convergiren,  da  die  redncirte  Querschnitts- 
fläche  hier  genau  dieselbe  Form  hat  wie  in  Fig.  292.    Auf  gleiche 

Weise  überzeugt  man 
sich,  dass  bei  der  in 
Fig.  294  dargestellten 
Querschnittsform  des 
krummen  Balkens 
die  Biegungs- Span- 
nung S  genau  auf  die- 
selbe Weise  berechnet 
werden  kann,  wie  fttr 
den  geraden  Bal- 
ken bei  der  in  Fig.  116 
dargestellten  Quer- 
schnittsform, insofern 
die  reducirten  Quer- 
schnittsflächen in  bei- 
den Fällen  genau 
übereinstimmen.  Die 
letzteren  beiden  Figuren  zeigen,  dass  auch  für  den  krummen  Balken 
die  Biegungs-Spannung  nach  der  Gleichung  11)  des  §  2: 
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5)    —2:  =  3». 

berechnet  werden  darf,  sobald  darin  für  I  —  statt  des  Trägheits- 
moments der  wirklichen  Querschnittsfläche  —  das  Trägheits- 
moment derjenigen  Qnerschnittsfläche  gesetzt  wird,  welche  ein 
gerader  Balken  haben  mttsste,  wenn  seine  redncirte  Qnerschnitts- 
fläche mit  derjenigen  des  krummen  Balkens  übereinstimmen  solL 

§  67. 
Berechnuno  der  grSesten  Bieounge^pannung. 

Die  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Biegungs- 
Spannungen  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  muss  gleich  dem 
Momente  des  biegenden  Eräftepaares  sein.  Nach  Fig.  282  und 
Fig.  283  ist  also: 


1)     IsdF.u^ 


aß 


zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  die  in  §  65  bereits  gefundenen 

Werthe: 

Sru         ,„  ,  , 

s  = 7     dJt  ^^  zag.     u=^r  -{-w  —  o 

substituirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse  S  die  fol- 
gende Gleichung: 

\r  +  w  —  QfzdQ  ^^ 

r 

Für  den  rechteckigen  Querschnitt  (Fig.  285)  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form  an: 


^^^ß 


3)     S^fir  +  ^-Q^d^^^^    ^^^^. 

r 

r  r  r 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration  gelangt  man 
zu  der  Gleichung: 
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Wenn  man  hierin  wiederum  —  =  »  setzt  und  zugleich  für 

w  den  aus  der  Gleichung  14)  des  §  65  zu  entnehmenden  Werth 
substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


6)    Sbh* 


»  —  lg  (1+  n)         j  ' 


ans  welcher  fUr  die  grösste  Biegnogs-Spanonng  der  folgende  Werth 
sich  ergiebt:  i       \   r  -i 

-i-[n-lg(l+n)J 


7) 


(|  +  |)lg(l+«)-l 


Der  erste  eingeklammerte  Factor  auf  der  rechten  Seite  bedeutet 
die  grössteBiegungS'Spannungy  welche  in  einem  geradlinigen  Bal- 
ken von  demselben  Querschnitte  durch  das  biegende  Eräftepaar  her- 
vorgebracht werden  würde.  Um  also  ftlr  den  krummlinigen  Bal- 
ken die  grösste  Biegungs-Spannung  zu  berechnen,  hat  man  den  für 
den  geradlinigenBalken  gefundenen  Werth  noch  mit  dem  Factor: 


8)    iV= 


(-^  +  |)lg(l+n)-l 


zu  multipliciren,  welcher  als  eine  Function  der  Verhältnisszahl 
»  =  —  aus  den  gegebenen  Werthen  der  Grössen  h  und  r  nach 

Gleichung  8)  berechnet  werden  kann.  Für  die  Grössen  n  und  N 
erhält  man  aus  obiger  Gleichung  z.  B.  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Werthe: 

71  =  10  5  1  0,5         0,1         0 

N^   2,888     2,103      1,287      1,154      1,033      1. 
Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  sehr  kleinen  Werthen  des  Ver- 
hältnisses —  der  Fehler  verhältuissmässig  klein  ist,  welchen  man 

begeht,  indem  man  die  grösste  Biegungs- Spannung  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  dem  geraden  Balken  berechnet. 

§  68. 
DHArenzial-Gleichung  der  elastischen  Unie. 

Die  Untersuchungen  der  vorhergehenden  drei  Paragraphen 
führten  zu  dem  Ergebnisse:   dass  es  bei  schwach  gekrümmten 
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Balken  zulässig  ist,  sowohl  die  Lage  der  neutralen  Achse  als  auch 
die  grösste  Biegungs-Spannung  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
geraden  Balken  zu  berechnen. 

Wenn  also  —  wie  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Hohe  des  Querschnitte  sehr 
klein  ist  im  Verhältniss  zum  Krümmungshalbmesser  der  krummen 
Achsenlinie  des  Balkens,  so  darf  man  die  in  §  2  für  den  geraden 
Balken  gefundene  Gleichung: 


1) 


w 


Flg.  295. 


auch  fbr  den  krummen  Balken  als  gültig  betrachten.    Auch  ist  es 
unter  dieser  Voraussetzung  zulässig,  in  Gleichung  2)  des  §  65  das 

Bogenelement  r  ,dq)  zu  vertauschen  mit 
dem  Bogenelemente  der  Achsenlinie  des 
Balkens.  Nach  Fig.  296  nimmt  jene  Glei- 
chung alsdann  die  Form  an: 
^.      S        w .  dio 


E 


äs 


r   /  / 


und  man  erhält  nunmehr  durch  Gleich- 
setzung der  aus  den  obigen  beiden  Glei- 
chungen, für  die  Grösse  S  zu  entnehmen- 
den Werthe  die  Gleichung: 
3)  E%do)  =  SSlds. 
In  dieser  Gleichung  bedeutet  d(a  die 
Aenderung  des  Convergenzwinkels  der 
beiden  benachbartenQuerschnitte-Ebenen, 
zwischen  welchen  das  Bogenelement  ds 
liegt.  Diese  Aenderung  wird  in  einer  Ab- 
nahme des  ursprünglichen  Convergenz- 
winkels dtp  bestehen,  wenn  das  biegende 
Eräftepaar  auf  die  in  Fig.  296  angege- 
bene Weise  wirkt;  in  einer  Zunahme  da- 
gegen, wenn  dasselbe  auf  die  in  Fig.  296 
angegebene  Weise  wirkt. 
Wenn  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  o)^  auf  der  rechten  Seite  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  s  —  so  erhält  man  für  die  Summe  der 
Convergenzwinkel-Aenderungen  in  sämmtlichen  Elementen  des 
ganzen  Balkenstückes  AM  in  Fig.  297  die  Gleichung: 


Oj 

i  / 


r 

4 
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■/' 


f  .'^ 


/  / 

/ 


,y 


4)     EZ(o^     m.ds^ms, 

aas  welcher  man  die  in  Folge  der  Bie- 
gung eingetretene  Richtnngsändernng 
der  in  dem  Pankte  M  an  die  krumme 
Achsenlinie  gelegten  Tangente  berech- 
nen kann.  Beider  ursprünglichen  Form 
des  Balkens  bildete  das  Bogenelement 
MN  den  Winkel  q>  mit  der  Horizon- 
talen, und  in  Folge  der  Biegung  ist 
dieser  Winkel  um  die  GrOsse  oj  ge- 
wachsen. Da  stets  sehr  kleine  Form- 
änderungen vorausgesetzt  werden,  so 
ist  es  zulässig,  den  Winkel  o)  als  einen 
im  Verhältniss  zu  dem  Winkel  q)  un- 
endlich kleinen  Zuwachs  desselben  zu 
behandeln. 

Um  die  Lagenveränderung  des  Bogen- 
Clements  MN  zu  bestimmen,  hat  man 
sich  die  beiden  (in  Fig.  297  schraffirten) 
unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreiecke  MLN  und  M^L^N^ 
auf  die  in  Fig.  298  angedeutete  Weise  bei  unverändert  bleibenden 

Richtungen  ihrer 
Seiten  so  aufein- 
ander gelegt  zu 
denken,  dass  die 
beiden  Endpunkte 
M  und  M^  zusam- 
menfallen. Man 
erkennt  dann,  dass 
die  Verbindungs- 
linie iViVi  in  dieser 
Figur  als  der  zu 
dem  sehr  kleinen 
Winkel  co  gehörige 
Kreisbogen  vom 
Halbmesser  ds  be- 
trachtet, folglich  gleich  ta .  ds  gesetzt  werden  darf.  Da  der  Bogen 
rechtwinkelig  zum  Halbmesser  gerichtet  ist,  so  hat  der  Winkel, 


0 


Fig.  297. 


Bitt«r,  Ingenievr-MeobMiilc.  2.  Aufl. 


14 


Digitized  by 


Google 


210 


FOnfter  Abschnitt.  §69. 


welchen  die  Linie  iViVj  mit  der  V er ticalen  einschliessti  dieselbe 
Grösse  wie  der  Winkel  y,  welchen  die  Linie  MN  mit  der  Horizon- 

talen  einschliesst 
Indem  man  dieOrösse 
cos  q>  das  eine  Mal  aus 
dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  ONN^^  das 
andere  Mal  ans  dem 
rechtwinkeligen  Drei- 
^  eck -ä/XiV  berechnet^ 
erhält  man  die  Glei- 
chungen: 

du.  —  dy 
cos  0)  =  --^ — -j-^ 

'  '•*      OS 


=  -j— 7  oder: 


10  , 

dw 
W 
^Vi  —  iy 

dx 

und  wenn  man  auf  gleiche  Weise  in  Bezug  auf  die  GrOsse  sin  q> 

verfährt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

dx  —  dx.          dy 
sm  (p  ' ^ ^ 


6)     w  = 


cu  .  ds 
dx  —  rf.a?j 
dy 


ds 


5)     (o 


oder: 


Diese  beiden  Werthe  hat  man  in  Gleichung  4)  fUr  w  zu  sub- 
stituiren,  worauf  man  durch  Ausführung  der  zweiten  Integration 
die  Verschiebungen  des  Punktes  M  resp.  in  horizontaler  und  ver- 
ticaler  Richtung  aus  derselben  berechnen  kann. 

§  69. 
Balken  mit  kreisbogenfSrniiger  Achse. 

Wenn  bei  der  ursprünglichen  Form  des  Balkens  die  Achse 
desselben  nach  einem  Kreisbogen  gekrümmt  war,  so  hat  man  in 
den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  nach  der  in  Fig.  20» 
gewählten  Bezeichnangsweise  die  folgenden  Werthe  zu  substituiren: 
s  =  i2qp,  07  =  Ä  sin  y,  y  «=  i2  (1  —  cos  q>\ 

ds^=^  R  d(p,        rfo?  =  iZ  cos  9  rfy ,       fl(y  =  iZ  sin  9  rfy. 
Die  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  nimmt  alsdann  die 
Form  an: 

1)    EXo}^mR(p. 
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Um  die  bei  der  Biegnng  eintretende  Senkung  des  Pnnktes  M 
zn  berechnen,  hat  man  hierin  für  ta  den  in  Gleichung  5)  des  vori- 
gen   Paragraphen    gefundenen 


Flg.  2M. 


Werth  zu  substituiren,  man  er- 
hält dann  die  Gleichung: 

welche  mit  dx  multiplicirt,  nach 
Substitution  des  oben  fttr  dx 
angegebenen  Werthes  die  Form 
annimmt: 

3)    EZ{diy,-dy) 

=  SKä*  (p  cos  q>  dq>. 

Durch  Integration  derselben 

erhält   man   nunmehr    fUr   die 

Senkung   des   Punktes   M  die 

Gleichung: 


^i£  (yi  —  }/)  =  ^^jq>  cos  <p  dq>^    oder: 

*/) 
4)    EZ  Cy,  —  y)  =  SR  ZP  (g)  sin  y  +  cos  (p  —  1). 
Um  die  Horizontal-Verschiebnng  des  Punktes  M  zu  berech- 
nen,  hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  für  co 

gefundenen  Werth  in 


Flg.  800. 


Gleichung  1)  zn  sub- 
stituiren.  Man  erhält 
dann  die  Gleichung: 

5)    E%i^'^' 


'} 


dy 

welche  mit  dy  multi- 
plicirt,  nach  Substitu- 
tion des  oben  fUr  dy 
angegebenen  Werthes 
die  Form  annimmt: 

6)    EXidx  —  dx,) 
=  3Ri?  q>  sin  q>dq>. 
Durch  Integration  derselben  erhält  man  für  die  Horizontal -Ver- 
schiebung des  Punktes  M  die  Gleichung: 

14* 
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EZix  —  a:,)  =  mB^ 


'  /  qp  sin  qp  dq>, 


oder: 


7)  -ESC  (a?  —  a?i)  =  2R  iP  (sin  g)  —  <p  co&  q>). 

Um  die  Verschiebungen  des  Endpunktes  B  zn  berechnen,  hat 
man  in  den  Gleichungen  4)  und  7)  den  Werth  qp  =  a  zu  substi- 
tuiren,  und  erhält  dann  nach  Fig.  300  die  beiden  Gleichungen  : 

8)  EZa  =  2RÄ*  (a  sin  a  +  cos  a  —  1), 

9)  JE'SC  ?  =  ÜRjB*  (sin  a  —  o  cos  a). 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  die  allgemeine  Gleichung  1), 
indem  man  darin  ebenfalls  q>  =  a  setzt,  dazu  benutzen  können, 
um  die  Aenderung  der  Tangentenrichtung  für  den  Endpunkt  B 
zu  berechnen. 

§  70, 
Berechnung  der  von  einer  Verticalkraft  hervorgebrachten  Durchbiegung. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  wurde  stets  vorausgesetzt, 
dass  die  Biegung  des  Balkens  durch  ein  am  freien  Ende  desselben 
wirkendes  Eräftepaar  vom  Momente  SOt  hervorgebracht  wurde,  dass 
also  das  Biegungsmoment  in  allen  Punkten  der  Achsenlinie  den 

Constanten  Werth  SK  hatte.  Wenn 
es  statt  dessen  eine  am  freien  End- 
punkte des  Balkens  wirkende  Ver- 
ticalkraft ist,  welche  die  Biegung 
hervorbringt,  so  hat  man  in  der 
allgemeinen  Gleichung  der  elasti- 
schen Linie  (§  68,  Gleichung  4): 


Fig.  301. 


1)    EZcj 


9 

=  jwids 


für  das  Biegungsmoment  SDZ,  als 
eine  von  s  abhängige  veränder- 
liche Grösse,  nach  Fig.  801  den 
Werth: 


2)    m=VR  (sin  a  —  sin  (f) 

zu  substituiren,  und  wenn  man  ausserdem  wieder  ds  * 
so  erhält  man  die  Gleichung: 


*Rdq)  setzt, 
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c 

E%ij}  —  VB?\  (sin  a  —  sin  (p)  rfqp,    oder: 

3)  E%ia  =  VB?^  (qp  sin  ö  +  cos  9)  —  1). 
Um  die  Vertical -Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  5)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck  für 
o;  einzusetzen  und  hierauf  (nach  Substitution  des  Werthes  dx  = 
R  cos  (p  d(f)  die  Integration  auszuführen.  Man  gelangt  dann  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 

4)  £2;(^^^^^^)  — ^^iüMysina  +  cosy-l), 

5)  E%  {dy^  —  dy)  =  VR^  (9?  sin  a  +  cos  qp  —  1)  cos  (p  d(p^ 

6)  EX  (y,  —  y)  =  VR^  I  {q>  sin  a  +  cos  9)  —  1)  cos  q>  d(p^ 

Jq 

7)  Ä5C(y,— y)«FÄ»|8ina(f»8inf»  +  co8f>  — l)  +  -|-  +  i^!^---8inf>|. 

Um  die  Horizontal -Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berech- 
nen, hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  68  gefondenen  Ausdruck 
f&r  €0  in  Gleichung  3)  einzusetzen  und  (nach  Substitution  des  Wer- 
thes dy^^  R«aiq>  dcp)  die  Integration  auszuführen.  Man  erhält 
dann  die  Gleichungen: 

8)  E%  (^^^^')  =  VR^  iq>  sin  a  +  cos  9  —  1), 

9)  E%  {dx  —  rfa?j)  =  FÄ'  (qp  sin  a  +  cos  9  —  1)  sin  qprfqp, 

'( 

10)  E%  {x  —  07,)  =  VR^  /  (qp  sin  a  +  cos  (p  —  1)  sin  9  rfqp, 

11)  EX  {X  —  x^)  =  FÄ»  lain  a  (sin  5p  —  f»  cos  9?)  +  -2^2 (i  _  cos  9p)J  . 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  a  und  ^  bezeichneten  Grössen, 
um  welche  der  Endpunkt  B  resp.  in  verticaler  und  horizontaler 
Richtung  verschoben  wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleichun- 
gen 7)  und  11)  berechnen,  indem  man  darin  9  »==  a  setzt.  Ftlr 
jene  Grössen  ergeben  sich  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

12)  E%a  =  VR^  \a  [^  +  sin  a*W  -|-  sin  2a  —  2  sin  a|, 

13)  JE2:S=  FiZ'l^  sino^  +  cosa—l —-|-sin2a}. 
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§  71. 
Berechnung  der  von  einer  Horizontalkrafl  hervorgebraohten  Durohbiegunfi. 

Nach  Fig.  302  hat  man  für  das  Biegimggmoment  an  der  Stelle 
M  den  Werth: 

1)    m-=-HR  (cos  <p  —  cos  a) 

zu  substitniren,  und  die  Gleichung  4)  des  §  68  nimmt  ftir  diesen 

Fall  die  Form  an: 

9 


Fig.  802. 


EZ  0)  —  HIP  I  (cos  g)  —  cos  ä)  dtp 

oder: 
2)  EZu)  =  HE^ {Bin  (p  —  g>C0Ba). 

yß  Um  die  Vertical-Verschiebung 
des  Punktes  M  zu  berechnen,  hat 
'man  hierin  für  cn  den  in  Glei- 
chung 5)  des  §  68  gefondenen 
Ausdruck  einzusetzen  und  hierauf 
(nach  Substitution  des  Werthes 
da;*^  R  cos  q>  dq!)  die  Integration 
auszufUhren.  Man  gelangt  dann  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 

3)  Ez{^^^^  =  HR^{Än(p  —  q>(^%a\ 

4)  EZ  {dy^  —  dy)  =  HR^  (sin  9)  —  qp  cos  a)  cos  q>  dq>^ 


5) 


T 

^2;  (y,  —y)  =  HR*  j  (sin  qp  —  y  cos  a)  cos  q)  d% 

6)    EZ  {y,  —  y)  =  HR' {^^^  +  cos  a  (1  -cos 9  — 9 sin qp)}- 

Um  die  Horizontal-Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berech- 
nen^ hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck 
fttr  cc)  in  Gleichung  2)  einzusetzen,  und  (nach  Substitution  des  Wer- 
thes dy«:=R  sin  q>dq))  die  Integration  derselben  auszuführen.  Man 
erhält  dann  die  folgenden  Gleichungen: 
^d^p^—^x^\ 


7)    .ESC 


rfy 


HR^  (sin  9  —  9  cos  a), 
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8)    EX  {dx  —  rfa?,)  =  HR^  (sin  q>  —  cp  cos  a)  sin  (p  dcp^ 

9 


«) 


EZ  {x  —  x^)  =  HI?  I  (sin  q>  —  qp  cos  a)  sin  y  dg>y 


10)    ^5C(a?  — a?0  — HÄ'll-  — -^i^^+cosaCycosy  — sinqpA^ 

Die  in  §  69  mit  a  und  ^  bezeichneten  Grössen  ^  um  welche 
der  Endpunkt  B  resp.  in  yerticaler  und  horizontaler  Richtung  ver- 
schoben wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleichungen  6)  und  10) 
berechnen^  indem  man  darin  qp  *«  a  setzt.  Für  jene  Grössen  er- 
geben sieh  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

11)  £2:cj=ffi2'{-|-sina*— -j8in2a  +  cosa  — l|, 

12)  £2;?=£rip{y(l  +  2cosa«)~^sin2a}. 


§  72. 
Correction  wegen  Längen-Aendening  der  Baiken-Aclite. 

Bei  Ableitung  der  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  fUr  die 
Grossen  a  und  ^  gefundenen  Gleichungen  wurden  ausschliesslich 


Fig.  808. 


diejenigen  Formänderungen  des 
Balkens  berücksichtigt,  welche 
durcli  das  in  jedem  seiner  Quer- 
schnitte wirkende  Biegungs- 
moment  und  die  demselben 
entsprechenden  Biegungs- 
Spannungen  bedingt  werden. 
Diese  Berechnungsweise  ist  nur 
dann  als  zulässig  zu  betrachten, 
wenn  es  sich  nachweisen  lässt, 
dass  die  gleichzeitig  stattfindende 
Längen- Aenderung  der  Balken- 
Achse  als  verschwindend  klein 
vernachlässigt  werden  darf.  An- 
dernfalls würden  jene  Gleichun- 
gen noch  einer  Correction  bedürfen,  insofern  man  die  aus  Fig.  SOS 
zu  entnehmenden  Werthe: 

1)    (/  =8  A  sin  a      und      2)    ^'  —  A  cos  a, 
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als  die  von  der  Längen-Aenderung  k  herrtthrenden  Beiträge,  resp. 
noch  zu  den  Grössen  a  and  §  (in  positivem  oder  negativem  Sinne) 
hinzufügen  mttsste,  um  die  wirklich  stattfindenden  Verschiebnngen 

des  Endpunktes  B  zu  erhalten. 
Denkt  man  «ich  bei  dem  in 
Fig.  304  dargestellten  Falle  den 
Balken  an  der  Stelle  M  durch- 
schnitten, so  erkennt  man,  dass 
es  die  in  Fig.  305  angegebenen 
Kräfte  sind,  welche  man  bei 
dem  Theile  AM  an  der  Schnitt- 
stelle M  hinzufügen  mttsste,  um 
den  früheren  Zustand  wieder 
herzustellen.  Dem  Biegungsmo- 
mente 3ß  entsprechen  dieBie- 
gungs -Spannungen,  durch  wel- 
che die  Krümmung  des  daselbst 
befindlichen  Balken  -  Elements 
verändert  wird.  Ausserdem  wird 
die  tangential  gerichtete  Seiten- 
kraft  Fsinqp  eine  gleichförmig 
über  die  Querschnittsfläche  ver- 
theilte  Zug -Spannung  in  dem- 
selben hervorbringen,  und  wenn 
mit  F  die  Grösse  der  Quer- 
schnittsfläche bezeichnet  wird, 
so  hat  diese  Zug-Spannung  pro 
Flächeneinheit  die  Grösse: 


^  Vsiffif 


y 


Flg.  805. 


3) 


^~       F 


Das  an  der  Stelle  M  befindliche  BogenElement  R .  dq)  wird  in 
Folge  dessen  eine  Yerläugerung  dl  erleiden,  welche  nach  dem 
Elasticitätsgesetze  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

^     Bd(p~E' 

Nach  Substitution  des  oben  für  S  gefundenen  Werthes  nimmt 
diese  Gleichung  für  dk  aufgelöst  die  Form  an: 
_.      .,         VR  sin  w  den 
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und  man  erhält  durch  Integration  derselben  für  die  ganze  Ver- 
längerung der  Balken- Achse  den  Werth: 


6)     A— -^^^ /smqprfqp« 


VR  (1  —  cos  g) 
EF 


Hiemach  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  für  die 
oben  erwähnten  Correctionen  die  Werthe: 
VR  (1  —  cos  a)  sin  a 


7)    & 


EF 


Q.     ^        VR  (1  —  cos  a)  cos  a 
^^    ^ EF 


Fig.  806. 


Eine  Vergleichung  derselben  mit  den  in  §  70  für  die  Grössen 

a  und  $  gefondenen  Gleichungen  zeigt,  dass  diese  Correctionen 

nur  dann  ttberflflssig  sind,  wenn 

jr 
das  Verhältniss  -p^  sehr  klein 

ist,  d.  h.  wenn  der  Krümmungs- 
halbmesser 22  sehr  gross  ist  im 
Verhältniss  zu  den  Querschnitts- 
dimensionen. 

Auf  ähnliche  Weise  sind  die 
Correctionen  za  berechnen  fUr  den 
in  §  71  behandelten  Fall  einer 
horizontal  gerichteten  biegen- 
den Kraft.  Nach  Fig.  S06  und 
Fig.  307  erhält  man  für  diesen 
Fall  die  den  obigen  analog  ge- 
bildeten Gleichungen: 
^Tcos  w 
= F' 


14) 


Fig.  807. 


HR  sin  g^ 
EF 


9) 
10) 
11) 

12) 
13) 


dJi 


R  .  dq) 


E 


dX^ 


HR  cos  q>  dg) 
EF 


HR 
EF 


a 

i 


cos  (p  dq), 


HR 
EF 


sin  a. 


15)  r 


HE  sin  g  cos  a 
EF 
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in  welchen  die  Grösse  <S  als  eine  Druck -Spannung  und  die  GrOsse 
X  als  Verkürzung  der  Balken- Achse  aufzufassen  ist. 

Bei  Vergleichung  der  letzteren  beiden  Ausdrticke  mit  den  in 
^  71  für  die  Grössen  a  und  §  gefundenen  Gleichungen  erkennt 
man,  dass  im  Allgemeinen  auch  hier  die  Correctionen  ttberflfissig 

«ind,  sobald  das  Verhältniss  -rnsT  ^Is  sehr  klein  vorausgesetzt 

werden  darf.  Nur  in  dem  einen  Falle,  wenn  a  sehr  klein  und 
zugleich  R  sehr  gross  ist  —  d.  h.  wenn  der  Balken  eine  nahezu 
geradlinige  Form  hat  —  wird  die  nach  Gleichung  15)  zu  berech- 
nende Gorrection  nicht  mehr  als  überflüssig  betrachtet  werden 
dürfen.  Wenn  man  nämlich  iJ  =  oo,  femer  a  =  0  und  zugleich 
iZ .  a  =:  /  setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  15)  den  Werth: 

16)  r«^, 

während  nach  §  71  für  die  Grösse  §  der  Werth  Null  sich  ergeben 
würde.  Bei  sehr  schwach  gekrümmten  Balken  darf  daher  die 
von  einer  Horizontalkraft  H  hervorgebrachte  Horizontal- Verschie- 
bung des  Endpunktes  B  nicht  unmittelbar  nach  der  Gleichung  12) 
des  §  71  berechnet  werden;  es  muss  vielmehr  zu  dem  aus  jener 
Gleichung  für  ^  zu  entnehmenden  Werthe  noch  die  oben  in  Glei- 
chüng  15)  gefundene  Grösse  ?  hinzu  addirt  werden. 

§  73. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Gewichiee. 

Die  Grössen  a^  und  f|,  um  welche  der  Belastungspunkt  selbst 
resp.  in  verticaler  und  in  horizontaler  Richtung  verschoben  wird, 
kann  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  70 
berechnen,  indem  man  darin  Q  statt  V  und  g)  statt  a  setzt  (Fig.  308 
und  Fig.  309).  Man  erhält  dann  fUr  jene  Verschiebungen  die  Werthe: 

2)  ?i  =  ^^  {y  sin  9)»  -f  cos  y  —  1  —  "1-  sin  2  qpj. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  den  Winkel  cu,  um  welchen 
die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  M  gedreht  wurde,  aus  der 
Oleichung  3)  des  §  70  den  Werth: 

3)  w  =  j       {cp  sin  (p  +  cos  9  —  1). 
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Bei  der  Biegung  des  Balkens  geht  das  Stück  MB^  ohne  seine 
Form  dabei  zn  ändern,  in  die  nene  Lage  M^B^  über,  nnd  die 


Fig.  808 


Im/ 


0^ 


W7  ' 


Sehne  MB  führt  dabei  eine  Be- 
wegung anS)  welche  anf  die  in 
Fig.  810  angedeutete  Weise  zer- 
legt werden  kann  in  eine  fort- 
schreitende Bewegung  und  eine 
Drehbewegung.  Bei  der  fort- 
schreitenden Bewegung  (aus 
der  Lage  MB  nach  der  Lage  M^  C) 
legt  der  Endpunkt  B  in  yerti- 
caler  Richtung  die  Strecke  a^j 
in  horizontaler  Richtung  die 
Strecke  ^^  zurück.  In  Folge  der 
ausserdem  noch  stattfindenden 
Drehung  (aus  der  Lage  J/^ C  in 
die  Lage  M^B^  kommt  zu  der 
Vertical Verschiebung  noch  die 
Strecke  (T,,  zu  der  Horizontal- 
verschiebung  noch  die  Strecke  ^, 
hinzu.    Für  die  letzteren  beiden 


Verschiebungen  ergeben  sich  aus  Fig.  810  die  Ausdrücke: 

4)  CT,  «=  ß  w  cos  1//  =*  Ä  (sin  a  —  sin  q>)  w, 

5)  §,  =-  ß  Ol  sin  V^  —  -R  (cos  qp  —  cos  a)  w, 


— t.... 


welche  nach 
Substitution 
des  oben  in 
Gleichung  3) 
für  den  Win- 
kel io  gefun- 
denen Wer- 
thes  die  fol- 
genden For- 
men anneh- 
men: 


OB? 

6)  CT,  —  j.^    (sin  a  —  sin  q>)  (9)  sin  9)  -f  cos  (p  —  1), 

7)  §,  *^  "J^  (^^"^  V  ~  ^^^  "^  ^V  ^^  g>  -t-  cos  qp  —  1). 
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Die  ganze  VerticalyerBchiebang  des  Endpunktes  B  hat  die  Grösse 


Fig.  810. 


N 


|ß(cosr-4»sa) 


and    die    ganze 
Horizontal- 
verschiebung 
desselben  hat  die 
Grösse: 

Aus  den  obigen 
Gleichungen  er- 
geben sich  dem- 
nach fUr  diese  bei- 
den Verschiebun- 
gen die  Werthe: 

singp  +  sinaCqpsinqp+cosy — l)l> 


9) 


.      QiZMsino)*  ,,  .      ,1 

5  =  -^^  I — 2^  +  cos  of  (1  —  cos  qp  —  9?  sin  (p)Y 


§  74. 
Spannungen  Im  geechioesenen  Kreie-RInge. 
Bei  dem  in  Fig.  811  dargestellten  verticalen  Ringe,  welcher 
von  zwei  Verticalkräften  im  gespannten  Gleichgewichts-Zustande 


Fig.  811. 


gehalten  wird,  kann  man  sich  den 
Biegungszustand  der  oberen  Hälfte 
auf  die  in  Fig.  812  angedeutete 
Weise  veranschaulichen,  und  wenn 
man  sich  in  dieser  letzteren  Figur 
nachher  die  eine  Hälfte  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen  denkt, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  818 
dargestellten  Falle  eines  krummen 
Balkens,  bei  welchem  die  von  dem 
Eräftepaare  und  der  Verticalkraft 
hervorgebrachten  Biegungen  un- 
mittelbar nach  den  Gleichungen 
des  §  69  und  §  70  berechnet  wer- 
den können. 

Die  Formänderung,  welche  die 
beiden  Verticalkräfte  dem  Binge 
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ertheilten,  war  jedenfalls  so  beschaffen,  dass  die  elastische  Linie 
an  den  beiden  Endpunkten  des  horizontalen  Durchmessers  ihre 

ursprüngliche  verticale  Tan- 
gentenrichtung beibehalten  hat 
Hieraus  folgt,  dass  in  Fig.  313 
die  von  dem  Eräftepaare  und 
der  Verticalkraft  hervorge- 
brachten Aenderungen  der  Tan- 
gentenrichtung an  der  Stelle  B 
einander  gegenseitig  aufheben 
müssen. 

Für  den  Winkel,  um  wel- 
chen diese  Tangentenrichtung 
sich  drehen  würde,  wenn  das 
Eräftepaar  allein  vorhanden 
wäre,   erhält  man  aus  §  69, 

Gleichung  1),  indem  man  darin  y  =  -ö"  s^^zt,  den  Werth: 
SSIR     n 

und  für  den  Winkel,  um  welchen  jene  Tangentenrichtung  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  sich  gedreht  haben  würde,  wenn  die  Verti- 
calkraft allein  vorhanden  wäre,  findet 
man  auf  dieselbe  Weise  aus  §  70,  Glei- 
chung 3),  den  Werth: 


Ä--^ 


Fig.  818. 


2^  "=£r(y-V- 


3)    m 


Durch  Gleichsetznng  dieser  beiden  Ans- 
drttcke  erhält  man  fttr  die  Grösse  SDt  den 
Werth: 

_r.(.-l). 

Wenn  die  Verticalkraft  V  allein  vor- 
handen wäre,  so  würde  —  nach  §  70,  Gleichung  12)  —  der  End- 
punkt B  sich  senken  um  die  Grösse: 

und  wenn  das  Eräftepaar  allein  vorhanden  wäre,  so  würde  — 
nach  §  69,  Gleichung  8)  —  der  Endpunkt  B  sich  heben  um  die 
Grösse: 
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STOi? 


5)     ff,= 


(f-)- 


EZ 

Die  wirklich  eintretende  Senkung  des  Elndpnnktes  B  ist  gleich 
dem  Ueberschnsse  der  ersteren  ttber  die  letztere,  hat  also  die 
Grosse: 

nnd  nach  Sabstitation  des  oben  ftlr  Wt  gefundenen  Ansdnicks 
erhält  man  fttr  dieselbe  den  Werth: 


_,  VB*  In        2\ 


Die  ganze  Verlängerimg  des  verticalen  Bingdorchmessers  AI) 
(Fig.  811)  hat  die  doppelte  Grösse,  und  die  von  der  Kraft  %V 
hervorgebrachte  Verlängerting  einer  aus  n  solchen  Bingen  zusam- 
mengesetzten Kette  ist  /i-mal  so  gross  als  die  Verlängerung  jedes 
einzelnen  Bingdurchmessers,  hat  also  die  Grösse: 


8)     A  =  n 


(2F)JP 


(f-i)' 


E% 

Für  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  P  ergiebt  sich  aus 
Fig.  818  der  Ausdruck: 

9)  if=  FÄ(1— sin?))  — a», 

welcher  nach  Substitution  des  oben  fUr  992  gefundenen  Werthes 
die  Form  annimmt: 

10)  Jlf— FiZ^-^  — sinqpj. 

Wenn  man  hierin  ^  =  0  setzt,  so  erhält  man  fUr  das  Biegungs- 
moment an  der  Stelle  A  den  Werth: 

11)  i/,— Fi2.— . 

7t 

Die  grösste  Biegungsspannung  in  diesem  Querschnitte  hat 
also  die  Grösse: 

12)  Ä„-^.i4 ^^^-. 

Die  grösste  Spannang  in  dem  Querschnitte  B  setzt  sich  zu- 
sammen aus  der  gleichförmig  ttber  die  Querschnittsfiäche  ver- 

theilten  Zugspannung  'S,  =>  -^  und  der  dem  Biegungsmomente  SR 

entsprechenden  grössten  Biegungsspannung  o, «« -=-  3Jc,  hat  also 
nach  Gleichung  3)  die  Grösse: 
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Wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis  ist  vom  Halbmesser  ir,  so 
ist  F^^w^Tty  femer  %'^'t^'^  ^^  setzen,  und  man  erhält  für 
das  Verbältniss  jener  beiden  Spannungen  den  Werth : 

14)  1- ==  0,3927  .  ^  +  0,57. 

Da  der  Quotient  -^  immer  kleiner  ist  als  Eins,  so  ist  S^ 

immßr  grösser  als  S\  Die  grösste  in  dem  Ringe  überhaupt  Tor- 
kommende  Spannung  findet  also  an  den  beiden  Endpunkten  de& 
yerticalen  Durchmessers  statt  und  ist  nach  der  Gleichung  12)  zu 
berechnen,  welche  für  2  F  aufgelöst,  nach  Substitution  des  oben 
für  %  angegebenen  Werthes,  die  Form  annimmt: 

15)  27=  i^, 

und  in  dieser  Form  auch  zur  Berechnung  der  Tragfähigkeit  des 
Ringes  benutzt  werden  kann,  wenn  darin  für  S^  die  practisch  zu- 
lässige Spannung  des  Materials  gesetzt  wird. 

Fttr  Schmiedeisen  würde  ^o  »  6  Eil.  zu  setzen  sein.  Wenn  also  z.  B. 
i{»  100""  und  n^«  10""  ist,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 

2F=148Kil. 
Nach  Gleichung  7)  wOrde  bei  dieser  Belastung  eine  Verlängerung  des  verti- 
calen  Ringdurchmessers  eintreten  Yon  der  Grösse: 

Eine  aus  100  solchen  Ringen  zusammengesetzte  Kette  würde  also  bei  einer 
Belastung  von  148  KU.  um  14  Millimeter  sich  yerlAngem. 

Aus  Gleichung  10)  ergiebt  sich  für  denjenigen  Winkel  y  =  €, 
welchem  der  Werth  J/=0  entspricht,  die  Bedingungs-Gleichung: 

16)  sine  —  —,    oder:    «  — 39^^32'. 

7t 

An  der  Stelle,  wo  das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  würde 
man  den  Ring  durchschneiden  und  ein  Scharnier  einschalten  kön- 
nen, ohne  dass  dadurch  in  den  Spannungszuständen  der  einzelnen 
Theile  etwas  geändert  wird.  Man  kann  sich  daher  den  Biegungs- 
zustand  des  Ringes  auf  die  in  Fig.  314  dargestellte  Weise  yer- 
anschaulichen,  indem  man  sich  an  den  vier  Stellen,  deren  Radien 
um  den  Winkel  e  von  der  Verticalen  abweichen,  Scharniere  ein- 
geschaltet denkt. 
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Um  diejenige  Lage  zu  finden,  welche  die  Scharnierpunkte  haben  müssten 
venn  die  Maximalspannung  des  Ringes  ein  Minimum  werden  soll,  hat  man 

zunächst  denjenigen  Werth  von  9J2  anzu- 
suchen, fftr  welchen  die  beiden  Spannungen 
Sq  und  S'  einander  gleich  werden.  Indem 
man  die  in  den  Gleichungen  12)  und  13)  ge- 
fundenen beiden  Ausdrücke  einander  gleich 
setzt  und  darin  zugleich  für  Ma  den  aus 
der  Gleichung  9)  zu  entnehmenden  Werth 
Mfi^VB^Wt  substituirt,  erhält  man  fOr 
jenen  Werth  von  9R  die  Gleichung: 

17)    ^.(rÄ-SW)«^  +  -^SR,    oder: 


18) 


»-f(*-Ä)' 


X 


Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält 
man  aus  Gleichung  9),  indem  man  wiederum 
M^O  und  zugleich  ^  =  s  setzt,  fttr  letz- 
teren Winkel  die  Gleichung: 

1    .        %  \    ,i     w 


19)      Biae- 


+ 


2    '    2fvRF 
ans  welcher  sich  ergiebt,  dass  der  Winkel  e 
zwischen  den  Grenzwerthen  b=^ZO^  und  s«=38®41'  liegt,  welche  resp.  den 

Grenzwerthen  -n-  =  0  und  -^  =  1  entsprechen. 

§  75. 
Belasteter  Ringbogen  mit  fMliegenden  Endpunkten. 
Wenn  man  sich  bei  dem  in  Fig.  315  dargestellten  symmetrisch 
belasteten  Ringbogen  die  linksseitige  Hälfte  in  eine  feste  Wand 

eingeschlos8*en 
denkt,  so  ge- 
langt man  zu 
dem  in  Fig.  816 
dargestellten 
Falle  eines  an 
der  Endfläche 
A  festgehalte- 
nen krummen 
Balkens ,  bei 
welchem  die 
von  den  drei 

biegenden  Kräften  F,  H^  Q  hervorgebrachten  Durchbiegungen  — 
eine  jede  einzeln  genommen  —  resp.  nach  den  in  §  70,  §  71,  §  73 
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Fig.  816. 


VtQ 


O 


."^ 


gefondenen  Gleichungen  berechnet  werden  können.  Da  sowohl 
hinsichtlich  der  Form  als  auch  hinsichtlich  der  wirkenden  Kräfte 

eine  vollkommene  Symmetrie  zwi- 
schen den  beiden  Balkenhälften 
stattfindet,  so  wird  die  hervorge- 
brachte Formänderung  des  Balkens 
jedenfalls  so  beschaffen  sein,  dass 
der  Horizontalabstand  der  beiden 
'Punkte  A  und  B  keine  Aenderung 
dabei  erleidet.  Hieraus  folgt,  dass 
die  von  jenen  drei  Kräften  hervor- 
gebrachten Horizontalverschiebun- 
gen des  Endpunktes  B  einander 
gegenseitig  aufheben  müssen. 

Die  Kraft  F—  Q  würde  ftlr  sich 
allein  wirkend  eine  nach  aussen 
gerichtete  Horizontalverschiebung  von  der  Grösse  ?i  hervorbringen, 
welche  nach  der  Gleichung  13)  des  §  70  zu  berechnen  ist.  Die 
Kraft  IT  würde  eine  nach  innen  gerichtete  Horizontal  Verschiebung 
von  der  Grösse  ^  hervorbringen,  welche  nach  der  Gleichung  12) 
des  §  71  zu  berechnen  ist.  Das  Gewicht  Q  würde  eine  gleich- 
falls nach  innen  gerichtete  Horizontalverschiebung  von  der  Grösse 
I3  hervorbringen,  welche  nach  der  Gleichung  9)  des  §  73  zu  be- 
rechnen ist.    Wenn  man  nunmehr  in  der  Gleichung: 

1)    0^ ?.  +  ?,  +  ?, 

für  diese  drei  Horizontalverschiebungen  ihre  Werthe  substituirt, 
so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  H  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 


2)    J?= 


3 
2 

sina*- 

-1- 

a 

.    ^          sin  op' 
sm2a ^ 

1 
+  cosa 

(cos  q>  +  q> 

sinqp) 

a 
2 

(l+2cosa*)  — 

--rsin2< 
4 

a 

Q 


Offenbar  liefert  zu  diesem  Horizontaldrucke  das  an  der  linken 
Seite  hängende  Gewicht  Q  einen  ebenso  grossen  Beitrag,  wie  das 
an  der  rechten  Seite  hängende  Gewicht  Q.  Hieraus  folgt,  dass  der 
Horizontaldruck  halb  so  gross  wird,  wenn  eines  von  den  beiden 
Gewichten  Q  hinweggenommen  wird.    Bei  dem  in  Fig.  317  dar- 

Bitter,  iBgBnienr-HeebaBik.  2.  Aufl.  15 
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gestellten  Falle  der  unsjmmetriBchen  Belastung  hat  also  der  Hori- 
zontaldmck  die  Grösse: 


Q 

3)    «)- 
-ä"  sin  a*  —  1  — 5-  sin  2  o ^  +  cos  a  (cos  q>  +  g>siu  tp) 

2 

y  (l +2  COS  o»)  —  — sin  2a 

Wenn  man  in  Fig.  317   die   algebraische  Summe   der  sta- 

tischen  Mo- 
mente sämmt- 
licher  Kräfte 
gleich  Null 
setzt  und  dabei 
das  eine  Mal 
den  Punkt  C, 
das  andere  Mal 
den  Punkt  B 
als  Drehpunkt 
wählt,  so  er- 
hält man  die 
Gleichungen: 

2  R  sin  or, 

222  sin  a, 


4) 
5) 


0  = 
0  = 


QR  (sin  a  4-  sin  qp)  —  35 
QR  (sin  a  —  sin  qn)  +  35, 


aus  denen  fttr  die  verticalen  Seitenkräfte  der  von  den  beiden  Un- 
terstützungspunkten  geleisteten  Gegendrücke  die  folgenden  Werthe 
sieh  ergeben: 

siny\ 


6)    35 


7)     », 


=4( 


1  + 


sm  ( 


sm 


sm 


?)■ 


Mittelst  der  Gleichungen  3),  6),  7)  kann  man  fdr  jede  Lage 
der  Belastung  Q  die  Gegendrücke  der  beiden  Untersttltzungspunkte 
berechnen.  Jedoch  ist  die  Gültigkeit  der  Gleichung  für  den  Hori- 
zontaldruck stets  an  die  Bedingung  geknüpft:  dass  die  Qner- 
schnittshöhe  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Pfeilhöhe  des  Bogens,. 
weil  andernfalls  die  nach  §  72  auszuführende  Correction  erforder- 
lich sein  würde. 
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Wenn  man  o  =  -j-  setzt,  so  erhält  man  ans  den  obigen  drei 

Gleichungen   die   in   nachfolgender  Tabelle   zusammengestellten 
Zahlenwerthe: 


"^   -0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1, 

-|-  =  0,910 

0,859 

0,716 

0,502 

0,251 

0, 

f  =  0,5 

0,616 

0,719 

0,821 

0,916 

1, 

\  =  0>^ 

0,384 

0,281 

0,179 

0,084 

0. 

Für  den  Halbkreisbogen  ist  «  =  y  ^^  setzen,  und  die  obigen 
drei  Gleichungen  nehmen  fllr  diesen  Fall  die  einfacheren  For- 
men an: 

8).5,  =  -^ipl,       9)    SJ  =  |-(l+8my). 

10)    aS.  = -^  (1  -  Bin  g.). 

Aas  diesen  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  in 
nachstehender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


^  =  0 
a 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1, 

•§■  -  0,318 

0,288 

0,208 

0,110 

0,030 

0, 

1-0,5 

0,655 

0,794 

0,905 

0,976 

J, 

1-0,5 

0,345 

0,206 
§  76. 

0,095 

0,024 

0. 

Wirkung  einer  oontlnuiriloh  verthelltra  Belastung. 

Wenn  gleichzeitig  mehrere  Belastungen  vorhanden  sind,  so 
kann  man  jeden  von  den  drei  Gegendrücken  ^,  S5,  ä$i  berechnen 
durch  Summation  der  Beiträge,  welche  die  einzelnen  Belastungen 
zu  demselben  liefern.  Diese  Berechnungsweise  ist  auch  dann  noch 
zulässig,  wenn  die  Anzahl  der  Belastungen  unendlich  gross  und 

15* 
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ihre  Vertheilung  eine  continnirliche  ist,  in  welchem  Falle  jene 
Sammation  auf  dem  Wege  der  Integration  auszuftihren  ist 

Nach  der  in 
Fig.  818.  Fig.  318    ge- 

wählten Be- 
zeichnnngs- 
weise  nehmen 
die  Gleichun- 
gen 3),  6),  7) 
des  Torigen 
Paragraphen 
die  nachste- 
henden For- 
men an: 


1) 

d^= 

qRd^  , 
2 

3 
2 

sin««- 

-1- 

- -|-Bin2a 

2 

-+COBa(COBy  + 

9?  sin  9») 

y(l  +  2C0B««)- 

4- Bin  2a 
4 

qRd(p 
2 


\         ama  J 


2)  m 

3)    d58.  = -^4^  f  1  -  iMV 
*  2       \         sma/ 


Wenn  man  diese  Gleichungen  zwischen  den  Grenzen  0  und  q> 
integrirt  (wobei  der  Factor  g  als  eine  constante  Grösse  zu  behan- 
deln ist),  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 
//  3  .    ,     5      Ä  .  „  \     ,  Bin 29p 

H-Bma«-^-yBm2ajy+ ^ 


-  +  cos  a(2  sin  9p  —  9>  COB  7)  I 


4)     «)-=^Ä 


a  (1  +  2  COB  «*)  —  Y  sin  2a 


«  »-^{-+(TrF)}' 


6)  ».-^{.-(^^i^)}. 


welche  für  den  Fall  einer  gleichförmig  über  die  Bogenstrecke  AM 
vertheilten  Belastung  die  Gegendrücke  der  Unterstützungspunkte 
darstellen. 

Wenn  femer  mit  $',  85',  35/  resp.  die  Werthe  bezeichnet  wer- 
den, welche  dem  Winkel  9  =  ?>'  entsprechen,  und  mit  ^",  85",  85/' 
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«. 


c 

/ 

¥-i 

k,      * 

'f  ■ , ; 

'*-., 

die  Werthe,  welche  dem  Winkel  q>  —  q>"  entsprechen,  so  sind  fttr 
den  in  Fig.  319  dargestellten  Belastnngsznstand  die  Gegendrücke 

der  beiden  Un- 
^"^'^^  terstützungs- 

pnnkte  nun- 
mehr zu  be- 
rechnen aus 
den  Gleichun- 
gen: 

8)  »  —  »''  —  »', 

Zu  densel- 
ben Resultaten 
würde  man  ge- 
langt sein,  wenn  man  von  vornherein  die  Integration  zwischen  den 
Grenzen  <p  '^q>*  und  tp  =  qp"  ausgeführt  hätte. 

Wenn  z.  B.  der  halbe  Gentriwinkel  des  Bogens  60  Grad  beträgt,  und 
die  Badien  der  beiden  Endpunkte  der  belasteten  Bogenstrecke  resp.  am 
20  Grad  und  40  Grad  von  der  Yerticalen  abweichen,  so  ist  a»  1,047  198, 
9/ «=  0,349  066,  9p'' »  0,698 132  zu  setzen,  und  man  erh&lt  aus  den  obigen 
Gleichungen  die  Werthe: 


U^. 


^ 

V.    ^ 

/ 

' «        \ 

B 

1^' 


■  0,2077, 


»' 


•^  =  0,209  36,  -^-0,139  71, 
-^  -  0,3483,  -p-  -  0,484  14,  |^  =  0,213  99, 
^  -  0,1406,        -^  -  0,274  79,         -^  -  0,074  28, 


§  77. 
Schwach  gekrOniater  parabollMher  Bogen. 

Nach  der  in  Fig.  320  gewählten  Bezeichnongsweise  gelten  fttr 
den  parabolischen  Bogen  AB  (dessen  Achse  mit  der  Yerticalen  des 
Pnnktes  A  zusammenfallend  voraosgesetzt  wird)  die  Gleichungen: 

1)    X==^,        2)    ^  =  ME., 
^'    f       /»  '        ^'     dx         /»    ' 


*-'-VVh(i7-^'^'+'^ 
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Für  den  Wurzelausdmck  kann  man  die  binomische  Reihe  sub- 
atitoiren,  und  da  wegen  vorausgesetzter  schwacher  Krümmung  des 

Bogens  der  Quotient 

-^^Ti —  als  eme  kleine 

Zahl  zu  betrachten 
ist,  deren  höhere  Po- 
tenzen vernachlässigt 
werden  dürfen,  so  ist 
es  zulässig,  statt  der 
letzteren  Gleichung 
annäherungsweise  zu 
setzen: 


3)  ds=dx(\^^^y 


Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  nimmt  die  allgemeine  Diflfe- 
renzial- Gleichung  der  elastischen  Linie  (§68,  Gleichung  3)  die 
folgende  Form  an: 

4)    JS2:rfw  =  g)l(Är^  +  MI^V 

Bei  dem  in  Fig.  321  dargestellten  Falle  eines  am  freien  End- 
punkte wirkenden  Kräftepaares  ist  das  Biegungsmoment  Wl  als 

eine  von  x  unabhän- 
gige Gonstante  zu  be- 
handeln, und  man  er- 
hält far  diesen  Fall 
durch  Ausführung  der 
ersten  Integration  die 
Gleichung: 

2f^ 


Fig.  821. 


^ 


oder:     5)    EXo) 


rfar. 


('• 


ÜÄhr4 


3/*    / 


Von  dieser  Gleichung  ausgehend,  hat  man  nunmehr  die  Rechnung 
auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  69  fortzusetzen,  indem  man  für  lo 

das  eine  Mal  den  Werth     ^*  ~  ^  >  das  andere  Mal  den  Werth 

^«27  "^—  dx 

^ '  substituirt  und  alsdann  die  zweite  Integration  ausführt, 
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leobei  im  letzteren  FaUe  der  aus  Gleichung  2)  für  dy  zu  entneh- 
mende Werth  vorher  einzusetzen  ist.  Man  gelangt  dann  zu  den  fol- 
genden (den  Gleichungen  des  §  69  analog  gebildeten)  Gleichungen: 

')  £it(»,-y)-a»(^+^). 

9)    E%  {dx  -  d^,)  -  m  (a^  +  ^^'j  .  -^dv, 

Für  a?  =  /  wird  y,  —  y  — a  und  ä?  — a?4  =  ?;  wenn  also  ab- 
kürzungsweise das  Verhältniss: 

11)     ^~n 

gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  7)  nnd  10)  für 
die  Verschiebungen  des  Endpunktes  B  die  Werthe: 


«  ^-^('+Y)' 


Ausserdem  erhält  man  aus  Gleichung  5),  indem  man  darin 
ebenfalls  a^^^l  setzt,  für  die  Aenderung  der  Tangentenrichtung 
am  freien  Endpunkte  B  den  Werth: 

f 
Wenn  die  Verhältnisszahl  «  =  7-  Söbr  klein  ist,  so  können 

in  den  obigen  drei  Ausdrücken  die  Glieder,  welche  den  Factor  n^ 
enthalten,  neben  denjenigen,  welche  den  Factor  n'  nicht  enthal- 
ten, auch  fortgelassen  werden;  man  erhält  alsdann  die  folgenden 
Werthe: 

a»/*      ,^.   .     2«aÄ/«      ,^,         mi 

Dieselben  Resultate  würde  man  auch  erhalten  haben,  wenn  man  in 
Oleichung  3)  das  Glied  -^^ —  von  vornherein  weggelassen  hätte. 
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Die  obige  UnterBnchimg  zeigt  daher,  dass  es  bei  sehr  kleinen 
Werthen  von  n  zulässig  ist,  ds^^dx  zn  setzen,  wie  in  den  nächst- 
folgenden Paragraplien  überall  geschehen  soll. 

§  78. 
Wirkung  einer  am  fk^len  Endpunkte  angreifenden  VertioalkralL 

Bei  dem  in  Fig.  322  dargestellten  Falle  hat  das  Biegnngs- 
moment  im  Abstände  x  von  der  Wand  die  Grösse: 

Fig.m  1)    m^V{l-x\ 

und  die  Gleichung  4) 
des  vorigen  Paragra- 
phen nimmt  für  diesen 
Fall  die  Form  an: 
2)    EZdü}  = 

V{l  —  x)dx. 

Wenn  man  von  dieser 
Gleichung  ausgehend 
die  Rechnung  auf  die- 
selbe Weise  wie   im 

vorigen  Paragraphen  fortsetzt,  so  gelangt  man  zunächst  zu  den 

folgenden  Gleichungen: 

3)    EZi^—vUx-^, 

7)    E%{d.T-dx,)=v{lx-^-^^dx, 

nnd  erhält  dann,  indem  man  diese  Gleiohnngen  auf  den  Endpunkt 
B  anwendet,  die  folgenden  Werthe: 

QA  ^/'  ,ft,     t       5  «Ff»         ^^.  VI* 
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§  79. 
Wirkung  einer  am  fk^len  Endpunkte  angreifenden  Horizontalkraft 

Nach  Fig.  323  hat  das  Biegnngsmoment  im  Abstände  x  von 


der  Wand  die  Grösse: 
Fig.  8 


1)  m  =  n{f-y\ 

wofbr  man  mit  Benutz- 
ung des  ans  der  Para- 
belgleichung für  y  zu 
entnehmenden  Werthes 
auch  setzen  kann: 

2)  3«-fl/(i-:^). 

Die  allgemeine  Differenzial-Gleichung  der  elastischen  Linie  nimmt 
demnach  für  diesen  Fall  die  Fonn  an: 


3) 


EZdio  =  nfU-^dx, 


und  man  gelangt,  indem  man  von  dieser  Gleichung  ausgehend  die 
Rechnung  auf  dieselbe  Weise  wie  in  den  vorigen  Paragraphen  fort- 
setzt, zu  den  folgenden  Gleichungen: 

5)  E%{y,-y)-^Hf{^^-^y 

6)  EZ{x-x,)  =  -^^[-^ ^, 

ans  welchen  man  für  die  am  freien  Endpunkte  B  herrorgebrachten 
Yeracbiebnngen  die  Werthe  erhält: 

Die  in  Gleichung  8)  mit  l'  bezeichnete  Grösse  repräsentirt  den 
allein  von  der  Biegung  des  Balkens  herrührenden  Beitrag  zu  der 
Horizontalverschiebung  des  Endpunktes  B.  Wegen  der  hier  vor- 
ausgesetzten schwachen  Krümmung  des  Bogens  wird  man  (nach 
$72)  den  von  der  gleichzeitig  stattfindenden  Verkürzung  des- 
selben herrührenden  Beitrag,  fttr  welchen  nach  §  72  der  Annähe- 
rungswerth : 

10)  r 


Hl 


EF 
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in  Rechnung  zu  bringen  ist,  im  vorliegenden  Falle  nicht  yemach- 
lässigen  dürfen;  es  wird  vielmehr  die  wirkliche  Horizontalver- 
schiebong  des  Endpunktes  B  im  Allgemeinen  zu  berechnen  sein 
aus  der  Gleichung: 

11)  ?  =  ?  +  ?'. 

Wenn  jedoch  das  aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  zu 
berechnende  Verhältniss: 

12)  l.^J^^ 

einen  sehr  kleinen  Werth  hätte,  so  wtlrde  trotz  der  yorausgesetzten 
schwachen  Krümmung  des  Balkens  es  zulässig  sein,  die  obige  Cor- 
rection  zu  unterlassen  und  die  Horizontalverschiebung  des  End- 
punktes B  unmittelbar  nach  Gleichung  8)  zu  berechnen. 

Aus  der  Form  des  obigen  Ausdrucks  erkennt  man,  dass  dieser 
letztere  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  Quotient: 

einen  sehr  kleinen  Werth  hat.  Dieser  Ausdruck  nimmt  z.  B.  fttr 
den  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  die  Form  an: 

Z 

Fr 

und  für  den  kreisförmigen  Querschnitt  von  gleicher  Höhe  wtlrde 
derselbe  die  Form  annehmen: 

% 

Fr 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  bei  dem  schwach  ge- 
krtlmmten  Balken  die  Horizontalyerschiebung  des  freien  Endpunk- 
tes unmittelbar  nach  der  Gleichung  8)  berechnet  werden  darf,  so- 

bald  das  Verhältniss  -p    einen  sehr  kleinen  Werth  hat, 

§  80. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Gewichtee. 

Bei  dem  in  Fig.  824  dargestellten  Falle  sind  die  Verschie- 
bungen des  freien  Endpunktes  B  auf  dieselbe  Weise  wie  im  §  73 
zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

1)  (7  =  (7i  +  (7„ 

2)  1  =  1,+?». 


")  ^-m'' 


15) 


■  =  ■^-•(7) 
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Hierin  bedeuten  a^  und  lt  die  Grössen ,  um  welche  der  Be- 
lastungspnnkt  M  resp.  in  yerticaler  und  horizontaler  Richtung  sich 

yerschoben  hat  (siehe 


Fig.  824. 


3) 


Qx" 


Fig.  309).  Für  diese 
Verschiebungen  er- 
hält man  aus  den  Glei- 
chungen 9)  und  10) 
des  §  78,  indem  man 
darin  Q  statt  F,  ferner 

X  statt  /  und  —  statt 

X 

n  setzt,  die  Werthe: 


4)     ?,= 


X 


5     Qx" 
12    EZ 

Die  Grössen  gg.  und  gj  hat  man  nach  Fig.  310  zu  berechnen, 
indem  man  darin  MN=  l  —  x  und  BN=f —  y  setzt.  Es  er- 
geben sich  dann  die  den  Gleichungen  6)  und  7)  des  §  73  analog 
gebildeten  Gleichungen  : 

5)    (Xj  =  (/  —  x)  w, 

6)   ?.  =  (/-y)c<^. 

Hierin  bedeutet  to  den  Winkel,  um  welchen  die  Tangentenrichtung 
an  der  Belastungsstelle  M  —  und  zugleich  auch  das  ganze  Balken- 
stück MB  —  sich  gedreht  hat.  Für  diesen  Winkel  erhält  man 
aus  der  Gleichung  11)  des  §  78,  indem  man  wiederum  Q  statt  F, 

femer  x  statt  /  und'  —  statt  n  setzt,  den  Werth : 


7)     w  = 


Qx" 
2EZ 


und  nach  Substitution  desselben  nehmen  die  beiden  Torhergehen- 
den  Gleichungen  die  Formen  an: 
Q{t  —  x)x' 


8) 


9) 


2EZ       ' 

.  __  Q(f-y)^ 

^  2  EX 


Mit  Benutzung  des  aus  der  Parabel-Gleichung  zu  entnehmen- 


den Werthes  y  = 


/^ 


.2     erhält  man  nunmehr  aus  den  Gleichungen 

f 
1),  2),  7),  indem  man  zugleich  wieder  das  Verhältniss  -4~  mit  n 


Digitized  by 


Google 


236 


FOnfter  Abschnitt.  §80. 


bezeichnet,  fUr  die  am  freien  Endpnnkte  B  hervorgebrachten  Ver- 
schiebungen die  folgenden  Gleichungen: 

Qla* 


10) 


11)     1  = 


12)     w  = 


2^3;, 

2E% 
2EZ' 


Die  Resultate  der  in  den  letzteren  vier  Paragraphen  aosge- 
führten  Berechnungen  sind  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusam- 
mengestellt Die  Ueberschriften  der  yier  Verticalcolumnen  beziehen 
sich  auf  die  vier  verschiedenen  Biegungsursachen,  deren  Wirkun- 
gen in  diesen  Paragraphen  einzeln  bestimmt  wurden.  Die  in  der 
Tabelle  angegebenen  Werthe  entsprechen  der  gemachten  Voraus- 
setzung, nach  welcher  die  Zahl  »ti^  so  klein  ist,  dass  die  Glieder, 
welche  die  Zahl  n^'"  als  Factor  enthalten,  nebön  solchen  Gliedern, 


welche  den  Factor 
werden  dürfen. 


ffi^'^  nicht  enthalten,  überall  yemachlässigt 


m 

V 

H 

Q 

a 

2  EX 

VI' 
iEZ 

bnHP 
12  EZ 

2EZ  \        Z) 

1 

2nWtl* 
dE% 

bnVl' 
12EX 

IbEZ 

nQa^  (        a*\ 

2EZ  V      6'y 

w 

3R/ 

E% 

2E% 

2nff/» 
ZEZ 

2EZ 

Anstatt  die  obigen  Ausdrücke  —  wie  hier  in  den  letzteren  vier  Para- 
graphen geschehen  —  für  den  parabolischen  Bogen  direct  abzuleiten,  hätte 
man  dazu  auch  die  in  §  69  ...  §  73  für  den  Kreisbogen  gefundenen  Glei- 
chungen benutzen  können.  Wenn  man  n&mlich  in  jenen  Gleichungen  für  die^ 
Grössen  sin  a,  cos  a,  sin  ^p,  cos  ip  überall  die  betreffenden  Reihen  substituirte' 
und  darin  die  Glieder,  welche  die  höheren  Potenzen  der  Zahlen  a  oder  ip  ent- 
halten, yemachlässigte,  so  würde  man  —  nach  Einführung  rechtwinkeliger 
Goordbaten  statt  der  Polar-Coordinaten  —  zu  denselben  Gleichungen  gelangen, 
welche  hier  für  den  parabolischen  Bogen  gefunden  wurden. 
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§  81. 
Belasteter  parabolischer  Bogen  mit  fMUegenden  Endpunkten. 

Wenn  man  sich  bei  dem  in  Fig.  326  dargestellten  symmetrisch 
belasteten  Bogen  die  ünterstütznngspnnkte  durch  ihre  Gregendrttcke 

ersetzt     und 
^^-  3^'  die  linkssei- 

^  ^.  ..  V       tige     Hälfte 

in  eine  feste 
Wand     ein- 


Fig.  826. 


denkt,  so  er- 
kennt man, 
dass  bei  der 
rechtsseiti- 
gen Hälfte 
Fig.  326  die 
von  den  drei 
biegenden 
Kräften  Q,  ff, 
V  hervorge- 
brachten Ho- 
rizontalverschiebungen des  freien  Endpunktes  B  —  eine  jede  ein- 
zeln genommen  —  nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen 
wfirde  bestimmt  werden  können.  Da  bei  der  Biegung  des  Bogens 
der  Abstand  zwischen  seinen  beiden  Endpunkten  B  und  C  stets 
unverändert  erhalten  wird,  so  müssen  jene  drei  Horizontalverschie- 
bungen einander  gegenseitig  aufheben.  Indem  man  demgemäss 
die  algebraische  Summe  der  drei  aus  der  Tabelle  zu  entnehmenden 
Werlhe  von  ^  gleich  Null  setzt,  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

nQoj^  f,__^\    .    8«*ff/'        bnVl^ 

V    6/; 


1)     0 


2EZ  V       6^y    '     15J5;i         12EX  ' 

welche  fftr  ff  aufgelöst,  nach  Substitution  des  Werthes  T—  Q  die 
folgende  Form  annimmt: 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  gdx  statt  Q  und  dH  statt  ff  setzt, 
so  erhält  man  durch  Integration  derselben  flir  den  in  Fig.  327 
darstellten  Belastungszustand  die  Gleichuug: 
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Für  den  speciellen  Fall,  in  welchem  0?^  =  0  und  ^r^  =  /  igt,  ergiebt 
sich  aus  dieser  Gleichung  der  Werth : 

also  derselbe  Werth,  welchen  man  (nach  §  40)  ftlr  die  Horizontal- 
spannung einer  parabolischen  Kette  erhalten  würde,  deren  Belastung 

gleichförmig 
^'«'^^-  über  die  Hori- 

zontalprojec- 
tion  derselben 
vertheilt  ist 
Hieraus  folgt, 
dass  bei  gleich- 
förmig über  die 
ganze  Hori- 
zontalprojec- 

tion  des  Bogens  vertheilter  Belastung  das  Biegungsmoment  an  allen 
Stellen  desselben  den  Werth  Null  annehmen  würde. 

Das  Hinwegnehmen  der  einen  Belastungshälfte  würde  —  wie 

bereits  in  §  75 
^^-  ^2*-  erklärt  wurde 

haben,     dass 
der    Horizon- 
taldruck    auf 
^   die  Hälfte  re- 
I    ducirt     wird. 
jl^   Bei    dem    in 
Fig.  828  dar- 
gestellten Belastungszustande  hat  demnach  der  Horizontaldruck  die 
Grösse: 
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während  die  beiden  verticalen  Gegendrücke  nach  dem  Gesetze  des 
Hebels  zu  berechnen  sind  aus  den  Gleichungen: 

Wenn  z.  B.  das  Verhaitniss  n  — -^«-j-  gesetzt  wird,  so  ergeben  sich 
für  den  Fall,  in  welchem  £l  ==2.  und  -^  —  -l  ist,  die  Werthe: 

W&re  ausser  dieser  Belastung  noch  eine  gleichförmig  über  die  ganze  Horizon- 
taiprojection  yertheilte  Belastung  von  der  Grösse  2p l  vorhanden,  so  würde  man 
durch  Summation  der  von  den  beiden  Belastungen  herrührenden  Beiträge  die 
Werthe  erhalten: 

Aus  Gleichung  6)  wtlrde  für  n  =  0  der  Werth  ^  =  cx>^  alsa 
ein  ungereimtes  Besultat,  sich  ergeben.  Man  wird  daher  bei  den 
Anwendungen  jener  Gleichung  stets  im  Auge  zu  behalten  haben^ 
dass  ihre  Gültigkeit  an  gewisse  Bedingungen  geknüpft  ist,  insofern 
bei  Ableitung  derselben  die  Voraussetzung  gemacht  wurde:  dass 
nicht  nur  das  Verhaitniss  der  Pfeilhöhe  zur  Spannweite,  son- 
dern gleichzeitig  auch  das  Verhaitniss  der  Querschnittshöhe 
zur  Pfeilhöhe  des  Bogens  einen  sehr  geringen  Werth  hat. 

§  82. 
Construction  der  von  den  UnterotOtzungspunkten  geleisteten  Gegendrfloke. 

Nach  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  hat  bei  dem  in 
Fig.  329  dargestellten  Belastungszustande  der  Horizontaldruck  die 
Grösse: 

und  f&r  die  beiden  verticalen  Gegendrücke  ergeben  sich  nach  dem 
Gesetze  des  Hebels  die  Werthe: 


2)    SJ 


3)  35.= 


2/ 

Q(l-x) 

11 
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Denkt  man  sich  an  jedem  der  beiden  Untersttttzungspunkte 
die  horizontale  Seitenkraft  und  die  verticale  Seitenkraft  zu  ihrer 

Mittelkraft    zu- 
Flg.  d29.  sammengesetzt, 

If^  so  erkennt  man, 

dass  es  diese 
beiden  Mittel- 
kräfte jind, 
welche  mu  der 
Kraft  Q  zusam- 
men den  Bogen 
im  Gleichge- 
wicht  halten.  Es 
müssen  daher 
die  ßichtungslinien  der  drei  Kräfte  W,  Q,  TF,  in  einem  Punkte 
zusammentreffen. 

Um  die  Lage  des  Durchschnittspunktes  0  zu  finden,  hat  man 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte 
aS,  und  $  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  gleich  Null  zu  setzen;  man 
gelangt  dann  zu  der  Gleichung: 

4)     0  =  fß,(l  +  a;)-^u, 

aus  welcher  man,  nach  Substitution  der  oben  für  93i  und  $  ge- 

u 
fandencn  Ausdrucke,  für  das  Verhältniss  y  den  folgenden  Werth 

erhält:  "^ 


5) 


u 

7 


32 


{-^) 


Aus  den  Gleichungen  1)  und  5)  ergeben  sich  die  in  nachfol- 
gender TabeUe  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 


X 


=  0 


0,1        0,2      0,3        0,4        0,5        0,6      0,7        0,8        0,9         1 


Q 


•  0,3906  0,3859  0,372  0,3491  0,3176  0,2783  0,232  0,1797  0,1226  0,0622  0 


—  =  1,28       1,283     1,29     1,303     1,322     1,347     1,379  1,419    1,468     1,527     1,6 

Die  Gleichung  5)  kann  man  benutzen,  um  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Grösse  u  mit  der  Abscisse  ^  sich  ändert,  durch  eine  krumme 
Linie  geometrisch  darzustellen.  Diese  kramme  Linie  bildet  den 
geometrischen  Ort  für  alle  möglichen  Lagen,  welche  der  Punkt  0 
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als  Darchschnittsponkt  der  drei  Kräfte  W^  Q^  W^  annehmen  kann. 
Mit  Hülfe  dieser  krummen  Linie  kann  man  alsdann  fttr  jede  be- 
liebige gegebene 
^«•^-  Lage  des  Bela- 

^         ' -Tn  stungspunktes  M 

^^  durch  die  in  Fig. 

330  angedeutete 
Construction  des 
Kräfteparallelo- 
gramms die  bei- 
den Gegendrücke 
W  und  W^  ihrer 
Grösse  und  Rich- 
tung nach  dar- 
stellen. 

Um  für  die  Stelle  P  das  Biegungsmoment  zu  berechnen,  würde 
man  die  Kraft  W^  mit  dem  Hebelarme  PL  zu  multipliciren  haben. 

Hieraus  folgt,   dass  an 
^^«-  ^^  der  Stelle  iV,  wo  die  Rich- 

tungslinie der  Kraft  W^ 
den  Bogen  schneidet, 
das  Biegungsmoment  die 
Grösse  Null  hat.  An 
dieser  Stelle  würde  man 
ein  Scharnier  einschalten 
können,  ohne  dass  da- 
durch in  dem  Spannungs- 
zustande des  Bogens  Et- 
was geändert  wird.  Aus 
Flg.  330  ergiebt  sich  zu- 
gleich das  Verfahren, 
welches  man  in  dem  um- 
gekehrten Falle  anzu- 
wenden haben  würde: 
wenn  jener  Nullpunkt  N 
gegeben  ist,  und  der  zu- 
gehörige Belastungspunkt  U  gesucht  wird.  Man  findet  den  letz- 
teren, indem  man  die  Linie  A  N  bis  zum  Durchschnittspunkte  mit 
der  Gurve  verlängert  und  durch  diesen  Durchschnittspunkt  eine 
Verticale  legt. 

Ritter,  I&geniaiir-Mecluauk.  2.  Anfl.  16 
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Das  eben  erklärte  Constructionsyerfabren  wfirde  man  auch  auf  den  kreis- 
bogenförmig  gekrümmten  Balken  anwenden  können.  Nach  §  75  würde  z.  B. 
für  den  Halbkreisbogen  vom  Halbmesser  l^^R  =/  der  Werth : 


6)  ^^.2mil. 


in  Gleichung  4)  zu  substitulren  sein,  und  wenn  man  ausserdem  x=^Rän^ 
setzt,  so  erhält  man  aus  jener  Gleichung  für  u  den  von  x  unabhängigen  con- 
stanten  Werth: 

Bn 
2    ■ 


7)    «  =  - 


Es  ergiebt  sich  hieraus  das  bemerkenswerthe  Resultat,  dass  bei  dem  Halbkreis- 
bogen  der  geometrische  Ort  aller  Lagen,  welche  der  Durchschnittspunkt  0  an- 
nehmen kann,  eine  horizontale  gerade  Linie  bildet  (Fig.  831). 


§  83. 
Ermitteiung  der  nngOnetigsten  BeiastungazuetMnde. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gefnndene  Curve  würde  man  auf 
die  in  Fig.  332  angedeutete  Weise  benutzen  können,  um  diejenigen 
BelastuDgszustände  aufzufinden,  bei  welchen  an  einer  bestimmten 
gegebenen  Stelle  N  das  Bieguugsmoment  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird.  Die  beiden  Punkte,  deren  Belastungen  den  Beitrag 
„NulP  liefern  zu  jenem  Biegungsmomente,  zerlegen  die  ganze  Spann- 
weite in  drei 
Abtheilungen, 
deren  Bela- 
stungen resp. 
positive  und 
negative  Bei- 
träge zu  dem- 
selben liefern, 
wie  in  Figur 
338  durch  die 
Ueberschrif- 
ten„  Plus  "und 
„Minus  "ange- 
deutet ist.  Zu- 
gleich zeigen  die  beigefügten  Drehungspfeile:  dass  das  Biegnngs- 
moment  als  positiv  bezeichnet  werden  soll,  wenn  dasselbe  eine  Ver- 
stärkung der  bereits  vorhandenen  Erttmmung  des  Bogens  bedingt, 
als  negativ  im  entgegengesetzten  Falle.    Das  Biegungsmoment  an 
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der  Stelle  N  wird  ein  Maximum,  wenn  die  beiden  mit  »Plus''  be- 
zeichneten Abtheilungen  allein  belastet  sind,  ein  Minimum,  wenn 

die  mit  „Minus'' 
Fig.  388.  bezeichnete   Ab- 

theilung     allein 
belastet  ist 

Wenn  der  Bo- 
gen als  Blech- 
oder Gitter -Bal- 
ken aus  zwei  pa- 
rallelen Gurtun- 
gen und  einer 
zwischen  densel- 
ben befindlichen 
Blech-  oder  Git- 
terwand constru- 
irt  ist,  so  kann 
man  bei  der  Be- 
rechnung der  in 
diesen  drei  Con- 
structionstheilen 
hervorgebrachten 
Spannungen  — 
wie  im  dritten  Abschnitte  gezeigt  wurde  —  die  Methode  der 
statischen  Momente  anwenden  (Fig.  333  und  Fig.  334). 

Um  die  in 
Fig.  885.  der       oberen 


^.JEIflR.^ Miuufi 


Ebit. 


mente    aufzustellen 
zu  wählen  haben. 


und    den   Punkt   N 
Hieraus  ergiebt  sich 


dabei 
die 


in 


Gurtung  an  der 
Stelle  M  her- 
vorgebrachte 
Spannung    X 
zu  berechnen, 
würde      man 
für  den  Theil 
AMN    (Fig.. 
334)  die  Glei- 
chung der  sta- 
tischen     Mo- 
als    Drehpunkt 
Fig.  335  ange- 

16' 
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deutete  Constrnction  derjenigen  Belastangsznstände,  bei  welchen 
die  Spannung  X  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.    Bei 

der   Berechnung 
Fig.  836. 


J^fi!LU§. 


..Elufi....^. 


MiÄiig , 


von  Z  würde  man 
den  Punkt  M  als 
Drehpunkt  zu 
wählen  haben. 
Es  können  daher 
dieBelastungszu- 
stände,  bei  wel- 
chen die  Span- 
nung Z  resp.  ein 
Maximum  oder 
Minimum  wird, 
auf  eine  der  vo- 
rigen ganz  ana- 
loge Weise  mittelst  der  in  Fig.  336  ausgeführten  Constrnction  er- 
mittelt werden. 

Um  die  Abscheerungsspannung  %  zu  berechnen,  hat  man  sich 
an  dem  unbelasteten  Theile  den  Oegendruck  des  festen  Unter- 
stützungspunktes in  zwei  Seiten- 
kräfte zerlegt  zu  denken,  von  denen 
die  eine  rechtwinkelig,  die  andere 
parallel  zu  der  Querschnitts-Ebene 
MN  gerichtet  ist.  Man  erkennt, 
dass  91  gleich  Null  wird,  wenn 
die  letztere  Seitenkraft  gleich  Null 
ist,  d.  h.  wenn  der  Gegendruck 
selbst  rechtwinkelig  zu  der  Schnitt- 
Ebene  MN  gerichtet  ist;  man  er- 
kennt femer,  dass  31  negativ  oder  positiv  wird,  jenachdem  jene 
parallele  Seitenkraft  der  Richtung  des  positiven  %  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  ist  Hierauf  gründet  sich  die  in  Fig.  338 
dargestellte  Constrnction  der  Belastungszustände,  bei  welchen  die 
Abscheerungsspannung  21  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Die  Linie  AO  ist  rechtwinkelig  zu  der  Querschnitts -Ebene  MN 
gerichtet.  Ein  in  der  Verticalen  des  Punktes  0  angebrachtes  Ge- 
wicht würde  daher  zu  der  Abscheerungsspannung  9C  den  Beitrag 
Null  liefern.  Die  Verticale  scheidet  demnach  die  „Plus "-Abthei- 
lung von  der  „Minus "-Abtheilung.    Der  Schnitt  AfiST  selbst  bildet 
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ebenfalls  eine  solche  Belastungsgrenze,  insofern  jede  Belastung 

links  von  dem  Schnitte  einen  positiven  Beitrag  zu  der  Spannung 

81  liefern  würde, 
Fig.  838. 


„ PIm ^ 


--Minus. 


-.PlM... 


wovon  man  sich 
leicht  überzeugt, 
indem  man  die 
Wirkung  einer 
solchen  Bela- 
stung auf  den 
rechts  von  dem 
Schnitte  liegen- 
den Theil-BJIfiNT 
untersucht. 

Für  jeden  der 
gefondenen  Be- 

lastungszustände  kann  man  die  beiden  Seitenkräfte  des  von  jedem 
Unterstützungspunkte  geleisteten  Gegendruckes  nach  §  81  berech- 
nen. Die  betreffende  Spannung  selbst  findet  man  alsdann,  indem 
man  fttr  den  Theil  ÄMN  oder  den  Theil  BMN  die  Gleichung 
der  statischen  Momente  aufstellt. 


§  84. 
Bnfluss  der  Temperatur-Aenderungen. 

Denkt  man  sich  in  Folge  einer  Temperatur- Erhöhung  den 
(zunächst  frei  im  Baume  schwebend  vorausgesetzten)  Bogen  aus 

derForm-4CB 
Fig.  889.  in    die    Form 

A^C.B,  über- 
gehend (Fig. 
339),  und  nach- 
her durch  die 
beiden  Hori- 
zontalkräfte H 
die  ursprüng- 
liche Sehnenlänge  AB^^^^l  wieder  hergestellt,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  der  Bogen  alsdann  genau  in  demselben  Spannungszu- 
stande sich  befinden  wird,  wie  wenn  von  vornherein  durch  Be- 
festigung der  beiden  Endpunkte  jede  Veränderung  der  Spannweite 
verhindert  worden  wäre  (Fig.  340).    Die  Grösse  des  entstehenden 
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Horizontaldrnckes  kann  man  daher  nach  der  Tabelle  des  §  80  be- 
rechnen, indem  man  darin  dl  statt  ^  setzt,  aus  der  Gleichung: 


1) 


oder:     £r  = 


871^/* 


15  £2: 

• 

Die  durch  diesen  Horizontaldruck  in  dem  Scheitel-Querschnitte 
an  der  concayen  Seite  hervorgebrachte  grösste  Druckspannung 

(pro  Flächenein- 
p.    g^  heit)   kann  man 

—  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  §  59 
die  von  den  bei- 
den Kräften  K 
hervorgebrachte 
Spannung  —  be- 
rechnen aus  der 
Gleichung: 


2)    S  =  S^  +  5, 


H  ,wHf 


vrelcher  man  nach  Substitution  des  oben  fUr  H  gefundenen  Aus- 
•druckes  (indem  man  zugleich  wieder  »/=/ setzt)  die  folgende 
Form  geben  kann: 

3)     S ^(^_  +  _j. 


8 


Wenn  man  hierin  w  =^—  und  2^  =  -r^ 


setzt,  so  erhält 


man  die  ftlr  den  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  gel- 
tende Gleichung: 

Für  Schmiedeisen  wird  das  einer  Temperatur-Erhöhung  von 
i  Graden  (Celsius)  entsprechende  Ausdehnungsverhältniss  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

5)    d  =  0,000  012  2.^. 

1 
2000 

ergeben.    Wenn  man  ausserdem  E  =  20  000  und  y  '^  T  ^^^^ 
60  erhält  man  ftlr  die  obige  Temperaturspannung  den  Werth: 


Es  würde  also  z.  B.  für  ^  ==  41  Grad  der  Werth  d  -• 


sich 
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«)  ^-4j^-{-T+(4-)'}-^-.«- 

Die  gleichzeitig  von  den  Belastungen  des  Bogens  an  derselben 
Stelle  hervorgebrachte  Druckspannung  würde  daher  nur  3^^,56 
betragen  dürfen,  wenn  die  practisch  zulässige  Spannung  von  6  EU. 
pro  Quadratmillimeter  nicht  überschritten  werden  soll.  Jene  Tem- 
peratur-Aenderung  hat  daher  denselben  Einfluss,  wie  wenn  die 
Festigkeit  des  Materials  im  Verhältniss  6 :  3,56  vermindert  worden 
wäre.  Wegen  dieses  nachtheiligen  Einflusses  der  Temperatur- 
AenderiAigen  ist  der  krumme  Balken  mit  festliegenden  Endpunkten 
als  eine  keineswegs  empfehlenswerthe  Construction  zu  bezeichnen 
und  bei  Brückenconstructionen  thunlichst  zu  vermeiden. 

Der  obigen  Berechnang  der  Temperatorspannang  lag  die  Yoraussetzang 
zu  Grande:  dass  das  YerhaltDiss  -r  sehr  klein  ist.    W&re  diese  Bedingung 

nicht  erfüllt,  so  würde  die  nach  den  Gleichungen  10)  und  11)  des  §  79  auszu- 
führende Gorrection  erforderlich  sein,  und  der  oben  für  den  Horizontaldruck  ü 
gefundenen  Gleichung  1)  würde  für  diesen  Fall  die  Form  zu  geben  sein: 
^^     .,       8«»Ä/"   ,    Hl         .  „  8EX 

'>    ^^-'WßZ'+EF^     ^^^'^     ^°    8     ,,,^2:' 

-15-"'  +T 
Man  erhält  alsdann  aus  Gleichung  2)  für  die  Temperaturspannung  den  ge- 
naueren Ausdruck: 

8)     S-._    \  *    / 


1+i^ 


15X 
welcher  für  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnittes  die  folgende  Form  annimmt : 


9)     S=. 


32  +  5±. 


Wenn  man  mit  Beibehaltang  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  die 
Temperaturspannung  nach  dieser  genaueren  Gleichung  berechnet,  so  findet  man 
den  Werth  8^2^^,4:2.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  erwähnte  Gorrection 
selbst  dann  noch  vernachlässigt  werden  darf,  wenn  die  Querschnittshöhe  den 
vierten  TheU  der  Pfeilhohe  des  Bogens  erreicht. 

S  85. 
Paraboiteoher  Träger  mit  steifen  Gurtungen. 

Bei  dem  in  Fig.  S41  dargestellten  Falle  sind  die  horizontalen 
Gegendrücke  der  beiden  Untersttttznngspnnkte  nach  innen  gerichtet 
nnd  dieselben  haben  (nach  §  82,  Gleichnng  1)  die  Grösse: 
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1)     «). 


6 


T"^  l*)' 


Bei  dem  in  Fig.  342  dargestellten  Falle  sind  die  horizontalen 
Gegendrttcke  der  beiden  Untersttttzongspnnkte  nach  aussen  ge- 
richtet and  haben  die  Orösse: 


»  ^'-^{'-o^+t} 


Flg.  342. 


Indem  man  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleichsetzt,  erhält 

man    die    Glei- 
*^*  ^  chnng: 

als     Bedingung, 
welche  erfüllt  sein 
mnss,  wenn  jene 
beiden   Horizon- 
taldrficke  gleiche 
Grösse  haben  sol- 
len, wie  hier  vor- 
ansgesetzt  wird. 
Denkt     man 
sich  die  beiden 
Bögen    nunmehr 
auf  die  in  Fig.  343  angedeutete  Weise  mit  einjmder  verbunden,  so 
erkennt  man,  dass  bei  dem  auf  solche  Art  entstandenen  parabo- 
lischen Träger  an 
Fig.  843.  jedem  der  beiden 

Unterstützungs- 
punkte die  auf 
denselben  über- 
tragenen Hori- 
zontaldrttcke  ein- 
ander gegenseitig 
aufheben  werden, 
dass  also  —  wie 

in  der  Figur  durch  die  beiden  Bollen  angedeutet  ist  —  von  den 
beiden  ünterstützungspunkten  nur  verticale  Gegendrücke  auf 
das  Ganze  übertragen  werden. 
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Die  in  horizontaler  Bichtnng  frei  beweglich-  voransgesetzten 
Untersttttznngspnnkte  setzen  einer  durch  Temperatnr-Aenderungen 
hervorgebrachten  Längen-Aendenmg  des  Trägers  keinerlei  Wider- 
stand entgegen;  folglich  können  durch  solche  Temperator-Aende- 
Hingen  auch  keine  Spannungen  in  demselben  hervorgebracht  wer- 
den. Bei  Anwendung  eines  solchen  aus  zwei  krummen  Balken  zu- 
sammengesetzten parabolischen  Trägers  (statt  des  einfachen  Bogens 
mit  festliegenden  Endpunkten)  werden  daher  die  im  vorigen  Para- 
graphen hervorgehobenen  Uebelstände  gänzlich  vermieden. 

Was  die  von  den  Belastungen  hervorgebrachten  Spannungen 
betrifft,  so  sind  dieselben  bei  jedem  der  beiden  Bögen  genau  auf 
dieselbe  Weise  zu  berechnen,  wie  wenn  die  beiden  Endpunkte  des- 
selben absolut  feste  Punkte  wären.  In  diesen  Spannungszuständen 
der  beiden  Bögen  wird  keine  Aenderung  eintreten,  wenn  die  bei- 
den Belastungspunkte  M^  und  M^  (Fig.  848)  durch  eine  (gewichtlos 

vorausgesetzte) 
YerticalstaDge 
mit  einander  ver- 
bunden werden, 
und  an  einer 
beliebigen  Stelle 
derselben  die 
Summe  der  bei- 
den Belastungen: 

4)  Q^Q,  +  Q, 
aufgehängt  wird  (Fig.  844).  Wenn  das  Totalgewicht  Q  und  die 
Pfeilhöhen  der  beiden  Bögen  gegeben  sind,  so  kann  man  nunmehr 
aus  den  beiden  Gleichungen  3)  und  4)  den  von  jedem  der  beiden 
Bögen  aufgenommenen  Theil  jener  Belastung  berechnen  und  erhält 
fttr  diese  beiden  Belastungstheile  dieWerthe: 


5)    Q.' 


«(xfe> 


6)     Q, 


<2(7 


Ä\. 


+  fj 


Nach  demselben  Gesetze  würde  auch  eine  gleichförmig  — 
entweder  ttber  die  ganze  Spannweite  AB  oder  eine  bestimmte 
Strecke  derselben  —  vertheilte  Belastung  auf  zwei  Bögen  sich 
vertheilen.  Wenn  mit  q  die  Totalbelastung  pro  Längeneinheit  der 
Strecke  bezeichnet  wird,  so  sind: 

'■-'{jtä)'   «  '--'(/Ix) 


7) 
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resp.  die  von  dem  oberen  und  von  dem  unteren  Bogen  zu  tragen- 
den Belastungen  pro  Längeneinheit  der  belasteten  Strecke.  Die 
bei  solchem  Belastungszustande  auf  jeden  der  beiden  Bogen  ein- 
zeln genommen  von  den  Unterstützungspunkten  übertragenen  hori- 
zontalen und  verticalen  Gegendrücke  können  alsdann  unmittelbar 
nach  den  Gleichungen  des  §  81  berechnet  werden. 

Wenn  wegen  sehr  kleiner  Pfeilhöhe  des  einen  oder  des  andern  der  beiden 
Bögen  es  erforderlich  sein  sollte,  die  nach  §  79  (Gleichung  11)  anszufOhrende 
Gorrection  zu  berücksichtigen,  so  würde  man  zunächst  bei  Ableitung  der  all- 
gemeinen Gleichung  für  den  bei  symmetrischer  Belastung  entstehenden  Hori- 
zontaldruck JI=2^  in  der  Gleichung  1)  des  §  81  auf  der  rechten  Seite  noch 

ff  L 
das  Glied  -prp-  hinzuzufügen  haben  und  für  den  bei  einseitiger  Behistung  ent- 
stehenden Horizontaldruck  alsdann  die  Gleichung  erhalten: 

64/4-  120  ■  -^ 

In  diesem  Falle  wird  also  der  Horizontaldruck  nicht  nur  von  Grösse  und  Lage 
der  Belastung  Q,  sondern  auch  von  Grösse  und  Form  des  Querschnitts  ab- 
hängen. Bei  Anwendung  dieser  genaueren  Gleichung  würde  man  für  den  in 
Fig.  B48  dargestellten  Fall  die  Bedinguogsgleichung  erhalten: 

welche  z.  B.  für  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnitts  die  folgende  Form 
annimmt : 

•^«  ^  32  •  A 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  -^^^oc  wird,   wenn  /j  « 0  ist,    und   dass 

0  ^^ 

■^r-^  0  wird,  wenn  /s  «  0  ist.    In  beiden  FäUen  hat  der  Horizontaldruck 

die  Grösse  Null,  wie  aus  Gleichung  9)  sich  ergiebt. 

Die  Gleichung  9),  welche  für  den  speciellen  Fall  des  rechteckigen  Quer- 
schnittes die  Form  annimmt: 


50/(5-6^  +  ^) 
12)    4>  = ^^ ^-^ 


64/+10y 

würde  man  auch  benutzen  können,  um  diejenige  PfeilhOhe  zu  berechnen,  bei 
welcher  der  von  einer  gegebenen  Belastung  hervorgebrachte  Horizontaldrnck 
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^  ein  Mazimnm  vird.    Indem  man  den  Differenzialquotienten  des  Nenners, 
nach  /  genommen,  gleich  Null  setzt,  erh&lt  man  die  Gleichung: 


13)    0  —  64  —  10 


7^' 


oder:     f^h]/'^ 


§  86. 
Parabollsoher  TrSger  mit  geradliniger  unterer  Gurtung. 

Wenn  die  beiden  in  horizontaler  Bichtnng  verschiebbar  vor- 
ausgesetzten Unterstütznngspunkte  des  Bogens  durch  eme  gerad- 
linige Zugstange  vom  Querschnitte  S  mit  einander  verbunden  sind 

(Fig.  845),  so  wird 
^-  ^^  durch   die  beiden 

Belastungen  Q  eine 
Zugspannung  H  in 
derselben  hervor- 
gebracht (Fig.  846), 
J^  und  in  Folge  dessen 
^  wird  jede  Hälfte 
dieser  Zugstange 
eine  Verlängerung 
erleiden  von  der 
Grösse : 

1)    ?=-^. 

Denkt  man  sich  die 
Hälfte  A  C  des  Bo- 
gens eingemauert, 
so  erkennt  man,  dass  die  von  den  drei  Kräften  r,  H^  Q  hervorge- 
brachte Horizontalverschiebung  des  Endpunktes  B  ebenfalls  gleich 
§  sein  musB.  Aus  der  Tabelle  des  §  80  ergiebt  sich  f&r  diese  Ho- 
rizontalverschiebung der  Werth: 


2)     ^- 


12  EZ 


IbEX 


2EZ 


('-Ä)' 


Nach  Substitution  der  Werthe  F=  Q  und  n^=^  erhält  man 

durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  fär  ^  gefundenen  Aus- 
drücke eine  Gleichung,  welche  f&r  die  Horizontalspannung  H  auf- 
gelöst die  folgende  Form  annimmt: 
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3)     H- 


32/+  60  .  -^ 


Das  Hinwegnehmen  einer  von  den  beiden  Belastungen  wird 
znr  Folge  haben,  dass  diese  Horizontalspannung  auf  die  Hälfte 
reducirt  wird.  Bei  dem  in  Fig.  347  dargestellten  Belastongszu- 
stande  hat  also  die  Horizontalspannung  die  Grösse  : 


4)     C^  = 


5Q/(5-6^  +  ^) 


64/+  120 


Die  verticalen  Gegendrücke  der  Untersttttzungspunkte  sind 
wie  bei  dem  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  berechnen  aus  den  Glei- 
chungen: 


5)    SB 


_  e(/+^> 

2/ 


6)    33,= 


2/ 


Fig.  847. 


Der  oben  fttr  $  gefundene  Ausdruck  unterscheidet  sich  nur 

durch  das  im  Nenner  neu  hinzugekommene  Glied  120  •  -^  von 

dem  in  §  82  (Glei- 
chung 1)  gefun- 
denen Werthe, 
Wenn  also  derBo- 
genquerschnitt  so 
klein  wäre  im  Ver- 
hältniss  zu  dem 

Querschnitte  der  horizontalen  Zugstange,  dass  das  Verhältniss  -^j 

gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  so  würde  der  Bogen  in  demselben 
Spannungszustande  sich  befinden  wie  bei  dem  in  Fig.  329  darge- 
stellten Falle.    Wenn  dagegen  -^-p  unendlich  gross  wäre,  d.  h. 

wenn  die  horizontale  Zugstange  sehr  schwach  wäre  oder  ganz 
fehlte,  so  VTürde  $  —  0  werden,  und  es  würden  auf  die  Endpunkte 
des  Bogensnur  die  verticalen  Gegendrücke  wirken,  und  das  Bie- 
gungsmoment an  der  Belastungsstelle  würde  den  Werth  annehmen: 


7)    SIK  =  aj(/  — ^)  =  g5,  (/  +  a7)  = 


2/ 
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Um  für  den  in  Fig.  328  dargestellten  Belastnngsznstand  die 
Spannung  der  horizontalen  Zngstange  zn  berechnen,  wurde  man 
in  der  Gleichung  6)  des  §  81  auf  der  rechten  Seite  im  Nenner 

das  Glied  120  •  -^^  hinzuzufügen  haben  und  die  Gleichung  er- 
halten : 

64/+  120  .  -^ 

während  die  verticalen  Gegendrücke  $  und  S3i  wie  bei  dem  frei 
aufliegenden  Balken  auf  zwei  Stützen  nach  den  Gleichungen  7) 
und  8)  des  §  81  zu  berechnen  sein  würden. 

Da  die  beiden  Unterstützungspunkte  —  ebenso  wie  bei  dem 
im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Falle  —  in  horizontaler  Rich- 
tung frei  beweglich  Torausgesetzt  werden,  so  kann  bei  diesem 
Träger  ebenfalls  durch  Temperatur -Aenderungen  keinerlei  nach- 
theilige Wirkung  hervorgebracht  werden. 


§  87. 
Parabolischer  Bogen  mit  eingemauerten  Enden. 

Wenn  an  jedem  von  den  beiden  Enden  des  belasteten  Bogens 
nicht  nur  die  Lage  des  Endpunktes,  sondern  auch  die  Tangenten- 
richtung der  Achsenlinie  unverändert  bleiben  sollte,  so  müsste  an 
jeder  von  diesen  beiden  Stellen  zu  dem  Gegendrucke  des  festen 
Unterstützungspunktes  noch  ein  Eräftepaar  hinzugefügt  werden. 
Bei  dem  in  Fig.  348  dargestellten  Bogen,  dessen  Enden  in  feste 
Wände  eingeschlossen  sind,  wird  man  daher,  indem  man  die  in 
den  Wand- Oberflächen  liegenden  Punkte  des  Bogens  als  Endpunkte 
desselben  ansieht,  die  von  jeder  Wand  auf  den  betreflfenden  End- 
punkt des  Bogens  übertragene  Wirkung  zu  betrachten  haben  als 
zusammengesetzt  aus  einer  Einzelkraft  und  einem  Kräftepaare. 
Da  hinsichtlich  der  Lage  der  Belastungen  sowohl  als  der  Unter- 
stützuDgsstellen  eine  vollkommene  Symmetrie  stattfindet,  so  wer- 
den jene  beiden  Kräftepaare  gleiche  Momente  und  entgegengesetzte 
Drehungsrichtung^n  haben  müssen  (Fig.  349). 

Denkt  man  sich  nunmehr  die  linksseitige  Hälfte  AC  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  an  der  rechts- 
seitigen Hälfte  die  nach  der  Tabelle  des  §  80  zu  bestimmenden 
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Wirkungen  der  in  Fig.  849  mit  F,  fl',  SK,  Q  bezeichneten  vier 

Biegnngsarsachen,  sowohl  hinsichtlich  der  hervorgebrachten  Ho- 

rizontalverschie- 
^^•^'  bung    des    End- 

punktes By  al8 
auch  hinsichtlich 
der  an  dieser 
Stelle  hervorge- 
brachten Aende- 
mng  der  Tangen- 
.tenrichtnng  ein- 
ander gegenseitig 
aufheben  müssen. 
Wenn  man  dem- 
gemäss  die  aus 
der  Tabelle  des 
§  80  resp.  f&r  die 

Grössen  ^  und  oj  zu  entnehmenden  Ausdrucke  einen  jeden  gleich 

Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

571  r/»        8n*Hr        2nmn       nQx^ 


1)    0  = 


2)    0  = 


\iE% 

vn 


IbEX 
2nHl^ 


9E%     '    2EZ 


('-*)■ 


2EZ         iE%         EZ        2EX' 
welche  fUr  die  Grossen  H  and  3ß  aofgelOst,  nach  Snbstitation  der 
Werthe  V=  Q  und  n«-=4->  die  folgenden  Formen  annehmen: 


3)   ir= 


15  Q/ 


('-^)* 


16/ 

Für  *das  Biegungsmoment  im  Scheitelpunkte  des  Bogens  ergiebt 
sich  aus  Fig.  349  der  Ausdruck: 

5)  2/=Q^— Q/-+-fi/4-üJl, 

und  nach  Substitution  der  obigen  beiden  Werthe  erhält  man  fttr 
dasselbe  die  Gleichung: 

6)  J^=J^(-3  +  16f-18^:f5|^). 
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Wenn  man  in  den  obigen  Gleichungen  qdx  statt  Q  setzt  and  alsdann 
die  Integration  ausführt  zwischen  den  Grenzen  d?»0  und  x^l^  so  erhUt 
man  die  Werthe: 

Bei  gleichförmig  über  die  ganze  Horizontalprojection  vertheilter  Belastung 
verhält  sich  daher  der  Bogen  wie  eine  vollkommen  biegsame  an  ihren  End- 
punkten unterstützte  Kette.    (Vergl.  §  81,  Gleichung  5). 

Dem  oben  für  9R  gefundenen  Ausdrucke  würde  man  auch  die  folgende 
Form  geben  können: 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdruckes,  dass  dem  Werthe  7-^1/t~ 

der  Werth  SR  »  0  entspricht.  Bei  dieser  Lage  der  Belastungspunkte  würde 
daher  der  Bogen  genau  in  demselben  Spannungszustande  sich  befinden,  wie 

bei  der  in  Fig.  825  dargestellten  Unterstützungsweise.    Wenn  -r-  grösser  ist 

als  V^— >  80  wird  2R  positiv,  wenn  dagegen  -j-  kleiner  ist  als  l/-r»  ^^  "^^ 
902  negativ. 

§  88. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Einzelgewichtes. 

Durch  die  beiden  Gewichte  Q  werden  in  dem  Scheitelpunkte 
des  Bogens  die  folgenden  drei  Wirkungen  hervorgebracht.  Erstens 
findet  an  dieser  Stelle  eine  horizontale  Druckspannung  statt  von 
der  Grösse  ^;  zweitens  wird  an  dieser  Stelle  ein  Biegungsmoment 
von  der  Grösse  M  hervorgebracht;  drittens  wird  der  Scheitelpunkt 
um  eine  gewisse  Grösse  sich  senken,  welche  mit  a  bezeichnet 
werden  soll«  Offenbar  liefert  zu  jeder  von  diesen  drei  Grössen 
das  eine  von  den  beiden  Gewichten  Q  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag wie  das  andere.  Das  Binwegnehmen  des  einen  von  den  bei- 
den Gewichten  wird  daher  zur  Folge  haben,  dass  eine  jede  von 
den  drei  Grössen  H^  M^  a  auf  die  Hälfte  reducirt  wird. 

Wenn  die  Bichtungen  der  beiden  Kräfte  Q  in  die  entgegen- 
gesetzten übergingen,  d  h.  wenn  dieselben  vertical  aufwärts 
statt  vertical  abwärts  wirkten,  so  würden  die  Vorzeichen  jener 
drei  Grössen  ebenfalls  in  die  entgegengesetzten  übergehen;  ihre 
absoluten  Werthe  würden  jedoch  dieselben  bleiben,  und  die  obige 
Schlussfolgerung  würde  auch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit  be- 
halten. Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  in  Fig.  350  dargestellten  Falle 
—  zu  welchem  man  gelangt,  indem  man  von  den  beiden  abwärts 
wirkenden  Slräften  Q  die  linksseitige,  von  den  beiden  aufwärts 
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Fig.  350. 


wirkenden  die  rechtsseitige  hinweggenommen  nnd  die  beiden  Fälle 
alsdann  zu  einem  vereinigt  sich  denkt  —  eine  jede  von  den  drei 
Grössen  H^  i/,  a  gleich  Null  sein  muss- 

Da  in  dem 
Scheitelpunkte  C 
weder  ein  Bie- 
gungs  -  Moment, 
noch  eine  Ho- 
rizontalspannung 
vorhanden  ist,  so 
kann  es  nur  eine 
verticaleAbschee- 
rungskraft  sein, 
welche  daselbst 
von  der  einen 
Hälfte  des  Bogens  auf  die  andere  übertragen  wird.  Wäre  diese 
Verticalkraft  31  bekannt,  so  würde  man  —  indem  man  auf  die  in 
Fig.  351  angedeutete  Weise  den  Gleichgewichtszustand  der  rechts- 


Fig.  851. 


seitigen  Bogenhälfte 
sich  veranschaulicht 
—  sowohl  den  ver- 
ticalen  Gegendruck 
des  Unterstützung- 
Punktes  B^  als  auch 
das  an  dieser  Stelle 
riQ-^l  hervorgebrachte  Bie- 
gungs-Moment be- 
rechnen können,  und 
man  würde  fUr  diese 
Grössen  die  in  der 

Q(l—x)-m^M'  Fig'^r  angegebenen 
Werthe  erhalten. 
Durch  die  beiden  Kräfte  Q  wurde  bewirkt,  dass  die  Tan- 
gentenrichtung am  Scheitelpunkte  C  um  den  Winkel  co  sich  ge- 
dreht hat,  während  die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  B  un- 
verändert geblieben  ist.  Die  letztere  hat  daher  in  Bezug  auf  die 
erstere  eine  relative  Drehung  um  den  Winkel  w  ausgeführt, 
wobei  zugleich  der  Abstand  des  Punktes  B  von  der  (früher  hori- 
zontalen) Tangentenrichtung  des  Scheitelpunktes  sich  vermindert 
hat  um  eine  Grösse,  welche  bei  der  vorauszusetzenden  Kleinheit 
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des  Winkels  co  ohne  Bedenken  gleich  Iw  gesetzt  werden  darf.  In- 
dem man  diese  beiden  Aendemngen  als  Wirkungen  der  in  Fig.  351 
angegebenen  drei  Biegongsnrsachen  (bestehend  ans  dem  (Gewichte 
Q,  der  vertical  aufwärts  wirkenden  Kraft  F'  =  Q  —  ä  nnd  dem 
Er&ftepaare  vom  Momente  M''^Q(l  —  x)  —  21 /)  nach  der  Tabelle 
des  §  80  berechnet,  gelangt  man  zq  den  beiden  Gleichungen: 

(Q  —  ^n  Qa*         [Q(l  —  a:)—%t\l 


1)      w  = 


2)    /w  = 


2  £3; 


(Q-g)/* 


2£2; 


ZE% 


<^-('-f) 

2£SC 


EZ 


[Q(l  —  x)  —  ^l\l* 
2EZ  ' 


und  erhält  durch  Gleichsetzung  der  ans  diesen  beiden  Gleichungen 
fttr  den  Winkel  m  zu  entnehmenden  Werthe  eine  Gleichung,  welche 
für  8  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 

3)    8t  =  1"  {2 


3f  +  ^}. 


Für  die  in  Fig.  360  mit  V  nnd  M  bezeichneten  Grossen  ergeben 
«ich  hiemach  die  Werthe: 


4) 


2 


Wenn  man  nunmehr  die  in  Fig.  349  und  Fig.  360  darge- 
stellten beiden  Belastongszostände  gleichzeitig  stattfindend   sich 

denkt    nnd    zn- 

Fig.  852.  1  .  1.  Q        ^• 

gleich  -^  an  die 

Stelle  TonQ  setzt, 
so  gelangt  man 
zn  dem  in  Fig. 
352  dargestellten 
21^  Falle,  für  wel- 
chen die  Gegen- 
wirkungen der  Unterstützangspnnkte  zn  berechnen  sind  ans  den 
Gleichungen : 

6)     p  = K f 


Bitter,  iBgeBiear-Meehanik.   2.  Aafi. 


17 
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7)    aS, ±-^y         8)    85,  =  - 


2       '          -/     -2             2 
aß  4-  ju'  gß A/' 


2  '^^  -"^  2 

Wenn  man  hierin  für  die  Grössen  V'j  M'  die  obigen  Werthe  snb- 
stituirt  und  zugleich  fttr  die  Grössen  H^  F,  2W  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  die  folgenden 
Gleichungen: 

12)  SB.  =  |(2  +  3f-^), 

13)  SJ,  =  |-(2-3f +^), 

14)  3R.  =  -^(_l  +  4f +  6^-4|^-5^), 

15)  aR.=  -^(-l_4f  +  6^  +  4^— 5^). 

§  89. 
Wirkung  einer  continuirlicli  verUieiiten  Belastung. 

Wenn  man  in  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen flinf  Gleichungen  y  .  <£zr  an  die  Stelle  von  Q  setzt  und 
hierauf  die  Integration  ansftthrt  zwischen  den  Grenzen  0  nnd  ^, 
so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 

I5qlx  (         1   a^        \    x'\ 
^^    ^ 327^V^-T7^  +  T"fJ' 

Wenn  femer  mit  $',  SB/,  35/,  9K/,  ^  resp.  diejenigen  Werthe 
der  obigen  Grössen  bezeichnet  werden,  welche  dem  Werthe  4?=;i', 
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entsprechen,  und  mit  ^",  33,",  SB/',  3)1,",  SW,"  diejenigen,  welche 

Fig.  858.  <*«'"     ^«'^^^ 

— ai — 


a;  ==  iTj  ent- 
sprechen, so 
gelten  fttr  den 
in  Fig.  853  dar- 
gestellten Be- 
lastnngs  -  Zu- 
stand die  Glei- 
cbnngen: 


6)    $  =  $"-«>',       7)    Sß.  =  SB,"-a5,',       8)    9S,==3J/'-g5/, 

9)  aR.=3B/'-aR/,     10)  m,=m,"-m,', 

ans  welchen  man  z.  B.  fttr  den  speciellen  Fall,  in  welchem  :r,  »=  0 
nnd  x^  =  l  ist,  die  folgenden  Werthe  erhält: 


11)    © 


4/' 
14)     ÜK,  = 


12)    SB,  =  -i|y/, 


16 


15)    3B,  =  — 


13)    5ß,  =  ^y/, 


16 


Wäre  ausser  dieser  Belastung  ql  noch  eine  gleichfbrmig  Über 
die  ganze  Horizontalprojection  rertheilte  (permanente)  Belastung 
Ton  der  Grosse  2pl  vorhanden,  so  wttrden  die  ersteren  drei  Grössen 
zu  berechnen  sein  aus  den  Gleichungen: 

4/' 


16) 


$  =  ^ 


2/ 


13 


17)    ^^=pl  +  —  ql,        18)    5B,  =  p/-t-^y/, 

während  fttr  die  beiden  Momente  SD!,  und  S)^  die  Gleichungen  14) 
nnd  15)  ihre  Gültigkeit  behalten,  da  die  permanente  Belastung  zu 
den  Biegungsmomenten  an  den  beiden  Untersttttzungspnnkten  keinen 
Beitrag  liefert.   (Vergl.  §  87.) 

§  90. 
Ermittelung  der  Gegendrücke  auf  dem  Wege  der  ConstruetloD.*) 

Das  in  Fig.  364  mit  Wi,  bezeichnete  Biegungsmoment  im 
Scheitelpunkte  C  hat  —  nach  §  87,  Gleichung  6)  —  die  GrOsse 

SK,=  Y'*A  oder: 


*)  Vergl.  Winkler's  „Lehre  von  der  £lastidt&t  und  Festigkeit".  Prag  1868. 
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1)     ilß.  =  f  (-3  +  16^-18^  +  5-^), 

und  die  Terticale  Abscheernngskraft  an  dieser  Stelle  hat  —  nach 
^  88,  Gleichung  3)  oder  Gleichung  13)  —  die  Grösse: 


Fig.  8&«. 


3) 


|)  15 


ä„  =  ^3l=95„    oder: 

2)     «.  =  1(2-3^  +  ^). 

Das  Biegangs- 
moment  OJio  re- 
präseDÜrt       ein 

^  Kräftepaar,  wel- 
ches man  sich  auf 
die  in  Fig.  355  an- 
gedeutete Weise 
durch  die  zwei 
Horizontalkräfte 
,  von  der  —  nach 
§88,   Gleiqhung 

^j  11)  zu  berech- 
nenden —  Grösse 
^  dargestellt  den- 
ken kann.  Für 
den  zu  wählenden 
Hebelarm  dieses 
Eräftepaares  er- 
giebt  sich  als- 
dann nach  Figur 
856  der  Werth: 

_3  +  l0^.+.5-^ 


(-t)" 
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Die  zwei  im  Scheitelpunkte  C  angreifenden  Horizontalkräfte 
$  heben  einander  anf,  nnd  in  dem  Punkte  E  kann  man  nunmehr 
die  daselbst  angreifende  Horizontalkraft  ^  mit  der  Verticalkraft 
%  za  einer  Mittelkraft  zusammensetzen.  Die  Lage  des  Durch- 
schnittspunktes 0,  in  welchem  diese  Mittelkraft  R  die  Verticale 
des  Belastungspunktes  schneMet,  kann  man  alsdann  nach  Fig.  366 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

4)  0  =  2lo^  — $(c+€),  oder:  Q  =  %,a:  —  m^  —  ^e. 
Wenn  man  diese  .Gleichung  für  e  auflöst  und  nachher  für  die 
Grössen  9lo,  SD^,  C^  die  gefundenen  Werthe  substituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

%^x-m,  _f 
C)         ~  5  ' 

welche  zeigt,  dass  die  Höbe  des  Durchschnittspunktes  0  über  dem 
Scheitelpunkte  des  Bogens  ganz  unabhängig  ist  von  der  Lage  de& 
Belastnngspunktes. 

Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  auch  an  der  ünterstützungs- 
stelle  B  das  daselbst  wirkende  Eräftepaar  mit  den  beiden  Einzel- 

Fig.  357. 


5)     €==. 


kräften  zu  dner  Mittelkraft  zusammengesetzt,  so  erkennt  man, 
dass  die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  W  eben£alls  durch  den 
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Pankt  0  hindurchgehen  mnss.  Man  kann  sich  daher  den  Bogen 
auf  die  in  Fig.  367  dargestellte  Weise  von  den  drei  Kräften  Q, 
jf2,  W  im  Gleichgewicht  gehalten  denken,  und  aus  Gleich\ing  5) 
ergiebt  sich,  dass  der  geometrische  Ort  fUr  alle  Lagen,  welche 
der  Durchschnittspunkt  jener  drei  Kräfte  annehmen  kann,  eine 

horizontale  gerade  Linie  bildet,  welche  in  der  Höhe  «  =  4"  über 
dem  Scheitelpunkte  des  Bogens  liegt. 

Die  Winkel,  welche  die  beiden  Gegendrücke  -ß  und  W  mit 
der  Verticalen  einschliessen,  sind  nach  Fig.  357  zu  berechnen  aas 
den  Gleichungen: 


6) 


7)      tgT//  = 


25,        2lo 


Fig.  358. 


§  91. 
Umhullungslinie  der  Gegendrücke. 

Wenn  die  Lage  des  Belastungspunktes  eine  unendlich  kleine 
Aenderung  erleidet,  d.  h.  wenn  dessen  Abscisse  oo  um  die  Grösse 
dx  zunimmt,  so  wird  der  Abstand  c  um  die  Grösse  de  und  der 

Winkel  \p  um  die 
Grösse  dip  sich 
yergrössern,  in- 
sofern die  Rich- 
tungslinie der 
Kraft  R  dabei 
eine  andere  Lage 
annehmen  und 
statt  der  Kraft  R 
nunmehr  eine  an- 
dere Kraft  B!  die 
Mittelkraft  von 
den  an  der  Unterstützungsstelle  A  auf  den  Bogen  übertragenen 
Kräften  bilden  wird.  Für  die  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  </, 
in  welchem  die  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  R  und  R'  ein- 
ander schneiden,  ergeben  sich  aus  Fig.  358  die  beiden  Werthe: 

1)  Ä  =  {w  —  c)  tg  tp, 

2)  z  =  [w-{c-\^dc)]ig{xp  +  dxp). 

Indem  man  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleichsetzt,  erhält 
man  die  Gleichung: 
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3)     {w  —  c)teip  =  iw—c)tg{ip+d^)^dctg(ifj  +  dxlj), 
oder:     4)     0  =  (w  —  c)d{tgxlj)-'dcitgip  +  dtgip\ 

welcher  letzteren  man  —  nach  Weglassung  der  Grösse  de  rf(tg  ?//), 
als  einer  nnendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung  —  auch  die 
folgenden  Formen  geben  kann:  * 

^  rf(tg  tp) 

^  c  .  rfftg  xtf)-\-tgxtß.dc  ^  d{c  tg  xp) 
^     "'  rf(tgi/^)  rf(tgi//)    ' 

Nach  Substitution  des  fttr  w  —  c  gefundenen  Ausdruckes  erhält 
man  aus  Gleichung  1)  fttr  s  den  Werth: 

tgi//\rfc 

^  ^(tgi/^) 

Wenn  man  nunmehr  für  die  Grössen  c  und  tg  1//  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  nehmen  die  letzteren 
beiden  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 

d(^\ 

m   ,    (^y  "K^) _^dm,-m,d^ 


'(1) 


Hierin  sind  für  die  Grössen  ^,^o,%>  die  resp.  in  §  88  nnd  §  90 
gefundenen  Werthe  zu  snbstitniren;  man  erhält  dann  dieGIeichnngen: 


10) 


=  / 


123  +  20  J-+ 5^ 


11)     z== 


2/ 


34-f 


Wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  zu  entnehmenden  Werth: 
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in  Gleichnog  10)  sabstitnirti  so  nimmt  dieselbe  die  folgende  Form  an: 

5 


13)     u>^^ 


s  z 

5^  +  2^1 


-f 


Ans  dieser  Gleichnng  ergeben  sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

-^  =   0     0,2       0,4        0,5    0,6    fT  0,8        1 

y.  =  -L    0,34     0,369     0,4     0,453    0,76    oo. 

Die  obige  Gleichung  oder  die  nach  derselben  berechnete  Ta- 
belle kann  man  benutzen,  um  die  krumme  Linie  zu  construiren, 
welche  für  alle  möglichen  Lagen  des  Durchschnittspunktes  J  den 
geometrischen  Ort  bildet.    Da  der  Punkt  J  als  Durchschnittspunkt 

Fig.  85». 


zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  dieser  Gurve  zu  betrachten 
ist,  so  bildet  dieselbe  die  Umhüllungslinie  fttr  sämmtliche  Lagen, 
welche  die  Richtungslinie  der  Kraft  R  annehmen  kann.    Mit  Be- 
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Dutzang  dieser  Umhüllnnggcnrye  kann  man  nnnmehr  die  Gonstrnc- 
tion  der  yon  dem  Gewichte  Q  hervorgerufenen  Gegendrücke  auf 
ähnliche  Weise  vrie  in  Fig.  330  ausführen,  insofern  die  von  dem 
Punkte  0  aus  an  jene  Curve  gelegten  Tangenten  die  Sichtungs- 
linien jener  Gegendrücke  darstellen  (Fig.  369). 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  in  §  83  erklärte  Methode 
des  Au&uchenft  der  ungünstigsten  Belastungszustände  —  derjenigen 
Belastungszustände  nämlich,  bei  welchen  resp.  die  in  Fig.  334  mit 
Xj  Zf  %  bezeichneten  Spannungen  ihre  grössten  (positiven  oder  ne- 
gativen) Werthe  annehmen  —  auf  den  Bogen  mit  eingemauerten 
Enden  ebenfalls  angewendet  werden  kann.  Wenn  man  in  den  Fi- 
guren 836,  336,  338  die  Bichtungslinien  der  Gegendrücke  —  an- 
statt dieselben,  wie  dort  geschehen,  durch  die  festen  Endpunkte 
des  Bogens  hindurchzulegen  —  tangential  zu  der  Umhüllungslinie 


legte,  so  würden  jene  Figuren  nunmehr  für  den  vorliegenden  Fall 
die  ungünstigsten  Belastungszustände  darstellen.  So  z.  B.  würde 
die  Construction  derjenigen  Belastungszustände,  bei  welchen  die 
in  Fig.  384  mit  Z  bezeichnete  Spannung  der  unteren  Gurtung 
resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  für  den  Bogen  mit  ein- 
gemauerten Enden  auf  die  in  Fig.  360  angedeutete  Weise  auszu- 
führen sein. 
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§  92. 
Berechnung  der  Temperatur-Spannungen. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  340  an  jedem  von  den  beiden  End- 
pnnkten  des  Bogens  ausser  der  Horizontalkraft  noch  ein  Kräfte- 
paar  angebracht,  und  auf  solche  Weise  bewirkt,  dass  nicht  nur 

die  nrsprflngliche 

^*^-  ^^'  Spannweite,  son- 

C  dem  auch  an  je- 

^^^^^        \        ^"^""v.  dem  Ende  die  ur- 

y^ ...  *  -^^  sprüngliche  Tan- 

X'  \^  ^K  genten  -  Richtung 

f''\A/^'  ^eNÄ^Jj^  der     elastischen 

^m^ / /      H~^^J  Linie  wieder  her- 

^  '         gestellt  wird,  so 

erkennt  man,  dass  jene  Figur  alsdann  für  den  Bogen  mit  einge- 
mauerten Enden  die  Wirkung  einer  Temperatur -Erhöhung  dar- 
stellen würde  (Fig.  361). 

Um  den  Horizontaldruck  H  und  das  Eraftmoment  3J2  zu  be- 
rechnen, hat  man  sich  die  eine  Hälfte  AC  in  eine  feste  Wand 
eingeschlossen  zu  denken,  und  auf  die  andere  Hälfte  BC  nunmehr 
die  Tabelle  des  §  SO  anzuwenden.  Indem  man  die  Horizontal- 
verschiebung des  Endpunktes  B  (wie  in  §  84,  Gleichung  7)  gleich 
dl  setzt,  und  den  für  u)  aus  jener  Tabelle  zu  entnehmenden  Werth 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 

^'    °         \bEZ  '^  EF         3£SE:' 

aas  denen  fUr  die  beiden  Grossen  H  und  SR  die  folgenden  Werthe 
sich  ergeben: 

^)     ^—  4iy»4-452;' 

4)  m  =  ^Hf^     ZOSfEFZ    ^ 
V    M        3  ^J        4ir/«  +  453; 

Die  im  Scbeitelqnerschnitte  berrorgebrachte  grOsste  Druck- 
spannung (pro  Fläcbeneinheit)  hat  die  GrOsse: 

5)  S==^  +  ^(Hf-m), 
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und  die  in  jedem  von  den  beiden  Endquerschnitten  hervorgebrachte 
Druckspannung  hat  die  Grösse: 

6)  s^^E^+^m. 

Nach  Substitution  des  oben  für  ^  gefundenen  Ausdruckes  er- 
hält man  fflr  diese  beiden  Maximalspannungen  die  Werthe: 


8)    S'-^f{^,  +  ^} 


Da  die  Grösse  cos  e  nur  wenig  kleiner  als  »Eins'',  dagegen 
der  Quotient  *^y  stets  beträchtlich  grösser  als  „Eins"  voraus- 
zusetzen ist,  so  wird  S'  immer  die  grössere  von  jenen  beiden 
Spannungen  sein. 

Nach  Substitution  des  in  Gleichung  3)  fttr  H  gefundenen 
Werthes  nehmen  die  obigen  beiden  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  an: 

.^.     e,^  lbdE(2fwF+dZQ0S€) 
Für   den   rechteckigen   Querschnitt   (von   der   Höhe  h)    ist 

JP  Li  L 

I  =  — jy-  und  w  =  —  zu  setzen;  also  wird  fllr  diesen  Fall: 

...      e__  lbdEh(2f+h) 

^  16/^  +  15A'     ' 

.  (,v     jj,  __  15  öEh  f4/4-  h  cos  e) 

^^^     ^ 16/^+15A* 

Wenn  man  hierin  wieder  (wie  hei  dem  in  §  84  berechneten  Zahlenbeispiele) 
^=  o7^»  ^=20  000,  -^=-~  setzt,  so  erh&lt  man  die  Werthe: 

aUÜÜ  j  4 

5—5,     S'  — 8,86 +  0,55,  cos  e, 
nnd  da  cos  s  annäherungsweise  gleich  „Eins*"  gesetzt  werden  darf,  so  ergiebt 
sich  hieraus  für  die  bei  einer  Temperatur -Erhöhung  von  41  Graden  (Celsius) 
eintretende  grösste  Druckspannung  der  Werth: 

5'  =  9,4  Eil.  pro  Quadratmillimeter. 

Derselbe  beträgt  nahezu  das  Vierfache  von  dem  in  §  84  gefundenen 
Werthe,  und  zeigt,  dass  die  Temperatur- Aenderungen  bei  dem  Bogen  mit  ein- 
gemauerten Enden  einen  noch  viel  nachtheiligeren  Einflnss  ausüben,  als  bei 
dem  Bogen  mit  Gelenkpunkten  an  den  Enden  (vergl.  §  84). 
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Fig.  362. 


/ 


\ 


4\ 


4 


§  93. 
Spannungen  in  Röhren. 

Wenn  die  Länge  der  Röhre  als  Längeneinheit  gewählt  wird^ 
so  repräsentirt  in  der  Qaerschnittsfigar  jede  Längeneinheit  der 

inneren  oder  äusseren  Quersehnitts- 
peripherie  eine  Flächeneinheit  resp* 
der  inneren  oder  äusseren  Wandober- 
fläche (Fig.  362).  Man  kann  daher  eine 
Röhre,  bei  welcher  auf  jede  Fläch  en- 
einheit  der  inneren  Wandfläche  der 
Druck  /?,  und  auf  jede  Flächenein- 
heit der  äusseren  Wandfläche  der  Druck 
/?2  wirkt,  auch  als  einen  Kreisring  be- 
trachten, bei  welchem  auf  jede  Län- 
geneinheit der  inneren  Peripherie  der 
Druck;?,  und  auf  jede  Längeneinheit 
der  äusseren  Peripherie  der  Druck  /^^  wirkt. 

Durch   diese   Drücke   werden   in   den   einzelnen   (unendlich 
schmalen)  concentrischen  ringförmigen  Fasern,  aus  welchen  man 

sich  den  ganzen  Ring  zusam- 
Flg.  Stö.  mengesetzt  denken  kann,  Zug- 

oder Druck  -  Spannungen  her- 
vorgebracht, welche  an  allen 
Stellen  einer  und  derselben 
Ringfaser  gleiche  Grösse  haben. 
Ausserdem  wird  auf  eine  solche 
Ringfaser  an  jeder  Stelle  so- 
wohl von  der  inneren  als  von 
der  äusseren  Seite  her  ein  ra- 
dial gerichteter  Druck  über- 
tragen, und  wenn  mit  /?  die 
Grösse  des  Druckes  pro  Län- 
geneinheit (oder  pro  Flächen-* 
einheit)  bezeichnet  wird  im  Ab- 
stände q  vom  Mittelpunkte,  so 
/  /  wird  mit  p  +  dp  der  Druck  im 

"*  Abstände  q-^Jq  zu  bezeichnen 

sein.    Hiemach  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  368  dargestellte 
Weise  den  Gleichgewichtszustand  des  dem  Centriwinkel  dq>  ent- 
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sprechenden  unendlich  kleinen  Bogenstückes  einer  solchen  Sing- 
faser  Yeranschaalichen,  nnd  indem  man  die  algebraische  Summe 
der  in  radialer  Richtung  wirkenden  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Gleichung: 

1)  0  =  2sdQsm(^^^  +  {p+dp)(Q+dQ)d(p—pQdcp. 

Hierin  kann  -^  statt  sinf-—)  gesetzt  werden,  und  nach  Weg- 

iassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  dq)  kann  man  dieser  Glei- 
chung, indem  man  das  Glied  dp  dg  als  unendlich  kleine  Grösse 
zweiter  Ordnung  unterdrückt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

2)  0  =  sdQ  +  pdQ  +  Qdp. 

Das  gleichzeitige  Vorhandensein  der  Spannungen  s  und  p  be- 
dingt eine  peripherische  Ausdehnung  der  Bingfaser  und  zugleich 
eine  radiale  Zusammendrttckung  derselben.  Die  in  Folge  dessen 
eintretende  Form-  und  Lagen-Veränderung  des  oben  betrachteten 
unendlich  kleinen  Bogenstückes  derselben  kann  man  sich  auf  die 

in  Fig.  364  angedeutete  Weise  veran- 
schaulichen. Für  das  peripherische  Ver- 
längerungs-Verhältniss  desselben  ergiebt 
sich  aus  dem  Elasticitätsgesetze  die  Glei- 
^We    chung: 

Qx      (Q  +  €)  dq>  —  Qd(p  s         - 

Q         ^ 
und  für  das  radiale  Verkttrzungs-Ver- 
hältniss  erhält  man  (ebenfalls  nach  dem 
Elasticitätsgesetze)  die  Gleichung: 

dQ  —  {(dQ  +  €-]rd€)  —  €}        p 

oder: 
6)    — _--g-. 

Für  diesen  letzteren  Differenzialquotienten  findet  man  aus  Glei- 
chung 4),  indem  man^  dieselbe  differenziirt,  den  Ausdruck: 


„s     de         1   /    rfs    ,     \ 
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Durch  Gleichsetzung  der  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  für 
den  Differenzialquotienten  -j-  gefundenen  Ausdrücke  erhält  man 
eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

8)  s  +  p^-,^. 

Für  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Grösse  ergiebt  sich  aus 
Gleichung  2)  der  Werth: 

9)  s+p ^-|-, 

und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  die  Grösse  s+p  gefun- 
denen Werthe  führt  zu  der  Gleichung: 

Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  S)  nach  q  differenziirt  und 

ds  dp 

in  derselben  nachher  -^  statt  -j-  setzt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen: 

...      ds    .    dp  dh        ds 

d^s  ^  ds 

'^^  ^w — 'V 

ds 
Für  den  Diflferenzialquotienten  -t-j  welcher  abkürzungsweise 

mit  s  bezeichnet  werden  soll,  ergiebt  sich  aus  Gleichung  8)  der 
Werth:  ,  /     ,     \ 

und  nach  Einfuhrung  dieser  Bezeichnungsweise  kann  man  der 
Gleichung  12)  auch  die  folgende  Form  geben: 

14)     il 3-^^-. 

Z  Q 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  z^  und  z^  auf  der  rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  r,  und  q  —  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

e 


'-={^,    oder:    zq*  =  5,r\ 


17)      ^ 
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ds 
Wenn  man  nunmehr  für  die  Grösse  s  wieder  ihren  Werth  -j- 

dQ 

einsetzt,  so  kann  man  der  letzteren  Gleichung  auch  die  folgende 
Form  geben: 

18)    ds  =  s,r\^' 

Dnrch  nochmalige  Ausftthrung  der  Integration  erhält  man  alsdann 
die  Gleichungen: 

e 


19)    jds  =  z,r\J^. 

20,   ,_.,__£Ä(^_^). 


Nach  Substitution  des  aus  dieser  letzteren  Gleichung  für  s  zu 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  2)  auch  die  Form 
geben: 

und  gelangt  durch  Integration  derselben  zu  den  nachfolgenden 
Gleichungen: 

23)     (,.+^)(r._..)  +  -^(-i— l)-;,.r.-;,.r.. 

Wenn  man  endlich  in  dieser  letzteren  Gleichung  für  die 
Grösse  z^  den  aus  Gleichung  13)  zu  entnehmenden  Ausdruck: 


,„  =.— (i±a) 


substitoirt  und  dieselbe  nachher  fUr  s^  anflOst,  so  erhält  man  die 
Gleichungen: 


25) 


_   p,  {r\  +  r?)  -  2p,r; 
'1  —  „1 «1 


26)      .  ..       ,. 


Nachdem  auf  solche  Weise  der  Werth  der  constanten  Grösse 
«1  bestimmt  worden  ist,  kann  man  nunmehr  die  Gleichung  20) 
benutzen,  um  die  reränderliche  Grösse  s  als  Function  des  Halb* 
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messers  q  darzustellen.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  darin  zunächst 
für  Ä,  den  in  Gleichung  24)  angegebenen  Werth  und  nachher  fttr 
Si  den  in  Gleichung  26)  gefundenen  Ausdruck  zu  substituiren.  Man 
erhält  dann  ftlr  s  die  Gleichungen: 


27)    ,=i.Jl±^ljLMlzii^,    ,der: 


2e 

28)    s 


welche  letztere  nach  Substitution  der  Werthe  s=^s^  und  q  =r^ 
die  folgende  Form  annimmt: 

29)    .,^^^>-?7/-^(-,^+^?). 


§  94. 
Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke. 

Um  bei  gegebenem  inneren  Halbmesser  des  Rohres  die  er- 
forderliche Wandstärke: 

1)     A  =  r^  —  r, 
fttr  dasselbe  zu  berechnen,  hat  man  die  stärkste  in  dem  Rohre 
vorkommende  Spannung  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung 
'S  zu  setzen. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen  Para- 
graphen zunächst  die  Werthe  Pt=p  und  p,  =  0  substituirt,  so 
nehmen  dieselben  die  Formen  an: 


2)  *.=K^)'    '^ 


_     2prf 


r] 


Fttr  das  YerhältniBs  dieser  beiden  Spannungen  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 

^  *,  .  2rJ 
Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  bei  innerem  Drucke 
stets  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  stattfindet. 
Fttr  diesen  Fall  hat  man  demnach  s^  =  S  zu  setzen,  und  wenn 
man  ausserdem  fttr  r^  den  aus  Gleichung  1)  zu  entnehmenden 
Werth  substituirt,  so  nimmt  die  Gleichung  2)  die  folgende  Form  an: 
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Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  fttr  das  Verhältniss  — 
denWerth:  ^' 

^       Tj  'S  —  p 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

-|-  — 0,1         0,2       0,3       0,4       0,5       0,6    0,7     0,8    0,9      1 

—  =  0,1055   0,225   0,363   0,528   0,732    1        1,38   2       3,36   oo 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  die  Werthe  /?i  =  0  und  Pj  —  /> 
substitnirt,  so  nehmen  die  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen 
Paragraphen  die  Formen  an: 


7)    s,= 


___2prl_ 


s)  '.-.m^. 


and  man  erhält  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen  den 
Werth: 

^^     '.       r\  +  r] 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  bei  äusserem  Drucke 
ebenfalls  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  statt- 
findet, und  zwar  ist  dieselbe  in  diesem  Falle  eine  Druckspannung. 
Wenn  man  demgemäss  *,  ==  —  S  und  ausserdem  wieder  r^  +  A 
statt  r^  setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  7)  fftr  das  Verhältniss 

— den  Werth: 


10) 


r,        ^    S—2p        *• 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  in  nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

^=   0,1        0,2        0,3        0,4        0,5 

—  =   0,118    0,291     0,581     1,236    oo 

Wenn  man  endlich  /i,  =  ;?j  =«  p  setzt,  so  nehmen  die  Glei- 
chungen 26)  und  29)  des  vorigen  Paragraphen  die  Formen  an: 

11)    s,=s^  =  —  p. 

S  i 1 1 •  r ,  lagtnienr-MMluuük.  2.  Avil.  1 8 
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Bei  gleicher  Grösse  des  inneren  und  äusseren  Druckes  ent- 
steht also  in  der  Bohrwand  eine  überall  gleichförmig  vertheilte 
Druckspannung  von  eben  derselben  Grösse. 

Dass  unter  gewissen  Umständen  die  stärkste  Spannung  auch 
an  der  äusseren  Peripherie  entstehen  kann,  erkennt  man  aus  Glei- 
chung 26)  des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  beispiels- 
weise 5,  gleich  Null  setzt;  man  erhält  dann  die  Bedingungsgleichung: 

12)     ^=-^^, 
Pt        rl  +  r* 

nnd  ans  Gleichung  29)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  fttr 

«2  der  zugehörige  Werth: 

Auf  analoge  Weise  findet  man,  dass  s^  gleich  Null  wird,  wenn 
die  Bedingungsgleichung: 

erfüllt  ist,  und  dass  ftlr  diesen  Fall  die  Spannung  ^i  den  Werth 
annimmt: 

Bei  der  Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke  A  wird 
man  jedoch  auf  solche  Fälle  keine  Bücksicht  zu  nehmen  haben  — 
aus  dem  Grunde  nämlich:  weil  stets  einer  von  den  beiden  Fällen 
des  einseitigen  Druckes  —  also  entweder  der  Fall,  in  welchem 
nur  der  innere  Druck,  oder  der  Fall,  in  welchem  nur  der  äussere 
Druck  vorhanden  ist  —  als  der  ungünstigere  Fall  eine  grössere 
Wandstärke  erfordern  wird  als  der  Fall  des  gleichzeitigen  Vor- 
handenseins beider  Drücke.  Man  wird  daher  in  solchen  Fällen,  wo 
die  Drücke /?!  und  p,  beide  von  Null  verschieden  sind,  die  erforder- 
liche Wandstärke  A  in  der  Weise  zu  berechnen  haben,  dass  man 
das  eine  Mal  nur  den  Druck  /7j,  das  andere  Mal  nur  den  Druck 
p^  als  vorhanden  betrachtet,  und  von  den  beiden  auf  solche  Weise 
fttr  A  gefundenen  Werthen  nachher  den  grösseren  auswählt 

§  95. 
Röhren  mit  Verstärkungsrlngen. 

Aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  fttr 
p  =z  S  der  Werth  A  =  oo.  Man  erkennt  hieraus,  dass  bei  allei- 
nigem Vorhandensein  eines  inneren  Druckes,  welcher  die  practisch 
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zulässige  Spannung  S  übersteigt,  es  tlberhanpt  nicht  mehr  mög- 
lich sein  würde,  eine  genügende  Wandstärke  herznstellen.  Denn 
bei  jeder,  wenn  anch  noch  so  grossen  Wandstärke  würde  an  der 
inneren  Peripherie  in  diesem  Falle  eine  Zugspannung  s^  entstehen, 
welche  die  practisch  zulässige  Spannung  überschreitet. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  in  solchem  Falle  der  Herstellung 
eines  Kohres  von  genügender  Stärke  sich  entgegenstellen,  kann 
man  dadurch  überwinden,  dass  man  auf  irgend  eine  Weise  einen 
Druck  auf  die  äussere  Wandfläche  künstlich  hinzufügt  und  hier- 
durch bewirkt,  dass  die  Zugspannung  an  der  inneren  Peripherie 
wieder  bis  auf  die  practisch  zulässige  Spannung  vermindert  wird. 

Um  die  erforderliche  Grösse  dieses  hinzuzufügenden  äusseren 
Druckes  p^  zu  berechnen,  hat  man  in  Gleichung  26)  des  §  9$ 
den  Werth  *,  «=  S  zu  substituiren;  man  erhält  dann  durch  Auf- 
lösung jener  Gleichung  für  p^  den  Werth : 

Wenn  z.  B.  p,  —  1,2 .  S  und  rj  =  2;\  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Gleichung  für  p^  der  Werth: 

2)  /».-l«. 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  der  inneren  Peripherie 
eine  Spannung  entstehen  von  der  Grösse: 

3)  V  =  2& 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  äusseren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  7)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  derselben  Stelle  eine 
Spannung  entstehen  von  der  Grösse: 

4)  */'  =  -& 

Bei  gleichzeitigem  Vorhandensein  beider  Drücke  entsteht  also  an 
der  inneren  Peripherie  'eine  Spannung  von  der  Grösse: 

5)  ^,  =  V  +  V'  =  -t-S. 

An  der  äusseren  Peripherie  wird  von  dem  inneren  Drucke 
-r-  nach  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 

6)  j/=  0,8.5 

hervorgebracht,  und  von  dem  äusseren  Drucke  —  nach  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 

18* 
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Bei  gleichzeitigem  Vorhandensein  beider  Drücke  entsteht  also  an 
der  äusseren  Peripherie  eine  Spannnng  von  der  Grösse : 

8)  *,  =  V  +  V  =  0,175.S. 

Für  ein  zweites  Rohr,  dessen  innerer  Halbmesser  gleich  r,  ist, 

würde  bei  dem  inneren  Drucke  /?2  ="o"  'S  —  nach  Gleichung  6) 

des  vorigen  Paragraphen  —  eine  Wandstärke  erforderiich  sein 
von  der  Grösse: 

9)  r^^r^  =  0,483  .  r^. 

Denkt  man  sich  das  zweite  Rohr  über  das  erste  geschoben, 
während  beide  Röhren  in  den  oben  beschriebenen  Spannungs- 

zuständen  sich  befinden,  so  er- 
Fig.  86&.  kennt  man,  dass  die  beiden  Röhren 

alsdann  den  Druck  p^  an  der  Be- 
rührungsfläche auf  einander  ge- 
genseitig übertragen  werden  (Fig. 
865).  Die  Beiträge,  welche  zu  den 
^^  in  diesem  Doppelrohre  hervorge- 

^  brachten  Spannungen  der  innere 

Druck  /?!  =  1,2 .  S  liefert,  kann 
man  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
\  ,  einem  einfachen  Rohre  nach  Glei- 

chung 28)  des  §  93   berechnen, 
indem  man  darin  r,  statt  r,  und 
P2  =  0  setzt.    Für  den  Beitrag, 
welchen  zu  der  im  Abstände  g=^r^  =  2r^  hervorgebrachten  Span- 
nung der  innere  Druck  allein  liefert,  ergiebt  sich  aus  jener  Glei- 
chung der  Werth: 

10)  a  =  0,4924  .  6\ 

Das  Aufhören  des  inneren  Druckes  würde  zur  Folge  haben,  dass 
die  Spannung  in  diesem  Abstände  um  eben  dieselbe  Grösse  sich 
vermindert.  Ohne  das  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde 
also  an  der  äusseren  Peripherie  des  inneren  Rohres  eine  Span- 
nung übrig  bleiben  von  der  Grösse: 

11)  *,  — (7  =  —  0,3174.5, 

und  an  der  inneren  Peripherie  des  äusseren  Rohres  eine  Span- 
nung von  der  Grösse: 


Digitized  by 


Google 


Bohren  mit  VentärkuiigBriiigen.  27  7 

12)  S-a  =  0,5076.  5. 
Bei  diesen  Spannangszaständeiii  welche  die  beiden  mitein- 
ander verbundenen  Röhren  lediglich  durch  ihre  Elasticitätskräfte 
in  einander  gegenseitig  erzengen,  befindet  sich  das  innere  Rohr  im 
znsanunengedrtlckten  Znstande,  und  das  YerkfLrznngsyerhältniss 
seines  äusseren  Halbmessers  hat  nach  dem  Elasticitätsgesetze  die 
Grösse: 

..^       d        0,3174.  g 

^^)   17 E 

Das  äussere  Rohr  dagegen  befindet  sich  im  ausgedehnten  Zustande, 

und  das  Verlängerungsrerhältniss  seines  inneren  Halbmessers  hat 

die  Orösse: 

,  ,^      l        0,5076  .  S 

^^>    77" E 

Wenn  also  die  beiden  Röhren  von  einander  getrennt  würden^ 

und  ein  jedes  in  seinen  natürlichen  (spannungslosen)  Zustand  über- 

gingCy  so  würde  der  äussere  Halbmesser  des  inneren  Rohres  die 

Grösse  annehmen: 

0,3174.  g\ 


15)   Ä-r.^ 


1  + 


E        J' 

und  der  innere  Halbmesser  des  äusseren  Rohres  würde  die  Grösse 
annehmen: 


,e,  «_,,(,  _i.5^). 


Ffir  die  Differenz  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich  hieraas 
der  Werth: 

17)  E-m  =  r,.M^. 

Wenn  beide  Röhren  aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  S  =»  6  und 
£a=s  20000  zu  setzen;  es  wird  also  in  diesem  Falle: 

18)  ^~^  H^  0,0002475. 

Um  das  äussere  Rohr  in  spannungslosem  Zustande  über  das 
innere  Rohr  schieben  zu  können,  müsste  man  das  erstere  zuvor 
durch  Erwärmung  so  weit  ausdehnen,  bis  der  Halbmesser  des- 
selben um  247,5  Milliontel  seiner  Länge  sich  rergrössert  Da 
Schmiedeisen  bei  einer  Temperatur-Erhöhung  von  1  Grad  (Celsius) 
um  12y2  Milliontel  sich  ausdehnt,  so  würde  hierzu  eine  Temperatur- 
Erhöhung  Ton  20,3  Graden  erforderlich  sein. 
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Die  letzteren  Zahlenwerthe  dürfen  jedoch  nur  als  Ann&hemngswerthe  be- 
trachtet werden,  weil  bei  obiger  Untersuchung  keine  Rücksicht  darauf  genom- 
men wurde,  dass  in  Wirklichkeit  die  Verlängerung  einer  in  ihrer  Längenrichtozig 
gezogenen  Stange  (oder  Ringfaser),  welche  gleichzeitig  einem  rechtwinkelig  zur 
Längenrichtung  wirkenden  Drucke  ausgesetzt  ist,  stets  grösser  ist  als  diejenige 
Verlängerung,  welche  dem  alleinigen  Vorhandensein  der  Zugspannung  entspre- 
chen würde  —  und  dass  überhaupt  die  Längenänderung  einer  Stange  nicht 
nur  durch  die  in  der  Längenrichtung  stattfindenden  Spannungen,  sondern  auch 
durch  die  rechtwinkelig  zu  de^  Längenrichtung  Yorhandenen  Spannungen  be- 
«inflnsst  wird. 
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SECHSTER  ABSCHNITT. 

Theorie  des  Erddruckes  und  Berechnung  der 
Futtermauern. 


§  96. 
NatGrilcher  BSschungswInkel. 

Eine  ans  lose  auf  einander  liegenden  Körnern  bestehende 
Erd-  oder  Sandmasse  kann  —  im  Gegensatze  zu  den  sogenannten 
festen  Körpern  —  betrachtet  werden  als  ein  Körper^  welchem  so- 
wohl die  Widerstände  gegen  Zugkräfte  als  durch  die  Widerstände 
gegea  Abscheerungskräfte  gänzlich  fehlen;  oder  als  ein  Körper, 
bei  welchem  die  einer  Formänderung  entgegen  wirkenden  inneren 
Kräfte  lediglich  in  Normaldrücken  und  den  zugehörigen  Beibungs- 
widerständen  bestehen. 

Durch  Beimischung  eines  Bindemittels  kann  in  der  Erdmasse  eine  Art 
von  Goh&sion  erzeugt  werden,  welche  bewirkt,  dass  ihr  Verhalten  äusseren 

Kräften   gegenüber   dem   der   festen 

Fig.  866.  Körper  mehr   oder  weniger   ähnlich 

/  wird.    Auf  diese  in  den  meisten  FäUen 

^/„^     wirklich    vorhandene    Cohäsion    soll 

einstweilen  keine  Bücksicht  genommen 

werden. 


/ 


Az, 


Der     Gleichgewichtszustand 
einer    auf  horizonfaler  Boden- 
fläche lagernden  Erd-  oder  Sand- 
".;...•  V  *.        Masse  wttrde  nicht  gestört,  wer- 
/>.'•;: •'.;;. ; . .-  , -         den,  wenn  irgend  ein  Theil  der- 


selben in  einen  starren  Körper 
..  :^       x^Ä^  i^..:^^^^  ■  ^  ^  verwandelt  würde.    Denkt  man 

sich  auf  die  in  Fig.  366  angedeutete  Weise  eine  unter  dem  Winkel  a 
ansteigende  Ebene  durch  die  Erdmasse  hindurchgelegt,  so  erkennt 
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man,  dass  der  oberhalb  dieser  Ebene  befindliche  Theil  derselben 
wie  ein  auf  schiefer  Ebene  ruhender  starrer  Körper,  nur  durch 
die  Reibungswiderstände  verhindert  wird,  auf  dieser  schiefen  Ebene 
hinabzugleiten.  Ein  solches  Hinabgleiten  würde  wirklich  statt- 
finden, wenn  der  Neigungswinkel  a  grösser  wäre  als  der  Beibungs- 
Winkel  q^.  Wenn  also  die  freie  Oberfläche  der  Erdmasse  an  irgend 
einer  Stelle  mit  der  Horizontalen  einen  Winkel  bildete,  welcher 
grösser  ist  als  der  Reibungswinkel  <^,  so  würde  kein  Gleichgewicht 
möglich  sein;  denn  in  solchem  Falle  würde  es  stets  möglich  sein, 
jene  Ebene  so  zu  legen,  dass  ein  Gleiten  des  oberhalb  derselben 

befindlichen  Theiles  der  Erdmasse  wirk- 
^^'       '  lieh  eintreten  müsste.     Hieraus  folgt, 

dass  der  sogenannte  „natürliche  Bö- 
schungswinkel" oder  derjenige  Grenz- 
winkel, bis  zu  welchem  der  Neigungs- 
winkel der  freien  Oberfläche  höchstens 
vergrössert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Gleiten  eintritt,  stets  gleich  dem 
Reibungswinkel  ist  (Fig.  367).  Wenn 
man  diesen  natürlichen  Böschungs- 
winkel auf  experimentellem  Wege  ermittelt  hat,  so  kann  man  den 
Reibungscoefficienten  nachher  berechnen  aus  der  Gleichung: 
1)  /=tg?>. 
Aus  den  zu  solchem  Zwecke  ausgeführten  Versuchen  haben 
sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe 
ergeben. 


Material.  . 

Gewicht  eines  Cuhikmeters. 

Natürlicher 
Böschungs- 
winkel. 

Reibungs- 
Coefficient 

Grobes  GeröUe  .  . 

1300  KU.  bis  1700  Kil. 

30°  bis  48« 

0,58  bis  l,tl 

Feiner  Sand ., .  .  . 

1400    „      „    2300    , 

23°    „    40« 

0,42  ^    0,84 

Erde 

1200     „      „     2800    , 

n«  ■  n    55« 

0,31  „     1,43 

Blei-Schrot  .... 

6750  Kil. 

23«    ,    27« 

0,42  „    0,51 

Roggen 

750    , 

25«    ,    30« 

0,47  „    0,58 

Hirse 

650     „ 

23«    „    25« 

0,42  „    0,47 

Wasser 

1000     „ 

0« 

0 
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§  97. 
Activer  und  passiver  Erddruclc 

Denkt  man  sich  bei  einer  auf  horizontaler  Bodenfläche  lagern- 
den nnd  an  eine  rerticale  Wand  sich  anlehnenden  Erd-  oder 
Sandmasse  die  Dimensionen  jedes  einzelnen  Sandkornes  auf  das 
Hundertfache  oder  Tausendfache  rergrössert,  so  erkennt  man  leicht, 
dass  der  Druck,  welchen  ein  solcher  Haufen  von  mehr  oder  we- 
niger unregelmässig  geformten  Steinblöcken  gegen  die  verticale 
Wand  ausübt,  sowohl  von  den  Formen  der  einzelnen  Blöcke,  als 
auch  Yon  der  Art  ihrer  Anordnung  abhängen  wird.  Bei  entspre- 
chender Auswahl  und'  Anordnung  der  einzelnen  Blöcke  würde  es 
in  manchen  Fällen  möglich  sein,  aus  denselben  ein  Gebäude  in 
solcher  Weise  aufzubauen,  dass  dasselbe  ohne  Mörtelyerband  und 
ohne  an  die  Wand  sich  anzulehnen  auf  der  horizontalen  Boden- 
fläche im  Gleichgewichte  sich  halten  könnte. 

Hieraus  folgt,  dass  zu  der  Bestimmung  des  wirklichen 
Druckes,  welchen  die  Erdmasse  gegen  die  verticale  Wand  ausübt, 
eine  microscopische  Ausmessung  der  Form  jedes  einzelnen  Sand- 
kornes, sowie  eine  genaue  Eenntniss  von  der  Art  und  Weise,  wie 
ein  jedes  in  seine  Lage  gelangte,  erforderlich  sein  würdei  Aber 
selbst  dann,  wenn  diese  Vorbedingung  erfüllt  wäre,  und  wenn  es 
gelingen  sollte,  die  von  den  unregelmässigen  Formen  der  einzelnen 
Sandkörner  herrührenden  Bechnungsschwierigkeiten  zu  überwin- 
den, so  würde  doch  dem  Resultate  kein  practischer  Werth  beizu- 
legen sein,  insofern  dasselbe  immer  nur  für  den  vorausgesetzten 
speciellen  Fall  Gültigkeit  beanspruchen  könnte. 

Um  zu  practisch  brauchbaren  Resultaten  zu  gelangen,  wird 
man  vielmehr  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  geschehen  — 
die  Erdmasse  als  einen  continuirlichen,  nur  durch  das  Vorhanden- 
sein der  Reibungswiderstände  von  einer  Flüssigkeit  sich  unter- 
scheidenden, Körper  zu  behandeln  haben,  und  sich  damit  be- 
gnügen müssen,  auf  Grundlage  von  Erfahrungsresultaten  gewisse 
Grenzwerthe  zu  ermittehi,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden 
darf,  dass  die  Grösse  des  wirklichen  Druckes  zwischen  denselben 
liegen  muss. 

Denkt  man  sich  die  feste  verticale  Wand  ersetzt  durch  eine 
bewegliche  (gewichtlos  und  vollkommen  glatt  vorausgesetzte)  ebene 
Platte,  welche  durch  eine  Horizontalkraft  K  gegen  die  Erdmasse 
gedrückt  dieselbe  im  Gleichgewichte  hält,  so  erkennt  kan,  dass 
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die  Bestimmung  des  Erddruckes  hierdurch  auf  die  Bestimmung 
der  Kraft  K  znrttckgeftihrt  wird,  insofern  diese  Kraft  stets  dem 

wirklichen  Drucke  der  Erdmasse 
*  gegen  die  Platte  gleich  und  ent- 

gegengesetzt sein  wird  (Fig.  368). 
Der  untere  Grenz werth,  bis  zu 
welchem  hinab  die  Grösse  der  Kraft 
K^  I  *  ;.'•  •  ;  ..  '.    ^höchstens  abnehmen  dürfte,  wenn 

die  Platte  nicht  durch  den  Erd- 
druck zurückgedrängt  werden  soll, 
^>y  entspricht  dem  Falle  des  sogenann- 

ten activen  Erddruckes,  oder  dem 
Falle,  bei  welchem  die  Erdmasse  im  Begriffe  steht  yorznrücken 
und  die  Platte  vor  sich  her  zu  schieben  —  also  gewissermassen 
actir  aufzutreten. 

Der  obere  Grenz werth,  bis  zu  welchem  hinauf  die  Grösse 
der  Kraft  K  höchstens  zunehmen  dürfte,  wenn  nicht  eine  Bewe- 
gung der  Platte  im  Sinne  der  Kraft  K  eintreten  soll ,  entspricht 
dem  Falle  des  sogenannten  passiven  Erddruckes,  bei  welchem 
die  Erdmasse  auf  dem  Punkte  steht,  ¥on  der  Platte  zurückge- 
gedrängt  zu  werden  —  also  gewissermassen  passiv  sich  verhält 

§  98. 
Aotiver  Druck  einer  Erdmasee  mit  liorizontaler  Oberfläche. 

Eine  Horizontalkraft  ÜT,  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  vom 
Neigungswinkel  6  einen  Körper  vom  Gewichte  Q  am  Hinabgleiten 
p.    g^^  verhindern  soll,  muss  mindestens 

die  GrOsse  haben: 

1)  A:=Qtg(Ö-(p).*) 
Der  Gleichgewichtszustand  der 
in  Fig.  369  dargestellten  Erd- 
masse würde  keine  Störung  er- 
leiden, wenn  sowohl  der  prisma- 
tische Theil  A  B  C^  als  auch  der 
ganze  Rest  der  Erdmasse,  jeder 
in  einen  starren  Körper  verwandelt  würde.  Da  die  gegen  die 
Platte  wirkende  Horizontalkraft  K  gross  genug  sein  soll,  um  jede 
Bewegung  der  Erdmasse  überhaupt  zu  verhindern,  so   muss 

*)  Vergl.  »Technische  Mechanik**.  (Fünfte  Aufl.)  §  68. 
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dieselbe  jedenfalls  anch  gross  genug  sein,  um  das  Hinabgleiten  des 
Prismas  ABCVSuxg^  der  Gleitfläche  AC  zu  yerhindem.  Wenn  die 
Länge  des  Prismas  (oder  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  stehende 
Dimension  der  Erdmasse)  als  Längeneinheit  gewählt^  und  das  Ge- 
wicht der  Erdmasse  pro  Cabikeinheit  mit  /  bezeichnet  wird,  so 
ist  nach  Fig.  369. 

"  «--^ 

za  seteen,  and  man  erhält  ftlr  die  Grösse,  welche  die  Kraft  K 
mindestens  haben  moss,  die  Gleichung: 

,x    jr_  yh^    ts(d-<p) 

In  dieser  Gleichung  hat  man  fttr  6  denjenigen  W^rth  einza- 
«etzen,  fttr  welchen  K  ein  Maximum  wird;  denn  die  wirklich  vor- 
handene Elraft  K  soll  unter  allen  Umständen  das  Hinabgleiten  des 
Prisma  ABC  yerhindem  —  welche  Grösse  auch  immer  fttr  den 
Winkel  6  gewählt  werden  möge.  Indem  man  den  Differenzial- 
quotienten  von  K^  nach  6  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man 
hl  den  Winkel  6  die  Bedingungsgleichung: 

4)  0= tgg         ^tg(e-y) 

^        cos(e— <r)*       cose* 

welcher  man  nach  Multiplication  derselben  mit  dem  Producte  der 
beiden  Nenner  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

5)  sin  ö  cos  ö  —  sin  (ö  —  qp)  cos  (ö  —  tp),    oder: 

6)  sin  26  — sin  (2Ö  — 29). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  der  beiden  Winkel 
20  und  20  —  29  gleich  ISO«  sein  muss;  folglich  hat  der  Winkel  6 
die  Grösse: 

7)  e«45^+-|.. 

Das  durch  diesen  Werth  des  Winkels  6  bestimmte  Erdprisma 
ABC  wird  das  „Prisma  des  grössten  Druckes''  genannt  Wenn 
man  diesen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  erhält  man  für 
den  actiyen  Erddruck  die  Gleichung: 


8,    i=J^..,  (45- -!-)•. 


Wenn  man  k^^l  setzt  und  die  Länge  eines  Meters  als  Längen- 
einheit annimmt,  so  bedeutet  y  das  (Gewicht  der  Erdmasse  pro 
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Cnbikmeter  und  K  den  activen  Druck  derselben  gegen  eine  ver- 
ticale  Rechteckfläche  von  1°"  Höhe  und  l"*  Länge.  Aus  obiger 
Gleichung  ergeben  sich  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle  zu- 
sammengestellten Zahlenwerthe : 


Material. 

Y 

9 

K 

Sand  .  .  . 
Schrot  .  . 
Roggen.  . 
Wasser .  . 

1800  KU. 
6750   „ 
750   „ 
1000   „ 

30° 

25° 

30° 

0° 

300  KU. 
1370   „ 
125   , 
500    „ 

§  99. 
Passiver  Druck  einer  Erdmasse  mit  horizontaler  Oberfläche. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  369  dargestellten  Falle  das  Erdprisma 
ABC  auf  der  Gleitfläche  AC  nicht  bergan  geschoben  werden 
soll,  so  darf  die  Erafi;  K  höchstens  die  Grösse  erreichen : 

1)    K=Qig{ß  +  (p\*) 

und  man  erhält  nach  Substitution  des  im  vorigen  Paragraphen 
fttr  Q  angegebenen  Ausdruckes  für  den  oberen  Grenzwerth  von  K 
die  Gleichung: 

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  6  denjenigen  Werth  einzu- 
setzen, fttr  welchen  Ä"  ein  Minimum  wird;  denn  die  wirklich  vor- 
handene Elraft  K  soll  überhaupt  keine  solche  Bewegung  des  Erd- 
prismas ABC  hervorbringen  —  wie  auch  immer  der  Winkel  9 
gewählt  werden  möge.  Indem  man  wiederum  den  Differenzial- 
quotienten  von  K^  nach  6  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man 
die  den  Gleichungen  4),  5),  6)  des  vorigen  Paragraphen  analog 
gebildeten  Gleichungen: 

^         üo%{e+(pf        cosö* 

4)  sin  ö  cos  ö  =  sin  (ö  4-  (f)  cos  (ö  4-  y), 

5)  sin2Ö  =  sin(2Ö-f2()p), 


♦)  Vergl.  „Technische  Mechanik«.  (Fünfte  Aufl.)  §  68. 
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ans  welcher  letzteren  fUr  den  Winkel  6  der  Werth  sich  ergiebt: 
6)   d' 


.45°--^. 


Nach  Sabstitntion  desselben  erhält  man  ans  Gleichung  2)  fUr  den 
passiven  Erddmck  den  Werth: 

2 


7)     K: 


tg 


(«•+i)' 


Wenn  man  wiederum  ^  =>  1*^  setzt,  so  erhält  man  aas  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengesetzten  Zahlen- 
werthe: 


Material. 

r 

V> 

K 

Sand  .  .  . 
Schrot  .  . 
Roggen.  . 
Wasser .  . 

1800  KU. 
6750   , 
750   , 
1000   , 

30° 

25° 

30° 

0° 

2700  KU. 
8323    , 
1125    , 
500   „ 

Denkt  n^  sich  auf  horizontaler  Bodenfläche  neben  einander 
lagernd  zwei  yerschiedene  Erdmassen,  welche  durch  eine  beweg- 
liche yerticale  Scheidewand  getrennt  sind,  so  erkennt  man,  dass 
eine  Bewegung  der  letzteren  eintreten  wird,  sobald  der  active 
Druck  an  der  einen  Seite  grösser  ist  als  der  passive  Druck  an 
der  anderen  Seite.  So  z.  B.  wttrde  bei  dem  in  Fig.  370  darge- 
stellten Falle  eine  Be- 
Fig.  «70.  wegung  der  Platte  nach 

J125__    ^J37ö_  g>^         fl^j   Roggenseite    hin 

eintreten,  wenn  diese 
Bewegung  nicht  durch 
irgend  einen  Wider- 
standverhindertwürde. 
Denn  nach  obigen  Ta- 
bellen beträgt  der  ac- 
tive Druck  des  Schro- 
tes 1370  Kil.,  während 
der  passive  Gegendruck  des  Roggens  nur  1125  Kil.  beträgt.  Um 
die  Bewegung  der  Platte  zu  verhindern,  mttsste  daher  eine  nach 
der  Schrotseite  hin  wirkende  Kraft  von  245  Kil.  noch  hinzuge- 
fügt werden. 
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§100. 
Activer  Druck  einer  Erdmaase  mit  nafQrlicber  Böscbungaffäche. 

Wenn  man  in  Fig.  371  das  Verhältniss  der  Seiten  des  Dreiecks 
^£ Cgieich  dem  Verhältniss  der  Sinns  der  gegentlberliegenden 

Winkel  setzt,  so   erhält  man 


Fig.  371. 


znr    Bestimmung   von  x   die 
Gleichung: 

sin  (900— ö) 


X 


1)  ^= 


071 


sin  (ö  —  ip) 
Acos  ö 


oder: 


3)     Q 


2 


sin(ö  — ^) 
Hiemach   kann   man  das  Ge- 
wicht  des    Erdprismas  ABC 
berechnen  ans  der  Gleichung: 

2)     Q^lhf^pi., 

welche  nach  Substitution  des 
obigen  Werthes  von  x  die  fol- 
gende Form  annimmt: 

cos  0  cos  (p 


sin  (6  —  (f) 

Wenn  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  des  §  98  diesen 
Ansdrnck  fUs  Q  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  activen  Erddrack 
die  Gleichung: 

j^^  yh*      cos  6  cos  q> 

2      '    C08(Ö  — (/))  ' 


4) 


in  welcher  fttr  9  wiederum  derjenige  Werth  zu  sübstituiren  ist, 
fttr  welchen  K  ein  Maximum  wird. 

um  diesen  Werth  zu  finden,  hat  man  der  obigen  Gleichung 
die  folgende  Form  zu  geben: 

yh^  (  1 

2 


5)    K'. 


Vl+tgÖtg(3P/' 


+  tgÖtg( 

Man  erkennt  dann,  dass  K  um  so  grösser  wird,  je  kleiner  der 
Winkel  B  wird.  Da  jedoch  von  einem  Hinabgleiten  des  Erdprismas 
nur  die  Rede  sein  kann,  so  lange  der  Neigungswinkel  der  Gleit- 
fläche nicht  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel,  so  hat  man  6  =  9) 
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zu  setzen,  am  den  gr68stmöglichen  Werth  von  K  zu  erhalten. 
Folglich  hat  der  active  Erddnick  in  diesem  Falle  die  Grösse: 


6) 


cos  7  *. 


Wenn  man  wieder  As=  1°"  setzt,  so  erhält  man  aas  dieser 
Gleichnng  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe: 


Material. 

Y 

9 

K 

Sand  .  .  . 

1800  Kil. 

30° 

675  KU. 

S<jhrot  .  . 

6750    „ 

25° 

2772    , 

Roggen.  . 

750    , 

30° 

281    , 

Wasser  .  . 

1000    „ 

0° 

500    , 

§101. 
Passiver  Druck  einer  Erdmasee  mit  naiiiriioiier  BSecliungaffäoiie. 

Um  bei  dem  in  Fig.  371  dargestellten  Falle  den  oberen  Grenz- 
werth  ftir  die  Kraft  K  zu  berechnen,  hat  man  den  in  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  flir  Q  gefundenen  Werth  in  Gleichung  1) 
des  §  99  za  sabstituiren;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

yh^      cos  ^  cos  y 


1)  K: 

2)  K: 


2 

2 


sin  {B  —  q)) 


tg{6  +  ip),    oder: 


(tgg  +  tgy) 


{i-tgetgip)(tee-tg(p) 

Wenn  man  hierin  abkürzongsweise  tg  0  =>  «  und  igtp'=/  setzt, 
so  nimmt  die  letztere  Gleichnng  die  folgende  Form  an: 

''^    ^  2     •  il-sf){z-f)' 

Hierin  ist  ftlr  z  derjenige  Werth  einzusetzen,  fUr  welchen  ■£* ein 
Minimum  wird.  Indem  man  den  Differenzialquotienten  des  obigen 
Ausdrucks,  nach  z  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die 
Gleichung: 

4)     0  -  (1  -  V)  {Z  -f)  -  (;5  +/)  {1  -  zf-  {z  -/)/}, 

welcher  man  auch  die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 
5)    z*  +  2zf=2+f*. 
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1 


Durch  Auflösang  derselben  erhält  man  für  die  GröBse  s  den  Werth: 

6)    z /4-y2  +  2/». 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  erhält 
man  fUr  den  passiven  Erddruck  die  Gleichung: 

Für  /=  1  oder  (f  =  45°  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung 
der  Werth  K=^oo.  Es  kann  daher  von  einem  passiven  Drucke, 
d.  h.  von  einem  oberen  Grenzwerthe  des  wirklichen  Druckes  über- 
haupt nur  in  solchen  Fällen  die  Rede  sein,  wo  der  natürliche 
Böschungswinkel  kleiner  ist  als  45\ 

Wenn  man  wiederum  A  =  1°  setzt,  so  erhält  man  aus  obiger 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe: 


Material. 

y 

V 

K 

Sand  .  .  . 

1800  KU. 

30» 

7868  KU. 

Schrot  .  . 

6750    „ 

25° 

17123    „ 

Boggen.  . 

750    , 

30° 

3278    , 

Wasser .  . 

1000    , 

0° 

500    „ 

§102. 
Angriffspunkt  des  Erddruckes. 

Nach  §  98  und  §  99  ist  bei  dem  in  Fig.  372  dargestellten 
Falle  der  Erddruck  gegen  die  ganze  Fläche  AB  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 


1) 


(«•Tf)-, 


in  welcher  das  Minuszeichen  auf  den  Fall  des  activen,  das  Plus- 
zeichen auf  den  Fall  des  passiven  Druckes  sich  bezieht.  Wenn 
man  in  dieser  Gleichung  z  statt  k  setzt  und  zugleich  den  Factor 

^  tg  ( 45°  +  -Y~)   abkürzungsweise  mit  A  bezeichnet,  so  erhält  man 

für  den  Druck  der  Erdmasse  gegen  den  oberen  Flächentheil  B  M 
den  Werth: 

2)  p  =  -4?i. 
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Fig.  872. 


P<- 


dP<- 


Indem  man  diese  Gleichang  differenziirt,  erhält  man  fUr  den  Drack 
gegen  das  anendlich  kleine  Flächentheilchen  if  xV  den  Ausdnick: 

3)  dP=Azds. 

Das  statische  Moment  dieser  letz- 
teren Kraft  in  Bezug  anf  den 
Drehpankt  B  hat  also  die  Grösse : 

4)  dm^^dP.s^As^dz, 

und  durch  Integration  dieser  Glei- 
chung erhält  man  für  die  Summe 
der  statischen  Momente  sämmt- 
licher  gegen  die  einzelnen  Fläehen- 
theilchen  wirkenden  Drücke  den 
Ausdruck: 
h 

Ah' 


;|. 


5)    m=-^jdP,z  =  AJz^dz=. 

c  =  0  0 


Für  den  Druck  gegen  die  ganze  Druckfläche  AB  erhält  man  aus 
Gleichung  2),  indem  man  darin  h  statt  z  setzt,  den  Werth: 

6)     "       ^'' 


ür  = 


2 


Diese  Kraft  ist  als  die  Mittelkraft  der  gegen  die  einzelnen  Flächen- 
theilchen  wirkenden  Drücke  zu  betrachten,  und  wenn  man  das 
statische  Moment  dieser  Mittelkraft  gleich  der  Summe  der  sta- 


Fig.  873. 


tischen   Momente    jener    einzelnen 

Drücke  setzt,  so  erhält  man  nach 

Fig.  373  die  Gleichung: 

7)    Kr^m, 

welche  nach  Substitution  der  oben 

für  ÜÄ  und  K  gefundenen  Werthe 

die  folgende  Form  annimmt: 

^,   Ah^  Ak'       .  2  . 

8)  -^ — ^=  -3—'  oder:  r  =  yÄ. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Lage 
des  Angriffspunktes  J  unabhängig 
ist  von  dem  Werthe  des  constanten  Factors  A.  Dieselbe  gilt 
daher  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  freie  Oberfläche  der 
Erdmasse  unter  dem  natürlichen  Böschungswinkel  ansteigt;  denn 

Bittor,  Ing«aieiir-Me«]iannr.    2.  Aafl.  19 


B 

.  1  k 

'  '  i  '.  * ' 

,  1    1 

r  .'  ' 

^  ,   *  / 

■•I','' 

;  \ ' 

<  ^ 

j.'.'  ■ 

=:•!:■ 

,  • 

.  ' 

'•'.'■  \ 

♦  1  ' 

• 

1 

•■•/i".-.* 

4  •    »    N 

1 

MÜ 

üi 
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die  in  §  100  und  §  101  für  K  gefandenen  Oleichungen  unter- 
scheiden sich  von  der  Gleichung  1)  nur  hinsichtlich  des  Werthes 
dieser  constanten  Grösse  A.  Hieraus  folgt,  dass  bei  sämmtlichen 
bisher  untersuchten  Fällen  der  Angi*iffspunkt  des  Erddruckes  im 
ersten  Drittel  der  Höhe  über  der  Bodenfläche  liegt 

§103. 
Activer  Druck  einer  Erdmasee  mit  Oberflächen-Belastung. 

Wenn  die  horizontale  Oberfläche  der  Erdmasse  mit  einer  gleich- 
förmig über  dieselbe  yertheilten  Belastung  bedeckt  ist,  welche  auf 
jede  Flächeneinheit  der  Oberfläche  den  Druck  p  ausübt,  so  kann 
man  sich  diese  Belastung  dargestellt  denken  durch  ein  Material, 
welches  dasselbe  specifische  Gewicht  hat  wie  die  Erdmasse  selbst. 
Die  Höhe  A^,  welche  diese  Belastungsschicht  haben  muss,  um 
durch  ihr  Gewicht  auf  jede  Flächeneinheit  der  Unterlage  den 
Druck  TP  hervorzubringen,  ist  alsdann  zu  berechnen  aus  (der 
Gleichung: 

1)    yh^  =  p,    oder: 


Ä.=^. 


Hiemach  ergiebt  sich  für  die  Belastung,  welche  das  Erdprisma 
^5C(Fig.  374)  auf  seiner  horizontalen  Oberfläche  BC  trSgt,  der 

•     Fig.  374. 


Werth: 
2) 


7^K 


tgö 


3)   q 


während  das  eigene  Gewicht  dieses 
Erdprismas  (wie  in  §  98)  zu  berech- 
nen ist  aus  der  Gleichung: 

y_** 

2tgö  • 

Die  Horizontalkraft,  welche  erfor- 
derlich ist  um  das  Erdprisma  ABC 
nebst   seiner  Belastung  am  Hinab- 
gleiten auf  der  Gleitfläche  AC  z^ 
verhindern,  hat  nach  §  9S  (Gleichung  1)  die  Grösse : 

4)    ^=(Q  +  P)tg(ö-g>).        ^ 
Wenn  man  hierin  für  Q  und  P  die  obigen  Werthe  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

5,  ._^(.+i*.)Ä^. 
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Hierin  ist  für  6  wiederum  derjenige  Winkel  einzusetzen,  für  welchen 
K  ein  Maximum  wird.  Dieser  Winkel  hat  nach  §  98  (Gleichung  7) 
die  Grösse: 

6)     ö  =  45^+-|-, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  ftir  den  activen 
Erddruck  die  Gleichung: 

')  -^('+-V'>(«=-f)' 

Um  den  Angriffspunkt  des  Erddruckes  flir  diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  wiederum  das  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Verfahren 
anzuwenden.    Wenn  man  abkttrzungsweise: 

8)  y  (tg  45° -- -f )  =  ^     und 

9)  yÄ,tg(45°-|-)=B 

setzt,  so  erhält  man  die  den  Gleichungen  2) ...  8)  des  vorigen 
Paragraphen  analog  gebildeten  Gleichungen: 

Ar* 

10)  P=^^-\.Bz, 

11)  dP={As-\-B)ds, 

12)  dm  =  dP.z=.  {Ax"  H-  Bz)  dz, 

13)  SK=-/dP.;s-.-^  +  ^. 


«=0 


14)    K=^  +  Bh, 


16) 


f  Ah^    ,    p.\  Ah'    , 


15)    Jfr^SK, 

Bh^ 
2 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  ftlr  die  Goefficienten  A 
und  B  wiedemm  ihre  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  in 
Fig.  373  mit  r  bezeichneten  Hebelarm  des  Erddrnckes  in  Bezng 
auf  den  Punkte  die  Gleichnng: 

17)      '^         '^    ' 


2  ^  A 

19* 
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Diese  Gleichang  zeigt,  dasB  die  Höhe  des  Angriffspunktes  J 
über  der  horizontalen  Bodenfläche  zwischen   den  Grenzwerthen 

h  h  2 

-^  und  -Y  variirt;    denn   für  ä^  =  0  wird  r  =  —  A,   und  flir 

Aj  =  oc  wird  r  =  -^h. 

Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  in  solchen  F&Uen  benutzen,  bei 
welchen  die  Belastung  ungleichförmig  über  die  Oberfl&che  der  £rdmas8e  ver- 
theilt  ist,  indem  man  sich  die  wirkliche  Belastung  durch  eine  gleichförmig 
vertheilte  Belastung  ersetzt  denkt  und  dabei  für  die  Belastungsschicht  die- 
jenige Höhe  annimmt,  bei  welcher  sie  dieselbe  Wirkung  hervorbringen  würde, 
wie  die  wirkliche  Belastung. 

§104. 
Berechnung  des  activen  Erddruckes  mit  BerQcksichtigung  der  Cohision. 

Das  was  im  gewöhnlichen  Leben  „Erde""  genannt  wird,  ist 
zu  betrachten  als  ein  Gemisch  von  Sandkörnern  und  gewissen 
anderen  Stoffen,  welche  als  mehr  oder  weniger  vollkommenes 
Bindemittel  wirkend,  je  nach  ihrer  Beschaffenheit,  ein  grösseres 
oder  geringeres  Maass  von  Cohäsion  bedingen.  Bei  einer  so 
beschaffenen  Erdmasse  wird  daher  einer  Verschiebung  des  einen 
Theiles  längs  des  anderen  ausser  dem  bisher  schon  berücksich- 
tigten Reibungswiderstande  noch  ein  gewisser  Abscheerungswider- 
stand  längs  der  Gleitfläche  entgegenwirken.  Dieser  Abscheerungs- 
widerstand  ist  im  Gegensätze  zu  dem  Reibungswiderstande  als 
eine  Kraft  zu  betrachten,  welche  unabhängig  ist  von  der  Grösse 
des  NormaldruckeB  und  welche,  wie  bei  den  festen  Körpern,  dem 
Flächeninhalte  der  Abscheerungsfläche  proportional  gesetzt  werden 
^  darf.  Wenn  also  mit  c  der  Abscheerungswiderstand  pro  Flächen- 
einheit bezeichnet  wird,  so  hat  der  Abscheerungswiderstand  für 
eine  Fläche  F  die  Grösse : 
1)     Wr^c.F. 

Bei  dem  in  Fig.  376  dargestellten  Falle  hat  die  Gleitfläche 
AC  den  Flächeninhalt: 

sm  ö      ' 
folglich  hat  der  Abscheerungswiderstand  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

3)    W ^. 

sm  U 
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Wenn  man  von  den  auf  das  Erdprisma  ABC  wirkenden 
Kräften  eine  jede  in  zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete 
Fig  375  Seitenkräfte  zerlegt,  von  denen 

die  eine  parallel  und  die  andere 
normal  zu  der  Gleitfläche  AC 
gerichtet  ist,  so  erhält  man  nach 
Fig.  376,  indem  man  ftlr  jede 
von  diesen  beiden  Richtungen 
die  algebraische  Summe  der 
Seitenkräfte  gleich  Null  setzte 
die  beiden  Gleichungen: 

4)  o=ifcose-hyiNr+    ""^ 

—  Qsinö, 
5)     0  =  iV'-Qco8Ö-^sinÖ, 

und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  fUr  N  zu  entnehmenden 
Ausdruck  in  der  ersteren  substituirt,  so  erhält  man  fUr  K  den 
Werth: 

a\     X      O  /^sing— /cosg\ oh 

o;    A  =  v^  ^  cosÖ+/ßinö y        sin  B  (cos  B  +/8in  6)  ' 

Dieser  Gleichung  kann  man  nach  Substitution  der  Werthe  Q^  9t^ 
und  /=  tg  q>  auch  die  folgende  Form  geben :  ^ 


sin  B 


7) 


K-^ 


tg(e-y) 
tgö 


ch  cos  y 


sin  B  cos  [ß  —  (p) 


Um  den  activen  Erddruck  zu  erhalten,  hat  man  hierin  fttr 
den  Winkel  B  denjenigen  Werth  einzusetzen,  für  welchen  K  ein 
Malimnm  wird. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem  in* 
§  98  ftlr  ÜT  geftmdenen  Werthe  überein  und  repräsentirt  diejenige 
Grösse,  welche  die  Kraft  K  haben  müsste,  wenn  keine  Cohäsion 
vorhanden  wäre.    Dieses  Glied  nimmt,  wie  in  §  98  bereits  gezeigt 

wurde,  seinen  grössten  Werth  an,  wenn  ö  =5  45''  -f  -^  gesetzt  wird. 

Um  denjenigen  Werth  von  B  zu  finden,  fttr  welchen  die  den 
Nenner  des  zweiten  Gliedes  bildende  Grösse  sin  B  cos  (B  —  (p)  ein 
Maximum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten  derselben, 
nach  0  genommen,  gleich  Null  zu  setzen  und  gelangt  dabei  zu: 
folgenden  Gleichungen: 
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S)    0  =  —  sin  ö  sin  (9  —  q>)  +  cos  6  cos  (6  —  (f), 
9)     0  «  cos  (2  Ö  —  (f), 

10)  2Ö— (/>  =  90%     oder:    0  =  45'  +  y- 

Es  zeigt  sich  also,  dass  derselbe  Werth  von  ö,  für  welchen 
der  Minuend  ein  Maximum  wird,  zugleich  derjenige  ist,  für  welchen 
der  Subtrahend  ein  Minimum  wird.    Der  in  Gleichung  7)  für  K 

gefundene  Ausdruck  wird  daher  ein  Maximum,  wenn  ö  =  45°  +  -r- 

gesetzt  wird,   und  man  erhält  nach  Substitution  dieses  Werthes 
die  Gleichung: 

11)  ü:  =  i_.tg^4o  -^ j- —r- 

^  ^         cos  (45 Y) 

Um  den  Goefficienten  c  zu  bestimmen,  hat  man  denjenigen 
Werth  h  =  k^  aufzusuchen,  für  welchen  Ä'  =  0  wird.  Zu  diesem 
Zwecke  hat  man  der  obigen  Gleichung  zunächst  die  folgende  Form 
zu  geben: 


12)  ü:  =  -vtg 


(^15°         ^Vll  2cco8qp  I 


Wenn  man  hierin  die  Werthe  h  =  h^  und  K  =0  einsetzt,  so  er- 
hält man  zur  Bestimmung  von  c  die  Gleichung: 

13)     0  =  1 2ccoML_^,  oder: 

yÄ„8inf45°— f-)' 

14j    c  = -^^ ^^. 

2  cos  <p 

Diesen  Werth  von  c  hat  man  nnnmehr  in  Gleichung  12)  za  snb- 
stitairen,  welche  dann  die  folgende  Form  annimmt: 

.5,     ^=i|l.,(45-|.)-(-A.). 

Hierin  bedeutet  k^  diejenige  Grenze,  welche  die  Höhe  der  Erd- 
masse nicht  überschreiten  darf,  wenn  dieselbe,  ohne  an  eine  ver- 
ticale  Seitenwand  sich  anzulehnen,  noch  im  Stande  sein  soll,  sich 
im  Gleichgewichte  zu  halten.  Nach  obiger  Gleichung  kann  daher 
der  active  Erddruck  berechnet  werden,  sobald  diese  Höhe  A«  durch 
directe  Versuche  ermittelt  worden  ist.    Für  gewöhnliche  Damm- 
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erde  ist  h^  =  1"  bis  2",  für  Lehm  oder  Thonerde  ist  K  =  2"  bis 
4™  zu  setzen. 

Selbstverständlich  ist  die  obige  Gleichung  für  solche  Fälle,  in  welchen 
h  kleiner  ist  als  ^o*  i^cht  mehr  als  gültig  zu  betrachten,  da  nach  der  obigen 
Definition  der  Grösse  h^  in  solchen  Fällen  von  einem  activen  Drucke  über- 
haupt nicht  mehr  die  Rede  sein  kann. 

§  105. 
Einfluss  der  Cbhäsioii  auf  die  Höhenlage  des  Angriffepunktes. 

Wenn  man  in  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Gleichung  abkttrzungsweise: 


1)  ytg(.45=--|-y=^     und 

2)  4^(45._i)'_fi 


setzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

3)  K^-^-^Bh.     . 

Für  den  in  Fig.  372  mit  P  bezeichneten  Druck  gegen  den  oberen 
Flächentheil  BU  =  z  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

4)  p^A^-Bz^ 

und,  indem  man  diese  Gleichung  differenziirt,  erhält  man  für  den 
Druck  gegen  das  Flächen-Element  M  N  =  dz  den  Werth : 

5)  dP  =  {Az  —  B)dz. 

Das  statische  Moment  dieser  letzteren  Kraft  in  Bezug  auf  den 
Punkt  B  (Fig.  372)  hat  demnach  die  Grösse: 

6)  dm==^(Az^  —  Bz)dz. 

Um  die  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Drücke 
in  Bezug  auf  den  Punkt  B  zu  erhalten,  hat  man  diese  Gleichung 
zu  integriren  und  dabei  zu  berttcksichtigen ,  dass  nach  der  im 
vorigen  Paragraphen  für  die  Grösse  h^  gegebenen  Definition  in 
dem  oberen  Flächentheile  BL=^h^  (Fig.  376)  überhaupt  keine 
Drücke  stattfinden.  Wenn  man  demgemäss  die  Integration  auf 
der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  ä  =  Äo  und  «==A  aus- 
führt, 80  erhält  man  für  jene  Momentensutnme  die  Gleichung: 
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7)    aK  =  /  (-4  »*  —  Bz)  dz,    oder : 


8)    ^^AJ^^-1^^. 

Diesen  Ausdruck  hat  man  dem  statischen  Momente  der  Mittelkraft 
K  gleich  zu  setzen  und  zugleich  für  letztere  den  in  Gleichung  3) 
Fig  37^  gefundenen    Werth     einzusetzen. 

Für  den  Hebelarm  dieser  Mittel- 
kraft ergiebt  sich  alsdann  die 
Gleichung: 

B{h'-hXi 

2 


.    •  .      ♦    «  . 

i    • 

..  Ä .    « 

X 

m. 

\'.  r  * 

•  ^  '  »    '  . 

i  '•  '  *.'■ 

'    '.*■ 

;1^'  .' 

JC 

—  ^r ';-■;■. 

-"„i  •  . 

.   ;      .    . 

.      \     '      • 

•  •   •  ■ 

■  ';■•'     - 

.(- 


welcher  man   nach   Substitution 
^     ^^^    :     -  der  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 

resp.  fttr  die  CoefScienten  A  und 
B  angegebenen  Ausdrücke  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

10)   il=l+l.A+J-iL. 

^"^      h        3^6       A    +  6    A« 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass   der  Angriffspunkt  J  bei  einer 

Erdmasse  mit  Gohäsion  unter  sonst  gleichen  Umständen  stets  tiefer 

liegt  als  bei  einer  Erdmasse  ohne  Cohäsion;  denn  für  Ao  =  0  wird 

2 
r  =1=  -r-  A,  und  für  A^  =  A  wird  r  ==  A, 


§  106. 
Stabilität  der  Böschungen. 

Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  das  Erdprisma 
ABC  (als  starrer  Körper  betrachtet)  in  Bezug  auf  das  Hinab- 
gleiten längs  der  Gleitfläche  ^  C  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtes 
sich  befinden  soll,  ist  nach  Fig.  377  auszudrücken  durch  die 
Gleichung: 

1)  Q  sin  e  — /Q  cos  d  +  cl, 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  /= —  auch  die 

folgende  Form  geben  kann:  ^ 

2)  Q  sin  (ö  —  g>)  =  cl  cos  q>. 
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Wenn  man  die  Linie  CD  =  /  sin  (a  —  6)  als  Höhe  und  die 

Seite  AB'=^  _,_      als  Grundlinie  des  Dreiecks  A  B  C  betrachtet, 

so  erhält  man  ftir  das  Gewicht 
des  Erdprismas  den  Ausdruck: 

'^         '^    sma  2 

Nach  Substitution  desselben 
nimmt  die  vorhergehende 
Gleichung,  für  c  aufgelöst,  die 
folgende  Form  an:    . 

vÄ  Bin  (a  —  6)  Bin  (f^  —  flp) 

4)   C=-* jr— :; — —  • 

2  sm  a  cos  9P 

Aus  dieser  Gleichung  kann 
man  fUr  jede  willkürlich  an- 
genommene Neigung  der  Gleit- 
fläche AC  die  zum  Gleich- 
gewichte erforderliche  Grösse 
des  CohäsionscoefGcienten  c 
berechnen.  Für  6  =  q>  und 
ebenso  auch  fttr  Ö  ^^  a  wird  c  =  0.  Es  muss  daher  zwischen 
diesen  beiden  Grenzen  ein  Werth  von  6  liegen,  flir  welchen  c  ein 
Maximum  wird.    Um  diesen  Werth  zu  finden,  hat  man  von  der 

Function: 

5)    i^(ö)  =  8in(a  — ö)sin(ö  — ?)) 

den  Differenzialquotienten,  nach  6  genommen,  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erh&lt  dann  die  Gleichung: 

6)   0  =  sin (a  —  6)  cos  (ö  —  f)p)  —  cos  (a  —  ö) sin  (ö  —  (p\  oder: 
7)    0  — sin(a-2Ö  +  9)), 

Bei  dem  „Prisma  des  kleinsten  Widerstandes *"  hat  also  der 
Neigungswinkel  der  Gleitfläche  die  Grösse: 


8) 


,_JL+i 


Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  4) 
für  jenes  Maximum  von  c  den  Ausdruck: 


9)    c  = 


yh  sin 


(■^y 


2  sin  a  cos  rp 
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Dieselbe  Grösse  müsste  der  wirkliehe  Oohäsionscoefficient  min- 
destens besitzen,  wenn  in  Bezug  auf  keine  von  allen  durch  den 
Fusspunkt  A  gelegten  Flächen  ein  Gleiten  eintreten  soll.  Man 
kann  daher  die  obige  Gleichung  in  der  Form: 

^-,     ,  2c  sin  a  cos  7) 

10)    h= -z Yä"' 


ysm 


{■^r 


indem  man  darin  für  c  den  wirklichen  Werth  des  Cohäsions- 
coef&cienten  einsetzt,  dazu  benutzen,  um  diejenige  Grenze  zu  be- 
rechnen, welche  die  Höhe  k  nicht  überschreiten  darf,  wenn  kein 
Einsturz  erfolgen  soll. 

Für  a  =  (f  wird  A  =  00;  wenn  dagegen  a  grösser  ist  als  r/>, 
so  ergiebt  sich  für  die  Grenzhöhe  h  immer  ein  endlicher  Werth. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Erdraasse  nur  dann  im  Gleichgewichte  sich 
halten  kann,  wenn  zugleich  der  in  Fig.  877  mit  e  bezeichnete 
Winkel,  unter  welchem  die  obere  Begrenzungsfläche  derselben  bis 
zu  unendlicher  Höhe  ansteigt,  nicht  grösser  ist  als  der  Reibungs- 
winkel q).  Im  Uebrigen  ist  die  Höhe  h  ganz  unabhängig  von  der 
Grösse  des  Winkels  e,  so  lange  derselbe  jene  Grenze  nicht  über- 
schreitet. 

Für  a  =  90<^  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  wiederum  der 
in  §  104  (Gleichung  13)  mit  k^  bezeichnete  Werth: 

11)  *.-  ^'■~"' 


i.(4r-l)- 


ysm 

Diese  Gleichung  kann  man  auch  hier  wieder  dazu  benutzen,  um 
(wie  in  §  104)  den  Cohäsionscoefficienten  c  durch  die  Höbe  h^ 
auszudrücken,  bis  zu  welcher  die  Erdmasse  senkrecht  abgeschnitten 
werden  kann,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  verlieren.  Wenn  man 
die  vorhergehende  Gleichung  durch  diese  letztere  dividirt,  so  er- 
hält man  für  das  Verhältniss  der  beiden  Grenzhöhen  k  und  Ao 
den  Werth: 


12)  —  ^  ^ 


,  sm  a  sm 


Für  7)  =  30°  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung  die  nachfolgend 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 
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a  =  90°  75^  60°  45°  30' 

A=    1  1^649         3,232       13,76        oc, 

und  wenn  man  ein  anderes  Mal  (p  =  45°  setzt,  so  erhält  man  die 
zusammengehörigen  Werthe: 

a=90°  75°  60'  45° 

-^=    1  2,112  7,444       oo. 

§  107. 
Gleichgewicht  einer  belasteten  Erdmasse. 

Wenn  die  wirkliche  Höhe  der  Erdmasse  kleiner  ist,  als  die  im 

vorigen  Paragraphen  für  die  Grenze  der  Stabilität  gefundene  Höhe, 

Fig.  878.  ^^  ^^  ^^  Bezug  auf  das  Hinabgleiten 

^^      des  Erdprismas  -.1 B  C  längs  der  Gleit- 

1  y^ilHe    fläche  AC  bei  jedem  beliebig  an- 

B- -;-.'^J ^- genommenen    Neigungswinkel    der 

^/'  ^\  •  -^  /^  ■  ■ '  ''     letzteren  ein  Ueberschuss  von  Stabi- 
,.      '  . ' '^^    /Äp4Ö)cose        ^^^^  vorhanden.    In   diesem  Falle 
/■^^  [/-•'.  würde  also  das  Erdprisma  des  klein- 

'     V      '  '.  sten  Widerstandes  noch  einen  oben 

o^'/,     '     \  aufgelegten  Körper  von  bestimmtem 

^  •  Gewichte  tragen  können,  ohne  das 

V '      '  /    '  ,  ■   '  .    '       Gleichgewicht  zu  verlieren.   Die  Be- 

j|/e\    "'-    '  -  y     ','  ■ dingung,  welche   erfüllt  sein  muss, 

-      —  - i     wenn  das  mit  dem  Gewichte  P  be- 
lastete   Erdprisma    ABC  an    der 
Grenze  des  Gleichgewichtes  sich  befinden  soll,  ist  nach  Fig.  378 
auszudrücken  darch  die  Gleichung  : 

1)    (P+Q)sinö=/(P+(3)cosö  +  -^. 

Nach  Substitution  des  Werthes  ö  =  /,   ^   erhält  man  aus  dieser 

2tge 

Gleichung  (indem  man  zugleich  die  Grössen  sin  Q  und  cos  B  durch 

tgö  ausdrückt)  für  Pden  Ausdruck: 

o^    p—  g^(^+tge^)         yA' 

^  tgÖ»-/tgö         2tgö' 

1  vA' 

Wenn  man  abkürzungsweise        ^  =  v  und  -^^  =  a  setzt,  so 

kann  man  diesem  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 


./. 
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3)     P  = 


{ch  +fa)  r*  —  av  -^ck 


4) 


l-/f 

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  v  denjenigen  Werth  einzu- 
setzen, für  welchen  P  ein  Minimum  wird.  Indem  man  demgemäss 
den  Differenzialquotienten  yon  P,  nach  v  genommen,  gleich  Null 
setzt,  erhält  man  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form 

geben  kann: 

(cA+/fl)t?'  — gp  +  cA  _  a  —  2ich+fa)v 

Nach  Gleichung  3)  ist  der  linksseitige  Ausdruck  gleich  P;  folg- 
"*'^^'*'      5)     p,     a-iv(ch+fa) 

Wenn  man  den  aus  dieser  letzteren  Gleichung  für  v  zu  entnehmenden 
Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung, 

welche  (nach  Wiedereinführung  des  Ausdruckes  ~-  statt  a)  für 
P  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 

6)    P=  2jr{  -  (4c  +  y/A)  +  2y  2c  (1  +/^)(2c  +  y/Ä)  }. 

Nach  dieser  Gleichung  kann  man  für  jede  gegebene  Höhe  der 
Erdmasse  denjenigen  Werth  von  P  berechnen,  welcher  der  Grenze 
des  Gleichgewichtes  entspricht.  Für  A  =  0  erhält  man  P«=  0  (in 
Fig.  37».  Uebereinstimmung  mit  der  gemachten  Vor- 

aussetzung, nach  welcher  das  Gewicht  P 
stets  eine  Belastung  des  Gleit-Prismas  ABC 
selbst  bilden  soll  und  demgemäss  unendlich 
klein  sein  muss,  wenn  letzteres  selbst  un- 
endlich klein  Jst.  Wenn  man  ferner  den 
im  vorigen  Paragraphen  ftlr  A^  gefundenen 
Ausdruck  an  die  Stelle  von  A  setzt,  so 
findet  man ,  dass  für  A  =  A^  ebenfalls 
P  =  0  wird.  Für  grössere  Werthe  von 
A  ergeben  sich  negative  Werthe  von  P. 
In  diesem  letzteren  Falle  kann  man  die 
obige  Gleichung  dazu  benutzen,  um  die 
Grösse  desjenigen  Theiles  zu  berechnen,  welchen  man  von  dem 
Erdprisma  des  kleinsten  Widerstandes  hinwegschneiden  müsste, 
um  durch  die  auf  solche  Weise  hervorgebrachte  Entlastung  den 
Gleichgewichtszustand  desselben  herzustellen.  Wenn  man  für  die- 
sen hinwegzuschneidenden  Theil  die  Form  eines  Prismas  vom 
Querschnitte  P  wählt  (Fig.  879j,  so  ist: 
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7)     P=  —  yF 

ZU  setzen,  and  nach  Substitation  dieses  Ausdrucks  erhält  man 
aus  Gleichung  6)  für  F  den  Werth : 


8) 


Wenn  man  z.  B.  Ao  =  1», 2  und/=  —  (oder  ff  =  33»  420  setzt,  so  er- 
hält man  nach  §  104  (Gleichung  14)  oder  §  106  (Gleichung  11)  den  Werth: 
c  ==  0,16056 .  /,  und  nach  Substitution  desselben  nimmt  die  obige  Gleichung 
die  folgende  Form  an: 

9)     F=^h{  0,72252  +  0,75  .  h  —  y  0,75407  +  1,5654.  Ä  }  . 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 

Zahlenwerthe: 

h  =  1«  2        6  12  18  24 

^=.0t=«       12,223        63,6266       159,165        300,7656. 

Die  Form  und  die  Lage  des  Flächentheils  F  können  inner- 
halb gewisser  Grenzen  beliebig  gewählt  werden.  Nur  muss  derselbe 
stets  einen  Theil  der  Dreieckfläche  ABC  selbst  bilden,  und  die 
Form  desselben  muss  so  gewählt  werden,  dass  bei  der  neu  ent- 
stehenden Böschungsfläche  auch  an  allen  höher  gelegenen  Stellen 
die  Bedingungen  der  Stabilität  erfüllt  sind. 

§108. 
Stabilität  terrassenförmiger  Böschungen. 

Wenn  man  für  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  F  bezeichnete 
Fläche  die  Form  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  wählt,  dessen  un- 
terer Eckpunkt  mit  dem  Fusspunkte 
des  Böschungsprofils  zusammenfällt,  so 
ist  nach  Fig.  380: 

1)    F= 

zu  setzen,  und  man  erhält  zur  Bestim- 
mung des  Neigungswinkels  ^a,  welchen 
die  beim  Hinwegnehmen  des  Theiles 
ABD  entstehende  neue  Böschungs- 
fläche A  D  mit  der  Horizontalen  bilden 
muss,  die  Gleichung : 


2)    tga  = 


2F 
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Bei  den  im  vorigen  Paragraphen   angenommenen  Zahlenwerthen  ergab 
sich  für  Ä  =  24«"  'der  Werth  F=  300°°^,7656.   Hiernach  wird  für  diesen  Fall: 

tga  =  0,9575  oder  a  =  43^45'. 


Fig.  881, 


R                        J 

t/ 

E 

1 

/   '/'*'»  *    1 

1 

'  / 

'             j 

'                     4*1 

Zu  demselben  Resultate  würde 
auch  die  in  §  106  gefundene  Glei- 
chung 12)  führen,  aus  welcher 
man  für  a  =  43*^  45'  wiederum 
den  Werth:  Ä  =  24"  erhält. 

Statt  der  geraden  Linie 
AD  würde  man  als  Be- 
grenzungslinie der  Fläche  F 
auch  die  gebrochene  Linie 
AN  ME  wählen  können. 
Nach  Fig.  381  ist  alsdann: 

3)    F—F,= 


+ 


2tg£ 


ZU  setzen,  und  man  erhält 
durch  Auflösung  dieser  Gleichung  für  die  Grösse  tgc  den  Werth: 

4)     tg£ 

h ^ ^ _        ^(^  +  2^) 

-2{F-F,-bky 

FürÄ  =  24°'undÄj  =  18" 
wurden  im  vorigen  Paragra- 
phen resp.  die  Werthe  J*« 
300,7656  und  F^  =  159,165 
gefunden.  Wenn  man  also 
z  «.  6"  und  b  —  0°»,5  setst, 
so  wird: 

tg  ff  «0,9502,     oder: 
£  =  43«  32'. 

Indem  man  nunmehr 
die  Horizontale  MX  als 
Bodenfläche  betrachtend 
auf  den  oberhalb  die- 
ser Horizontalen  befind- 
lichen Theil  der  Erd- 
masse'^abennals  dasselbe  Verfahren  anwendet  und  der  Fläche  F, 
statt  der  geraden  Linie  ME  die  gebrochene  Linie  MFQG  sls  Be- 
grenzungslinie giebt,  findet  man  nach  Fig.  382,  dass: 


AfM 
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5)     F,-F.=- 


i'^^ik)'^ 


2tge.     '   V    ■     tg^ 
zu  setzen  ist,  and  erhält  durch  Anflösang  dieser  Gleichung  fttr 
die  Grosse  tg  e,  den  Werth: 

Für  Äj  =  18°»  und  A,  =  Ti"»  wurden  im  vorigen  Paragraphen  resp.  die 
Werthe  F,  ^  159,165  und  /*,  =  63,6266  gefunden.  Wenn  man  also  z^  »6<" 
und  ^1  ^=0%b  setzt,  so  wird: 

tg  «1  =  1,00514,    oder:    a,  =  45°  0'. 

Bei  nochmaliger  Wiederholung  des  obigen  Verfahrens  und 
Anwendung  desselben  auf  den  oberhalb  der  Horizontalen  FQ  be- 


Fig.  383. 


findlichen  Theil  der  Erd- 
masse würde  man  end- 
lich nach  Fig.  383  die 
Gleichung  erhalten: 

7)     F.-J'\ 


+('• 


2tg£. 
—  JA3,  oder: 


tg 

8)    tge, 

-2{F,-F,-b,h,)' 
Den  Werthen  h^  =  12'" 
und  ^3=»  6°>  entsprechen  resp. 
die  Werthe:  F^  =63,6266 
und  -^'3  =  12,223.  Wenn  man 
also  2 j  =  6"  und  ä,  =  0'",5 
setzt,  80  wird: 
tg  «j  =  1,1156,    oder:    e^  =  48°  8'. 

Der  Böschungswinkel  für  die  oberste  Terrasse  ist  nach  Fig.  383 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

hl 


9)    ^3  =  . 


hl 


oder: 


tge3  =  ^- 


2tg6, 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  wiederum  A3  =»  6  und  ^3  =s  12,223  setzt, 
so  erh&lt  man  den  Werth: 

tg £3  «  1,4726,    oder:    «3  =  55«  50'. 
Bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Verfahrens  hat  man  stets 
zu  berttckfiichtigen,  dass  die  gefundenen  Resultate  nur  dann  als 
gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Pa- 
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ragraphen  genannte  Bedingung  erfUlIt  ist,  nach  welcher  der  weg- 
genommene Theil  der  Erdmasse  stets  dem  »Prisma  des  kleinsten 
Widerstandes"  selbst  entnommen  werden  soll.  Es  würde  daher 
z.  B.  das  in  Bezug  auf  Fig.  381  gefundene  Resultat  nicht  mehr  als 
gtlltig  zu  betrachten  sein,  wenn  die  willkürlich  angenommene  Grösse 
b  diejenige  Grenze  überschritte,  bei  welcher  der  Punkt  M  gerade 
in  die  Gleitfläche  hineinfallen  wtfrde.  Um  diesen  oberen  Grenz- 
werth  von  b  zu  ermitteln,  hat  man  zunächst  aus  der  Gleichung  5) 
des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  —  y  F  statt  P  setzt, 

den  zugehörigen  Werth  von  tgö  =  —  zu  berechnen.  Mit  Benutzung 

desselben  findet  man  alsdann  jenen  Grenzwerth  von  b  aus  der 
Gleichung : 

10)    *  =  -^— -^. 

tge      tgc 

Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  findet  man  die  Werthe  v  =  1,247  =  -r-^ 

und  h  » l^^jlGS.  Da  bei  der  obigen  Berechnung  b  »  0i°,5  angenommen  wurde, 
so  ist  das  gefundene  Resultat  als  gOltig  zu  betrachten. 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  für  Fig.  882  den  Grenzwerth  b^  —  l*",!? 
und  für  Fig.  383  den  Grenzwerth  b^^=  V^fi  finden.  Es  zeigt  sich  also,  dass 
die  genannte  Bedingung  auch  in  Bezug  anf  die  oberen  Terrassen  erfüllt  ist, 
und  dass  die  gefundenen  Resultate  s&mmtlich  als  gültig  betrachtet  werden  dürfen. 

§109. 
GekrQmmtes  BSschungsprofll. 

Wenn  man  die  Grössen  b^  b^^  b^  sämmtlich  gleich  Null  setzt, 
so  nehmen  die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  einzelnen  Böschungs- 
winkel gefundenen  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 

^^  ^^»=  2(/';-/;)  ' 
3)  tg.,  = -2-^-3:^, 


4)     tgfi3  = 


h\ 
2F3 ' 

Aus   diesen  Gleichungen  ergeben  sich  fUr  das  im  vorigen 
Paragraphen  berechnete  Beispiel  die  folgenden  Zahienwerthe: 
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tg6  =0,89, 
tg.,  =  0,942, 
tg6,=  l,05, 
tg*3=M73, 


e  =  41-^  40', 
fi^  =  43M7', 
«3=46^25', 
fi,  =  55°  50', 


und  das  Böschungsprofil  nimmt  für  diesen  Fall  die  in  Fig.  384 
dargestellte  Form  einer  ans  vier  geradlinigen  Stücken  zusammenge- 
_.    ^^^  setzten   gebrochenen 

^'«-  ^*-  Linie  an. 

Dasselbe  Verfahren 
wtlrdeman  auch  dann 
noch  anwenden  kön- 
nen, wenn  für  die 
einzelnen  Theile,  in 
welche  dieganzeHöhe 
Ä=24"  zerlegt  wer- 
densoll, eine  grössere 
Anzahl  und  geringere 
Grösse  vorgeschrie- 
ben wäre.  Wenn  man 
z.  B.  für  jeden  dieser 
Theile  die  Grösse 
A^=l-,2  wählte,  so 
würde  man  eine  aus 
zwanzig  geradlinigen 
Stücken  zusammengesetzte  gebrochene  Linie  erhalten,  deren  ober- 
stes Stück  eine  verticale  Linie  von  der  Länge  k^  bilden  würde. 
Bei  einem  so  geformten  Böschungsprofil  würde  die  Erdmasse  in 
den  Eckpunkten  der  gebrochenen  Linie  gerade  an  der  Grenze 
der  Stabilität  sich  befinden,  während  innerhalb  der  geradlinigen 
Strecken  überall  ein  gewisser  Ueberschuss  von  Stabilität  vorhan- 
den sein  würde.  Eine  solche  aus  sehr  vielen  geradlinigen  Stücken 
zusammengesetzte  gebrochene  Linie  würde  man  annäherungsweise 
als  eine  krumme  Linie  behandeln  dürfen,  deren  Krümmungsgesetz 
aus  der  Gleichung  9)  des  §  107  auf  folgende  Weise  abgeleitet 
werden  kann. 

Wenn  man  //  statt  h  setzt  und  zugleich  die  vier  numerischen 
Coef&cienten  resp.  mit  A^  B,  C,  D  bezeichnet,  so  nimmt  jene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 


5)    F  =  Aj/  +  Bi/'-yCy'  +  Dff'. 


Bitt«r,  iBgeniear-lCeohamk.  2.  Aufl. 


20 
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6) 


Aas  dieser  Gleichung  erhält  man  f&r  den  Differenzialquotienten 
von  F^  nach  y  genommen,  den  Ansdruck: 

Nach  der  in  Fig.  385  gewählten  Bezeichdungsweise  ist  dF-^ydx 

und  -T^  -^  tg  e  zu  setzen.   Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung 

aach  die  folgende  Form  geben: 

dx         1  A    .  ^^      (     lC+^Dy     \ 


7) 


=  _^  =  Jli_4.2S 


-{-: 


dy  tgfi  y  '  "  V2y6y  +  Z>y» 
nnd  dieselbe  in  dieser  Form  dazn  benutzen,  nm  für  jeden  gegebe- 
nen Werth  von  y  den  zugehörigen  Neigungswinkel  des  Böschungs- 
profils daraus  zu  berechnen.  Für  den  im  vorigen  Paragraphen 
angenommenen  Fall  würde  man  z.  B.  die  folgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe  erhalten: 

y—   1,2  6  12  18 

tgfi«-   3,738  1,185  0,9852         0,9125 

fi  =  75°r  49"  50'  44^^35'  42°  23' 


24 
0,873 
41^7'. 


^                                        1          2 
Füry  — oowird  ^^^'YB ^' 


s. . 


=/,  oder:  e  =  q).  Hieraus 

folgt,  dass  bei  wachsender  Tiefe  unter  der  horizontalen  Oberfläche 

dasBöschungsprofil  einer  unter 
Flg.  3^.  ^^^  natürlichen  Böschungs- 

winkel ansteigenden  geraden 
Linie  asymptotisch  sich  an- 
nähert 

Für  X  =  0  ist  y  «=  h^  zu 
setzen;  denn  für  den  krumm- 
linigen Theil  des  Böschungs- 
profiles hat  man  den  im  Ab- 
stände Ao  ^on  der  horizontalen 
Oberfläche  liegenden  Punkt 
als  Anfangspunkt  zu  betrach- 
ten, insofern  der  oberhalb 
dieser  Stelle  befindliche  Theil 
des  Profiles  als  vertical  und  geradlinig  vorausgesetzt  wird.  Die 
obige  Gleichung  ist  daher  für  Werthe  von ;/,  welche  kleiner  sind  als 
h„  nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten.  Bei  dem  auf  solche  Weise 
construirten  Profile  wird  innerhalb  der  oberen  geradlinigen  Strecke 
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ein  üeberschnss  von  Stabilität  vorhanden  sein,  während  in  allen 
Punkten  des  nnteren  krummlinigen  Theiles  die  Erdmasse  an  der 
Grenze  der  Stabilität  sich  befindet. 

Wenn  man  die  obige  Gleichung  integrirt*)  —  auf  der  einen 
Seite  zwischen  den  Grenzen  Null  und  x^  auf  der  anderen  zwischen 
den  Grenzen  h^  und  y  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 

welcher  man  nach  Wiedereinsetzung  der  numerischen  Werthe  fUr 
die  CoefGcienten  A^  B^  C^  D  auch  die  folgende  Form  geben  kann : 

9)    X  =  1,591 .  lg  y  +  1,5  . 1/  +  2,77745  —  y  6,7866  + 14,0886  .  y 
—  1,7367  .  lg  {y  1,326  + 2,7526.  y  —  1.1515} . 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B.  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

y=l,2        6  12  18  24 

a?  — 0  3,1212       8,778       15,132       21,8678. 

Bei  dem  nach  obiger  Gleichung  construirten  BOschungsprofile 
würde  man  den  oberhalb  einer  beliebig  gewählten  Stelle  M  be- 
findlichen Theil  desselben  auch  durch  eine  gerade  Linie  ersetzen 
können,  wenn  nur  diese  gerade  Linie  so  gelegt  wird,  dass  die 
Grösse  der  in  Fig.  386  mit  F  bezeichneten  Fläche  dabei  keine 
Aendernng  erleidet.  Den  Neigungswinkel,  welchen  diese  gerade 
Linie  mit   der  Horizontalen  bilden  müsste,  kann  man  nach  der 


*)  Das  TOD  dem  letzten  Gliede  der  Gleichung  7)  herrührende  Integral  kann  maa 

nach  Substitution  der  Werthe:  y  C-\-  J)y=^  w,    y  —  — -^ — »    dy  =  — g — 
in  folgender  Weise  umformen: 

=«  2 T/C  lg    ^ — -     —  3ii  -f  Const. 

20* 
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Fig.  886. 
„..10.6.. 


Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  berechnen,  indem  man 
darin  für  h  den  Abstand  des  gewählten  Punktes  von  der  horizon- 
talen Oberfläche,  und  für  F  den 
aus  der  Gleichung  9)  des  §  107 
zu  entnehmenden  Werth  sub- 
stituirt. 

Wenn  man  z.  B.  A  »=  12"  an- 
nimmt, so  ist  ^=63,6266  zu  setzen, 
und  es  wird: 

tga  =  1,1316,  oder:    «  =  48»  32'. 

Für  diesen  Fall  würde  man  das 
in  Fig.  886  dargestellte  Böschungs- 
profil erhalten,  bei  welchem  eben- 
faUs  in  dem  oberen  geradlinigen 
.Theile  ein  üeberschuss  von  Stabilität 
vorhanden    ist,    während   in  allen 

Punkten  des  unteren  krummlinigen  Theiles   die  Erdmasse  an  der  Grenze  der 

Stabüit&t  sich  befindet. 


§  110, 
Gleichgewicht  einer  nicht  homogenen  Erdmasse. 

Um  die  Gleichung  6)  des  §  107  auf  eine  Erdmasse  anzu- 
wenden, bei  welcher  der  Cohäsionscoefficient  und  das  Gewicht 
pro  Gubikeinheit  mit  zunehmendem  Abstände  von  der  horizontalen 
Oberfläche  nach  irgend  einem  gegebenen  Gesetze  sich  ändern, 
würde  man  für  die  Grössen  c  und  y  in  jener  Gleichung  ihre  mitt- 
leren Werthe  einzusetzen  haben  —  diejenigen  Werthe  nämlich, 
welche  man  bei  einer  homogenen  Erdmasse  annehmen  müsste, 
um  resp.  für  den  Gohäsionswiderstand  und  das  Gewicht  des  Erd- 
prisma Werthe  zu  erhalten,  welche  den  wirklichen  Grössen  dieser 
beiden  Kräfte  gleich  sind. 

So  z.  B.  würde  man  für  eine  Erdmasse ,  bei  welcher  jene 
beiden  Coefflcienten  mit  wachsender  Tiefe  gleichförmig  zu- 
nehmen, für  den  Gohäsionscoefficienten  den  Werth: 


1) 


,__    gp  +  gi 


zu  substituiren  haben,  wenn  mit  c^  und  c^  die  Werthe  desselben 
bezeichnet  werden,  welche  resp.  den  Werthen  y  =  0  und  //  =  h 
entsprechen. 
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Um  den  mittleren  Werth  des  Gewichtes  pro  Cubikeinheit  ftlr 
das  "ErdprisrnsL  ABC  zu  berechnen,  hat  man  die  Grösse: 

*'  «-^' 

welche  bei  homogener  Erdmasse  das  Gewicht  desselben  darstellen 
würde,  dem  wirklichen  Gewichte  dieses  Prisma  gleichzusetzen. 
Wenn  mit  q  das  Gewicht  pro  Cubikeinheit  im  Abstände  »  von  der 


Flg.  3S7. 


horizontalen  Oberfläche  bezeichnet 
wird,  so  hat  das  wirkliche  Gewicht 
nach  Fig.  387  die  Grösse: 

"  «-A(^)'"' 


und  man  erhält  durch  Gleich- 
setzung dieser  beiden  Ausdrücke 
die  Gleichung: 

2 


4) 


'.^2? 


z)dz. 


Wenn  mit  q^  und  Vi  resp.  die  Werthe  von  q  bezeichnet  wer- 
den, welche  den  Werthen  z  ^^  0  und  z  ^^  h  entsprechen,  so  ist 
nach  dem  oben  angenommenen  Gesetze: 

5)    y  =  ?o  +  x(9,  — yo) 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 


6) 


-=  [{Vo  +  X  ^^*  ~  ^  {h-z)dz. 


1^  = 
2 


Nach  Ausführung  der  Integration  erhält  man  aus  dieser  Gleichung 
für  y  den  Werth: 

7)  y-^5dl£.. 

Wenn  statt  der  Dreieckfläche  ^^Cdie  Bechteckfläche  AB  CD 
als  Querschnitt  des  Prismas  gelten  sollte,  so  würde  der  mittlere 
Werth  des  Gewichtes  pro  Cubikeinheit  zu  berechnen  sein  aus  der 
Gleichung: 

^  2 


8) 
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Nach  der  in  Fig.  388  gewählten  Bezeichnungsweise  würde 
man  hiemach  für  die  drei  Mittelwerthe  y^^  y^j  y^  die  folgenden 
Ausdrücke  erhalten: 


9) 

y.= 

^9o+m' 

3 

0) 

y,= 

2        ' 

1) 

ys= 

2y'  +  y. 

3 

und  mit  Benutzung  derselben  die  Berechnung  des  in  dieser  Figur 
dargestellten  Böschungsprofiles  nunmehr  auf  folgende  Weise  aus- 
führen können. 

Man  berechnet  zunächst  nach  der  Gleichung  8)  des  §  107, 
indem  man  darin  für  die  Coefficienten  c  und  /  resp.  die  aus  den 

Gleichungen  1)  und  7)  zu  ent- 


Fig.  888. 


<^o^9i-^ 


Cq'lh 


nehmenden  Mittelwerthe  ein- 
setzt, das  erforderliche  Ent- 
lastungsgewicht yF  für  den 
Fusspunkt  A  des  ganzen  Bö- 
schungsprofiles AML.  Indem 
man  diesen  Werth  gleich  der 
Summe  der  drei  in  Fig.  388 
angegebenen  Entlastnngsge- 
wichte  setzt,  erhält  man  als- 
dann die  Gleichung: 

12)  yF^y,F,+y,F,+y,F,. 

In  dieser  Gleichung  stellt  das 
Glied  y^F^  das  für  den  Fuss- 
punkt 3i  der  oberen  Terrasse 
erforderliche  Entlastungsge- 
wicht dar,  welches  man  ebenÜBdls  nach  der  Gleichung  8)  des  §  107 
berechnen  kann,  indem  man  darin  h^  statt  h  und  /,  statt  /,  femer 

—^ —  statt  c  setzt    Wenn  man  nunmehr  für  die  Flächen  F^  und 


F^  die  aus  Fig.  388  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt,  so  nimmt 
die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 


13) 


yF^y.F^  +  n{b+'^)f'.+ 


2tgio 
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14)     tgai: 


und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  die  Grösse  tg  lo 
den  Werth: 

2(yF-y,F,-yJh,)  ' 

Indem  man  endlich  die  Grösse  F,  dem  aus  Fig  388  fbr  diese 
Fläche  zu  entnehmenden  Werthe  gleichsetzt,  erhält  man  zur  Be- 
stimmung des  Winkels  £  die  Gleichung: 

A*  A* 

15)     F,=-5-^,    oder:     Ig«—       " 


2tg€ 


2F, 


Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  in  §  107  angenommenen  Werthe/«— ^ 

und  h  =»  24"^  för  die  beiden  Terrassen  gleiche  Höhen  annimmt,  also  A,  «^  Äj 
=  12'°  setzt,  und  ausserdem  für  die  in  Fig.  S8S  eingeschriebenen  Coefficienten 
die  folgenden  Werthe  annimmt: 

c^  =  240't»-,84,  qo  =  1500  Kil., 

^^^  «  272«S952,  ^'  =  1800    „ 

<7,«305»'»-,064,  5'i«2100    „ 

so  erhält  man  für  die  bei  der  obigen  Berechnung  zu  benutzenden  mittleren 
Coefficienten  die  Zahlenwerthe : 


-^-i^- 256,896,  .^4^ 


»272,952, 


/«1700,        yi=1600,        ^5^  =  1650,        ^8=1900, 
und  für  die  beiden  nach  der  Gleichung  8)  des  §  107  zu  berechnenden  Ent- 
lastungsgewichte die  Werthe: 

yF=  511  301,52, 
y,  ^1—101802,56. 
Mit  Benutzung  derselben  findet  man 
alsdann  nach   den  Gleichungen  14) 
und  15),  indem  man  ^a0"',5  setzt, 
die  Werthe: 

tg  öl  =  0,937,      oder:     öi  —  43»8', 
tg  fi  — 1,1316,    oder:       a  —  48»  32'. 

Auf  ähnliche  Weise  würde 
man  das  Böschungsprofil  auch 
für  den  in  Fig.  389  dargestell- 
ten Fall  berechnen  können,  bei 
welchem  die  ganze  Erdmasse 
aus  zwei  verschiedenen  über 
einander  liegenden  horizontalen 
..^^.;x<.......Ä.^         Schichten  besteht,  deren  jede 

für  sich  eine  homogene  Masse  bildet.     Für  diesen  Fall  wtlrde 
yj  =  y^  =  yj  und  y3  =  ?2  zu  setzen  sein,  und  für  die  bei  der 
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Berecbiinng  des  ganzen  Entlastnngsgewichtes  zu  benutzenden 
Mittelwerthe  würde  man  bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Ver- 
fahrens die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 

-y^^-2i^+(y^-y.)^^  oder- 

2tgÖ        2tgö  ^       2tgö       '    ^^'' 


kl 


16)     y^q,  +  -^-ig. 


ch 


sind 
17)    c  =  c^ 


^     Ci*. 


9i), 


sin  ß        sin  ö  ' 


oder: 


Wenn  man  z.  B.  ^,  >=  256,896,  c^  »  289,008,  j^i  «»  1600,  $^2  =  2000  und 
A2aiA|*»12'"  setzt,  so  wird  <?  =  272,952,  y=1700;  und  wenn  man  mit  Be- 
nutzung dieser  Mittelwerthe  die  Berechnung  des  vorigen  Zahlenbeispiels  wieder- 
holt,  so  erh&lt  man  die  Werthe: 

tg  »  —  0,9362,    oder :    a> «« 43«  7', 

tg«— 1,1316,    oder:     «=48<»32'. 


§  111. 
Erdmasse  mit  gielcbförmig  über  die  Oberfläche  vertheiiter  Beiastung. 

Die  Belastungsschicht  kann  man  sich  immer  —  wie  in  §  103 
mit  Bezug  auf  Fig.  874  erklärt  wurde  —  aus  einem  Materiale  be- 


Fig.  890. 


stehend  denken,  welches  dasselbe 
specifische  Gewicht  hat  wie  die  da- 
runter befindliche  Erdmasse  selbst. 
Der  Belastungstheil ,  welchen  das 
Erdprisma  ABC  zu  tragen  hat, 
ist  alsdann  nach  Fig.  390  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 
1)  P  =  y  .  Aj  .  Ä?  cos  €, 
und  wenn  man  hierin  für  die 
Grösse  o?  den  aus  der  Gleichung: 

2)     ^  ,^  s^P  ^«  ~  ^ 
/  sin  (a  —  e) 

zu  entnehmenden  Werth  einsetzt, 


so  erhält  man  fUr  diese  Belastung  den  Ausdruck: 

p^_  ykJcoB  €  sin  (a  —  d) 
sin  (a  —  fi) 


3) 
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Das  eigene  Gewicht  des  Erdprismas  ^^Chat  nach  §  106  (Glei- 
chung 3}  die  Grösse: 

4)  Q^y^^»i°(«-g), 

2  Sin  a 

und  f&r  das  Totalgewicht  des  belasteten  Erdprismas  erhält  man 
dnrch  Addition  der  letzteren  beiden  Gleichungen  den  Werth: 

5)  Q  +  p^yUmia^e){^ri—+     .V^^M- 

^         ^  'I2sina        sm  («  —  €)] 

Diesen  Ausdruck  hat  man  in  der  Gleichung  2)  des  §  106  an  die 
Stelle  von  Q  zu  setzen.  Jene  Gleichung  nimmt  alsdann  für  c  auf- 
gelöst die  folgende  Form  an: 

6)    c 2LJ     A_  +  4L?2ü_Uin(a-ö)8in(ö-9>). 

cos?)l2sma         sm(a  — €)J  /      v        t/ 

In  dieser  Gleichung  ist  für  den  Winkel  6  derjenige  Werth  ein- 
zusetzen ,  für  welchen  c  ein  Maximum  wird.  Bei  Vergleichung 
derselben  mit  der  Gleichung  4)  des  §  106  erkennt  man,  dass  die 
Function  des  Winkels  6  in  beiden  Gleichungen  dieselbe  Form  hat. 

Es  ist  daher  auch  hier  wieder  0  =  T^^  zu  setzen,  und  nach  Sub- 
stitution dieses  Werthes  nimmt  die  obige  Gleichung  für  h  auf- 
gelöst die  folgende  Form  an: 

... 2  c  sin  g  cos  (p    __  2A^8ingco8€ 

.    /  a— cp  V  sin  (a  —  £) 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem  in 
§  106  (Gleichung  10)  für  A  gefundenen  Werthe  ttberein,  und  stellt 

diejenige  Höhe  dar,  bei  welcher  die 
unbelastete  Erdmasse  gerade  noch 
im  Gleichgewichte  sich  würde  halten 
können.  Man  kann  daher,  indem 
man  diese  nach  §  106  zu  berech- 
nende Grenzhöhe  mit  H^  bezeichnet, 
der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

o,     ,        rj        2AjSinacos6 
sm  (a  —  £) 

Wenn  die  Oberfläche  der  Erd- 
masse eine  horizontale  Ebene  bildet, 
Fllr  den  in  Fig.  391  dargestellten 


Fig.  891. 

/ 
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F 

>  ist  hierin  €  =  0 
all  wird  also: 

zu 

setzen. 
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9)    h==H,  —  2h,    oder:     h,=  ^\'' 


Für  (f  <—  30^  und  a  »  45"  wurde  in  der  am  Schlüsse  des  §  1 06  berech- 
neten Tabelle  der  Werth:  H^  «=  13,76  .  h^  gefunden.  Wenn  also  z.  B.  Äo  =  2" 
ist,  so  wird  für  diesen  Fall  H^  -«  27%52.  Bei  dieser  Höhe  würde  die  unbelastete 
Erdmasse  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtes  sich  befinden.  Wenn  die  wirk- 
liche Höhe  h  kleiner  ist  als  27<",52,  so  wird  die  Erdmasse  auf  ihrer  horizon- 
talen Oberfläche  noch  eine  Belastungsschicht  tragen  können  von  der  Höhe: 

,         27,52  —  h 
K^ 


/' 


So  z.  B.  erhält  man  für  h  =  17'°,52  den  Werth  ä,  =5";  d.  h.  wenn  die  Be- 
lastungsschicht  dasselbe  specifische  Gewicht  hat  wie  die  Erdmasse  selbst,  so 
dürfte  die  Höhe  der  ersteren  höchstens  5"  betragen.  Wenn  dagegen  das  spe- 
cifische Gewicht  der  Belastungsschicht  z.  B.  doppelt  so  gross  wäre  als  das  der 
Erdmasse,  so  dürfte  die  Höhe  der  Belastungsschicht  nicht  mehr  als  2<°,5  betragen. 

§  112. 
Erddnick  gegen  Futtermauern. 

Wenn  bei  dem  Hinabgleiten  des  Erdprismas  ^  -B  C  die  Mauer 

entweder  fortgeschoben  oder  umgekippt  wird,  so  setzt  sich  der 

von  letzterer   auf  das   Erdprisma   übertragene  Gegendruck  zu- 

pig  392.  sammen    aus   dem   horizontal 

gerichteten  Normaldrucke  und 

dem  vertical  aufwärts  gerich- 

~^  teten        Reibungswiderstande 

/,^^  V  .         (Fig.  892).    Der  Winkel,  wel- 

^^,  ,       Y     l  /*  *  '       chen    die    Mittelkraft    dieser 

M  1    *     I   •  An        *       beiden  Kräfte   mit  der  Hori- 

*^   ^/-  • ,  '  *  -        zontalen  bildet,  ist  gleich  dem 

V*      ^'V^  *    .  *    *       natürlichen  Böschungswinkel  y 

/         "       l  * .       zu  setzen,  da  man  annehmen 

\  darf,  dass  der  Keibungscoeffi- 

'^^ — '       cient  für  das  Gleiten  der  Mauer 

längs  der  Erdmasse  dieselbe 
Grösse  hat  wie  der  Keibungscoefficient  im  Innern  der  Erdmasse. 
Wenn  man  von  den  auf  das  Erdprisma  ABC  wirkenden  Kräften 
eine  jede  in  zwei  Seitenkräfte  zerlegt,  von  denen  die  eine  parallel, 
die  andere  rechtwinklig  zu  der  Gleitfläche  AC  gerichtet  ist,  und 
alsdann  flir  jede  von  diesen  beiden  Richtungen  die  algebraische 
Summe  der  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  so  gelangt  man  nach 
Fig.  392  zu  den  beiden  Gleichungen: 


'■-  'T. 
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1)  0  =  Dco^{d  —  q)+fX—Qsiae, 

2)  0  =  xV  —  C  C08  Ö  —  />  sin  (ö  —  y). 

Nach  SnbBtitntion  des  ans  letzterer  fbr  A^  zu  entnehmenden  Aus- 
druckes erhält  man  aus  der  ersteren  ftlr  2>  den  Werth: 

Q^     n  Q(8ing— /eosg)  ,^^. 

3)  x>  = -Q \  t   ^  ' — 7n r»    oder: 

cos  (ö  —  (p)  +/8in  (ö  —  y) 

4)  j-  Qsince-y) 
^  C08(ö~29?) 

Für  den  in  Fig.  892  dargestellten  Fall  ist  Q  =  ^^rs"  zu  setzen, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  obigen  Glei- 
chung auch  die  folgenden  Formen  geben: 

yh^  sin  (6  —  y) 


5)    D'. 


6)    2>  = 


2tgöcos(ö  — 2y) 

y  A'  cos  y  (tg  ö  —  tg  g>) 
2co82ytg0(l-ftgÖtg2g)) 


7) 


^  ^  yA'^cosy  ^ tg  g 


2co82y  (  l+tgötg29) 
Hierin  ist  fbr  die  Grösse  tg  d «»  o?  derjenige  Werth  einzusetzen, 
für  welchen  D  ein  Maximum  wird.  Um  diesen  Werth  zu  finden, 
hat  man  den  Differenzialquotienten  des  eingeklammerten  Aus- 
druckes, nach  ^  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält  dann 
eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

l_JgJL 

9)    ^-2.tgy=-^ 

nnd  findet  durch  Auf lOsnng  derselben  ftir  die  Grösse  ^  =>  tg  d 
den  Werth:  

10)    x-tg9>  +  }/-^^  +  lgg.',    oder: 


11)    .=./+!/!+£  = 


2       -tgÖ. 

Wenn  man  nunmehr  ftlr  den  eingeklammerten  Ausdruck  in  Glei- 
chung 7)  den  aus  Gleichung  8)  zu  entnehmenden  Ausdruck  einsetzt, 
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nnd  nachher  für  x  den  gefundenen  Werth  darin  substitmrt,  so 
gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


12)    D 
13) 


oder: 


4  cos  qp .  x^ 


Wenn  hierin  z.  B.  ^p  =  30®  gesetzt  wird,  oder  /=«  — =  =  0,577  35,  so  wird: 

y3 

14)  />  =  0,148  61.  yÄ«. 

Für  die  horizontale  und  verticale  Seitenkraft  des  Erddrackes  ergeben  sich 
hiernach  resp.  die  Werthe: 

15)  Ä  =  i>  cos  9>=«  0,1287.  yÄ*, 

16)  F  =-  i>  sin  y  «=  0,0743  .  y  Ä«. 

Um  die  Gleichung  4)  auf  den  in  Fig.  393  dargestellten  Fall 
anzuwenden,  hat  man  darin  für  Q  den  in  §  100  (Gleichung  3) 

gefundenen  Werth  einzusetzen; 


Fig.  898. 


man  erhält  dann  die  Gleichung : 

7^  _  _y*lC08JP_C08Ö 

^'^  ^~  2co8(Ö-29))' 
und  überzeugt  sich  auf  die- 
selbe Weise  wie  in  §  100,  dass 
die  Grösse  D  ein  Maximum  wird 
für  ö  =  y.  Für  diesen  Fall  ist 
also: 

18)    2>  =  Jl-.cos9. 


20)  ß-^Dcosf^ 

21)  r  =  />  sin  9>  = 


Wenn  man  hierin  wie  ohen 
97  =  30®  setzt,  so  erhält  man  die  fol- 
genden Werthe: 

19)    D« 0,433. yÄ*, 
0,375 .  yh\ 
0,2165. /Ä«. 


§  113. 
Gleichgewicht  der  Mauer  in  Bezug  auf  Gleiten. 

Die  Stärke  der  Mauer  muss  so  gewählt  werden,  dass  dieselbe 
durch  den  Erddruck  weder  anf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben 
noch  umgekippt  werden  kann.    Man  hat  daher  die  Berechnung 
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"^ 


der  erforderlichen  Manerstärke  in  der  Weise  anszaitthren,  dass 
man  ftlr  jeden  dieser  beiden  Fälle  einzeln  genommen  die  der 
Bedingung  des  Gleichgewichtes  entsprechende  Dicke  der  Mauer 
berechnet,  und  nachher  von  den  beiden  gefundenen  Werthen  den 
grösseren  auswählt. 

Diejenige  Stärke,  welche  die  Mauer  mindestens  haben  mttsste, 
um  nicht  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschobenzu  werden,  findet 
man  nach  Fig.  394,  indem  man  die  horizontale  Seitenkraft  des  £rd- 

druckes  gleich  dem  Reibungswider- 
Fig.  894.  Stande  setzt,  aus  der  Gleichung: 

1)  /(G+r)=a 

Wenn  mit  y,  das  Gewicht  des 
Mauerwerkes  pro  Gubikeinheit  be- 
zeichnet wird,  so  ist  hierin: 

2)    ö  =  y,AA 

zu  setzen,  und  nach  Substitution 
dieses  Ausdruckes  erhält  man  für 
das  Verhältniss  der  Mauerdicke  zur 
Mauerhöhe  den  Werth: 

Um  hiemach  für  den  in  Fig.  392  dargestellten  Fall  die  er- 
forderliche Mauerstärke  zu  berechnien,  hat  man  für  j?  und  Fresp. 
die  in  den  Gleichungen  15)  und  16)  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fondenen  Werthe  zu  substituiren ;  die  obige  Gleichung  nimmt  dann 
die  folgende  Form  an: 

4)    |-(i!fl-«,07431 


m  "0 


t«: 


W 


Jff.'-  "k^ 


m 


^(ö+n 


Wenn  man  hierin  —  —  0,8  und  /i 


so  erhält  man  den  Werth: 


tg  30<^  =  —=-  setzt, 

y  3 


5)    -^=0,1189. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  den  in  Fig.  393  darge- 
stellten FaU,  indem  man  für  die  Grössen  H  und  V  die  in  den 
Gleichungen  20)  und  21)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Ausdrücke  einsetzt,  den  Werth: 
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6)    |=(^_  0,2165)^.    oder: 


"!■ 


'0,3464. 


Die  wirkliche  Stärke  der  Mauer  muss  demnach  im  ersteren  Falle 
grösser  als  0,1189  .A,  im  letzteren  Falle  grösser  als  0,3464  .  h  ge- 
wählt werden. 

§  114. 
Gleichgewicht  der  Mauer  in  Bezug  auf  Drehung. 

Um  diejenige  Stärke  zu  finden,  welche  die  Mauer  mindestens 
haben  muss,  wenn  dieselbe  durch  den  Erddruck  nicht  umgekippt 
werden  soll,  wttrde  man  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  der  drei  Kräfte  H^  F,  G  in  Bezug  auf  die  Aussenkante 
gleich  Null  zu  setzen  haben  —  entsprechend  dem  Grenzfalle,  in 
welchem  die  Mittelkraft  jener  dr^i  Kräfte  durch  die  Drehkante 
selbst  hindurchgeht.  Die  auf  solche  Weise  berechnete  Mauerstärke 
wttrde  jedoch  nur  dann  als  wirklich  genttgend  zu  betrachten  sein, 
wenn  die  Mauer  aus  absolut  festem  Materiale  bestände,  da  der 
Druck  pro  Flächeneinheit  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt, 
sobald  der  Druck  auf  eine  Linie  sich  con- 
centrirt,  anstatt  auf  eine  Fläche  sich  zu 
vertheilen. 

Um  eine  wirklich  genttgende  Mauerstärke 
zu  erhalten,  hat  man  die  bei  obiger  Berech- 
nung anzunehmende  Drehachse  weiter  nach 
innen  zu  verlegen.  Da  die  Mauer  als  ein 
elastischer  Balken  betrachtet  werden  kann, 
welcher  durch  jene  drei  Kräfte  sowohl  ge- 
bogen als  auch  in  seiner  (verticalen)  Längen- 
richtung zusammengedrttckt  wird,  und  wel- 
cher zugleich  (wegen  der  horizontalen 
Fugenschnitte)  unfähig  ist,  Zugspannungen 
anzunehmen,  so  empfiehlt  es  sich,  der  obigen 
Berechnungsweise  eine  solche  Lage  der  Dreh- 
achse zum  Grunde  zu  legen,  bei  welcher  ftlr 
die  grösste  in  diesem  Balken  hervorgebrachte 
Zugspannung  der  Werth  Null  sich  ergiebt 
Da  der  horizontale  Querschnitt  der  Mauer  die  Form  eines  Rechtecks 
hat,  so  wird  diese  Bedingung  erfüllt  werden,  wenn  die  Drehachse 


Ji 


^^■my^t 


2 


^Mä 


6 
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im  Abstände  -rr  ▼on  der  Aussenkante  (oder  im  Abstände  -^  von 
o  o 

der  Mitte)  angenommen  wird.*)  Indem  man  demgemäss  die  alge- 
braische Somme  der  statischen  Momente  der  drei  Kräfte  H^  r,  G 
in  Bezng  anf  den  Drehpunkt  «/gleich  Null  setzt,  erhält  man  nach 
Fig.  895  die  Gleichung: 

1)    o  =  (?.-^+r.|-*-//.a, 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  G^^y^bh  auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 

Durch  Anflösong  derselben  erhält  man  für  das  Verhältniss  der 
Manerstärke  znr  liaaerhChe  den  Werth: 


£ine  im  Abstände  «  von  der  Achsenrichtung  des  Balkens  parallel  zu 
derselben  wirkende  Druckkraft  K  kann  ersetzt  werden  durch  ein  Kräftepaar 
vom  Momente  K ,  b  und  eine  in  die  Achsenrichtung  selbst  fallende  Einzel- 
kraft K  Letztere  bringt  eine  gleichförmig  über  die  Querschnittsfläche  F  ver- 
theilte  Druckspannung  ?on  der  Grösse: 

pro  Flächeneinheit  hervor.  Indem  man  diese  Spannung  der  von  dem  Biegnngs- 
momente  K,b  herrührenden  grössten  Zugspanoung: 

gleichsetzt,  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse  «  die  folgende  Gleichung : 


Wenn  der  Querschnitt  ein  Rechteck  ist  von  der  Höhe  ^  »■  2  n;,  so  ist  !{;  —    ^ 
zu  setzen,  und  es  wird: 

b 

Bei  dieser  Grösse  des  Hebelarmes  s  findet  in  der  Querschnittsfläche  überall 
nur  Druckspannung  statt,  welche  an  dem  einen  Ende  des  Querschnitts  den 

Werth  Null,  am  anderen  Ende  den  Werth  5  —  2  -rr  pro  Flächeneinheit  annimmt. 

Das  obige  Resultat  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Kraft  K  die 
der  Achsenrichtung  parallele  Seitenkraft  einer  unter  beliebigem  Neigungs- 
winkel gegen  die  Querschnittsfläche  wirkenden  Druckkraft  R  bildet,  da  die 
andere  —  der  Querschnittsfläche  parallel  wirkende  •  Seitenkraft  von  R,  als 
Abscheerungskraft  wirkend,  bei  obiger  Berechnung  der  Zug-  und  Druck-Span- 
nungen unberücksichtigt  gelassen  werden  darf. 
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Für  den  in  Fig.  392  dargestellten  Fall  hat  man  hierin  (nach 

§112)  die  Werthe:  fl'— 0,1287.  yA^   V^0fiU3.yk%  -J-  =  4- 

zu  substituiren,  und  wenn  man  zugleich  (wie  im  vorigen  Para- 

5 
graphen   geschehen)   yj=  — y  setzt,  so  erhält  man  den  Werth: 

4)  ~-  =  0,35. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  den  in  Fig.  393  darge- 
stellten  Fall,   indem    man:    H=  0,37b  .yk%    F=  0,2165  .  yA*, 

-T"  =  "ö">  yt  ==-7-  y  setzt,  den  Werth: 

5)  ^==Ofi' 

Bei  der  auf  solche  Weise  berechneten  Futtermauer  würde  die  grösste 
in  derselben  heryorgebrachte  Druckspannong  pro  Fl&cheneinheit  zu  berechnen 
sein  aus  der  Gleichung: 

6)  5« 5 

Bei  sehr  grosser  Höhe  der  Mauer  würde  man  den  obigen  Werth  mit  der 
practisch  zulässigen  Druckspannung  des  Materials  zu  vergleichen  haben,  und 
faUs  eine  Ueberschreitung  dieser  Grenze  sich  herausstellen  sollte,  die  Mauer- 
stärke  entsprechend  zu  vergrössern  haben. 

§  115. 
Erddruck  gegen  geneigte  Mauerflächen. 

Bei  dem  in  Fig.  396  dargestellten  Falle  weicht  die  Richtungs- 
linie des  activen  Erddruckes  um  den  Winkel  €-\-(p  von  der  Hori- 
zontalen ab,  und  schliesst  demnach  mit  der  Gleitfiäche  A  C  den 
Winkel  6  —  {€  +  (p)  ein.  Nach  der  Theorie  der  schiefen  Ebene 
nimmt  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  gegen  Hinabgleiten  des 
Erdprismas  ^ £  C  fttr  diesen  Fall  die  /olgende  Form  an: 
l)0=Z>cos{ö-(€-f-<)P)}+/{Qcosö+i>sin[ö— (e+g))]}— QsinÖ. 

Wenn  man  hierin/= ^  setzt,  so  erhält  man  durch  Auflösung 

dieser  Gleichung  für  D  den  Werth: 
2)    n^        Qsin(0--y) 

cos{ö  — (€  +  2r/?)} 
Das  Gewicht  des  Erdprismas  ABC  hait  nach  Fig.  396  die 
Grösse: 

^)     ^^=        2        ^  2tgö  ' 
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und  nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  kann  man  der  vorher- 
gehenden Gleichung  die  folgende  Form  geben: 

tgy 


*\     n—llL         sin  {e  —  y) 
^2       cos{Ö-(«+2y)} 


5)  D^j'^r.i 


2cos(cH-29)) 


1 


tg0 


1 


^  +  tg(«  +  2g,) 


(^^+w)' 


Hierin  ist  für  die  Grösse  tg  Ö  derjenige  Werth  einzusetzen,  fttr 

welchen  D  ein  Ifaxi- 
mum    wird.      Wenn 


Fig.  896. 


man       ^  =  w  setzt, 

so  kann  das  Prodnct 
derbeideneingeklam- 
merten  Factoren  als 
Function  von  x  mit 
F{x)  bezeichnet  wer- 
den, und  wenn  man 
zugleich  abkürzungs- 
weise :  tg  9  =  ^, 
tg  (€  +  2  (jp)  =  5, 
tg  €  =  C  setzt,  so 
wird: 

6)    F{x)= ^-p-g 

Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieser  Function  gleich  Null 

setzt,  erhält  man  eine  Gleichung'*'),  welcher  man  die  folgende  Form 

geben  kann: 

C  +  (\—AC)x-'Ax'         (1  ^AO  —  'lAx 

x-{-B  1 

und  wenn  man  den  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdruck  für 
F{x)  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


8)    D 


yA'cosy       (i_^c_2^^),    oder: 

2cos(€  +  29))   ^  ' 


♦)  Wenn  -^  ein  Biuch  ist,  dessen  Z&hler  und  Nenner  Functionen  von  x 
sind,  so  führt  das  Null-Setsen  des  Differenzialquotienten  dieses  Bruches  zu 
der  Gleichung:  -^  =  -^^  • 


Bitter,  Ingeniear-Xeflhjuiik.  2.  Aufl. 


21 
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Die  Grösse  «r  ist  nach  Gleichung  7)  zu  berechnen,  welcher 
man  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

10)  0^4-2507  =  -^  — -5-  —  5a 

Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  x  den  Ausdruck: 

oder: 


11)      X 


-B+yB'+^-^- 


BC. 


12) 


X tg(a  +  2y)  +  ]/tg(«  +  2y)«+-^^'^^^^y    ^'— tg(g+2y)tgg. 

Wenn z.B.9)=30® und  «=-15« ist,  so  wird:  o:-« 0,6186  und  i>=0,22.yA-. 
FOr  die  beiden  Seitenkräfte  des  Erddnickes  ergeben  sich  hiernach  die  Werthe: 


Fig.  397.  ^^      13)    /r=2)co8(fi  +  f) 

=  2>  cos  45«  =  0,155. ;'Ä*, 
14)  F=2>8in(e  +  f) 
=  i>  sin  45»=  0,155. yA*. 
Die  Gleichung  2) 
kann  auch  fär  den  in 
Flg.  397  dargestellten 
zur  Berechnung  des 
Erddruckes  benutzt 
werden.  Für  diesen 
Fall  hat  man  nach 
Fig.  897: 

,5,  Q_J1.3fM 

y      h 
=  -^ ;3?COS(flp— f) 

2    C086  ^ 

zu  setzen  und  die  in 
i  der  Figur   mit  s  be- 

zeichnete Grösse  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

oder: 


...         z  sin  (90^  +  6-0) 

1d)  = ; 7^ r } 

AB  sm  (Ö  —  qp) 


17) 


h  cos  iß  —  b) 


cos  €  sin  (Ö  —  q)) 

Nach  Substitution  des  letzteren  Werthes  erhält  man  für  das  Ge- 
wicht Q  den  Ausdruck: 

.^.     Q yA'  cos  (y  —  i)  cos  iß —  g) 

^    ^~        2cos€*sin(ö  — (p)        ' 
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und  mit  Benntzang  desselben  kann  man  der  Gleichung  2)  nunmehr 
die  folgende  Form  geben: 

19)  j>^M'co8(7>-e)co8(e-e) 

2  cos  e*  cos  (ö  —  fi  —  2  (p) 

20)  j^y^'<^<>s(7^  — g)     l 1 1 

2cos€*  lcos2qp+tg(Ö— e)sin29)J* 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  letzteren  Ausdruckes,  dass 

(wie  in  §  100)  auch  hier  wieder  ß  gleich  q>  zu  setzen  ist,  und 

wenn  man  diese  Substitution  in  Gleichung  19)  ausführt,  so  erhält 

man  für  D  den  Werth: 

21)  D=  y^'<^Q8(y  — g)' 

2c08fi'C08(GP  +  e) 

Wenn  man  auch  hier  wieder  q>  =  30®  und  «  =  15<*  setzt,  so  wird  D  =  \__- , 

1/2 
und  es  ergeben  sich  für  die  beiden  Seitenkräfte  des  Erddruckes  die  Werthe: 

22)  if«i>co8(9>  +  «)«-^-^, 

y2  2 

23)  r=2)sin(^  +  «)  =  -^  =  i^. 

^2  2 

Für  9>  =  30«  und  ««=— 150  erhält  man  auf  gleiche  Weise  die  Werthe: 
i>=» 0,278. yÄ«  und: 

24)  Ä  =  i>  cos  (9?  —  «)  =  0,26855  .  yh\ 

25)  V=J)  sin  (9>  —  «)  =  0,07295  .  y  h\ 

§  116. 
Berechnung  einer  Fottermauer  von  trapezfSrmigem  Querschnitte. 

Das  Gewicht  der  Futtermauer  ist  nach  Fig.  398  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

1)  ö=y.ÄÄ-24^-^:ÄiL, 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  der  Gleichung  1)  des  §  1 13  substituirt^ 

so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  das  Verhältniss  -r- 
den  Werth: 

Wenn  man  hierin  «  «  15®  => «,  und  /^  =  tg  30®  =  setzt,  so  erhält 

man  mit  Benutzung  der  Gleichungen  22)  und  23)  des  vorigen  Paragraphen, 

indem  man  zugleich  wieder  /,»--/  setzt,  für  den  in  Fig.  397  dargestellten 
Fall  den  Werth: 

3)     j«0,56, 

21* 
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und  wenn  man  ein  anderes  Mal  mit  Beibehaltung  der  übrigen  Zahlenwerthe 
£  =  —15®  setzt,  so  erhält  man  mit  Benutzung  der  Gleichungen  24)  und  25) 

des  vorigen  Paragraphen  den  Werth : 


Fig.  898. 


Ä.tir^ 


^Ml^ 


-i- 


*  0,1277. 


y/ 


Die  Sicherheit  des  Gleichgewichts 
gegen  Gleiten  erfordert  demnach, 
dass  die  wirkliche  Stärke  der  Mauer 
an  der  Basis  im  ersteren  Falle  grösser 
als  0,56 .  h,  im  letzteren  Falle  grösser 
als  0,1277  ./t  gewählt  werde. 


,'f      ..  '  Um  denjenigen  Werth  von  ft 

zu  finden,  welcher  der  Bedin- 

i:,  )r  gung  des  Gleichgewichtes  gegen 

^-  f  V  J  Drehung  entspricht,  hat  man 

j^  ,,  wiederum  das  in  §  11 4  erklärte 

'"     ^7~  r  I  ^((7+F)  Verfahren  anzuwenden,  und  er- 

hält nach  Fig.  399,  indem  man 
die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  J  gleich  Null  setzt,  die  Gleichung: 


Fig.  399. 


rl. 

k 

1 
\ 

Y 
2    > 

Wenn  man  abktlrzungsweise  den  Ausdruck 

2F 
— Tö tg  €  mit  V  bezeichnet,  so  kann 

man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende 
Form  geben: 

^)  (iy-(T)(-^) 

und  erhält  durch  AaflOsung  dieser  Glei- 
chung für  das  Verhältniss  -r-  den  Werth : 


^)+>'h^)'- 


+  » tg  e  +  tg  €* 
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Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  erh&It  man  aus 
dieser  Gleichung  für  «  =  -f  15®  den  Werth: 

8)     -J--0,54, 

und,  wenn  man  ein  anderes  Mal  8  =  —lb^  setzt,  so  erh&lt  man  den  Werth: 

'•  0,084. 


.,  i, 


Bei  Yergleichung  dieser  Werthe  mit  den  oben  in  Gleichung  3)  und  Gleichung  4) 
gefundenen  Zahlenwerthen  erkennt  man,  dass  in  beiden  Fällen  die  Sicherheit 
des  Gleichgewichtes  gegen  Gleiten  hinsichtlich  der  wirklich  zu  w&hlenden 
Mauerst&rke  den  Ausschlag  giebt. 

Wenn  -^^tge-^-tga^^  wird,  so  geht  der  trapezförmige  Querschnitt  in 

einen  dreieckigen  Querschnitt  über.  Die  Gültigkeit  der  oben  gefundenen  Glei- 
chungen ist  daher  stets  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  der  berechnete  Werth 

des  Verhältnisses  -r  nicht  kleiner  als  tg«  +  tg«,  ausfällt. 


§  117. 
Einfluss  der  ErschOtterungen. 

In  §  97  wurde  bereits  erklärt,  dass  die  Bestimmung  der  wirk- 
lichen Grösse  des  Erddruckes  eine  Aufgabe  ist,  welche  im  Allge- 


Fig.  400. 


meinen  der  Rechnung 
sich  entzieht;  dass 
vielmehr  immer  nur 
gewisse  Grenzwerthe 
sich  ermitteln  lassen, 
von  welchen  man  be- 
haupten darf,  dass 
^  die  Grösse  des  wirk- 
lichen Erddruckes  zwischen  denselben  liegen  muss.  Die  Bedeutung 
dieser  beiden  Grenzwerthe  kann  man  sich  mittelst  der  beiden  Figuren 


Fig.  401. 


400  und  401  veran- 
schaulichen. Denkt 
man  sich  die  beiden 
parallelepipedischen 
Blöcke,  zwischen  wel- 
chen  die  Erdmasse 
sich  befindet,  das  eine 
Mal  in  der  Richtung 
nach  aussen  hin  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  verschoben  und 
dann  festgelegt,  so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  400  dargestellten 
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yh^y^+r 


Falle  des  activen  Erddruckes.  Für  diesen  Fall  ist  (nach  §  112, 
Gleichung  13)  der  wirkliche  Erddruck  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

Wenn  man  sich  ein  anderes  Mal  die  beiden  Blöcke  um  eine 
unendlich  kleine  Strecke  nach  innen  hin  verschoben  und  dann 
festgelegt  denkt,  so  erhält  man  den  in  Fig.  401  dargestellten  Fall 
des  passiven  Erddruckes.  Fttr  diesen  Fall  ist  der  wirkliche 
Erddruck  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


2) 


A  = 


i-f^V^' 


welche  man  aus  der  vorhergehenden  ableitet,  indem  man  darin 
die  Grösse  +/mit  der  Grösse  —/vertauscht.    Die  Richtungs- 


Fig.  402. 


Wenn  man  beispielsweise  /=  tg  30^ 


linie  des  Erddruckes 
weicht  in  dem  erste- 
ren  Falle  nach  oben, 
in  dem  letzteren  nach 
unten  hin  um  den 
Reibungswinkel  9)  von 
der  Horizontalen  ab. 

,—   setzt,  so  wird 


D,  =  0,14S6  .  yk*  und  A  =  5,048  .  yk\  Das  Verhältniss  des 
passiven  Erddruckes  zu  dem  activen  hat  demnach  in  diesem 
Falle  die  Grösse: 


3)     ^ 


33,97. 


Bei  dem  Uebergange  aus  dem  activen  Zustande  in  den  passiven 
wtlrde  also  der  Druck  nahezu  auf  das  34-fache  sich  steigern,  und 
zugleich  die  Richtungslinie  desselben  um  einen  Winkel  von  60** 
sich  drehen. 

Man  erkennt  an  diesem  Beispiele,  dass  die  Schätzung  des 
wirklichen  Druckes  in  einem  bestimmten  vorliegenden  Falle  mit 
einem  beträchtlichen  Grade  von  Unsicherheit  behaftet  ist,  so  lange 
nicht  die  Art  und  Weise  genau  bekannt  ist,  auf  welche  die  Erd- 
masse in  den  gegebenen  Zustand  gebracht  wurde.    Die  beiden 


Digitized  by 


Google 


£inflass  der  ErschQtteruDgen.  327 

Figoren  400  nnd  401  repräsentiren  künstlich  hervorgebrachte 
Spannungszustände  der  Erdmasse,  welche  als  Abweichungen  von 
einem  gewissen  mittleren  nattlrlichen  Znstande  derselben  be- 
trachtet werden  können.  Als  solcher  nattlrlicher  Znstand  wird 
derjenige  anzusehen  sein,  bei  welchem  die  Druckrichtung  weder 
nach  oben  noch  nach  unten  hin  von  der  Horizontalen  abweicht, 
oder  derjenige  Zustand,  welcher  dem  Werthe  y  — 0  entspricht 
(Fig.  402).  In  diesen  natürlichen  Zustand  wird  die  Erdmasse  über- 
gehen, sobald  durch  Erschütterungen  (z.  B.  durch  Hammerschläge 
gegen  die  Platte,  welche  der  Erdmasse  als  Unterlage  dient)  der 
Einfluss  der  Reibung  ganz  zum  Verschwinden  gebracht,  und  in 
Folge  dessen  jener  künstliche  Spannungszustand  aufgehoben  wird.*) 
In  allen  solchen  Fällen  also,  wo  die  Erdmasse  starken  Erschütte- 
rungen ausgesetzt  ist,  wird  man  den  Erddruck  nach  der  für  hydro- 
statischen Druck  geltenden  Gleichung: 

4)    B-1^ 

zu  berechnen  haben,  in  welche  die  Gleichungen  1)  und  2)  über- 
gehen, sobald  darin  der  ReibungscoefGcient  /  gleich  Null  gesetzt 
wird. 

Auf  diesen  Umstand  hat  man  bei  der  Berechnung  der  Futter- 
mauem  Rücksicht  zu  nehmen.  Nur  dann,  wenn  im  Innern  der 
Erdmasse  ein  gewisser  Grad  von  Cohäsion  stattfindet,  wird  man 
daraufrechnen  dürfen,  dass  jener  dem  activen  Drucke  entsprechende 
Spannungszustand  auch  bei  Erschütterungen  noch  fortdauert.  An- 
dernfalls wird  es  erforderlich  sein,  entweder  durch  Wahl  einer 
grösseren  Mauerstärke  oder  durch  künstliche  Hervorbringung  einer 
gewissen  Cohäsion  in  dem  angrenzenden  Theile  der  Erdmasse  die 
gehörige  Sicherheit  der  Stabilität  herzustellen. 


*)  Vergl.  „Technische  Mechanik*  (fünfte  Aufl.)  §  87. 
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Theorie  der  Sttttzlinien  und  Berechnung  der 

Gewölbe. 


§  118. 


StiHzIinieii  und  Belastungslinien.*) 

Bei  dem  in  Fig.  403  dargestellten,  an  zwei  festen  Pnnkten 
unterstützten  Körper  ist  die  Bestimmung  der  von  den  beiden  Unter- 

stütznngspnnkten      ge- 
^^^-  *^*  leisteten     Gegendrücke 

eine  unbestimmte  Auf- 
gabe, insofern  die  Gleich- 
gewichts -  Bedingungen 
nur  erfordern,  dass  die 
Riehtungslinien  dieser 
beiden  Kräfte  mit  der 
RichtuDgslinie  des  Ge- 
wichtes G  in  einem 
Punkte  zusammentref- 
fen. Dieser  Bedingung 
kann  auf  unendlich  yiele 
verschiedene  Arten  Ge- 
nüge geleistet  werden, 
und  je  nachdem  für  den  Durchschnittspunkt  jener  drei  Kräfte  eine 
höhere  oder  tiefere  Lage  angenommen  wird,  ergeben  sich  fttr  die 
beiden  Gegendrücke  andere  Grössen  und  Richtungen. 

Jene  Aufgabe  hört  jedoch  auf,  eine  unbestimmte  zu  sein, 
sobald  auf  die  in  Fig.  404  angedeutete  Weise  der  Körper  durch 
einen  Verticalschnitt  in  zwei  getrennte  Hälften  zerlegt  ist,  welche 
in  einem  bestimmten  gegebenen  Punkte  C  der  Schnittfuge  einander 

•)  Vergl.  Schwedler'B  »Theorie  der  Stützlinie«  (Berliner  Zeitachrift 
für  Bauwesen,  Jahrgang  1859). 
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gegenseitig  berühren  und  unterstützen.    Fttr  den  Drucke  welchen 
die  beiden  Hälften  an  dieser  Stelle  auf  einander  gegenseitig  ttber- 

tragen,  ergiebt  sich  bei 
Fig.  404.  ^gy  lii^r  vorausgesetzten 

Symmetrie  Sine  horizon- 
tale Richtongslinie,  und 
die  Grösse  dieses  Hori- 
zontaldrnckes  H  wtlrde 
man  berechnen  können, 
indem  man  bei  einer 
von  den  beiden  Hälften 
die  statischen  Momente 
der  beiden  Kräfte  /innd 

Y"  ^^  Beziig  aiif  den  be- 
treffenden festen  üntersttltznngspnnkt  einander  gleich  setzt  (oder 
anchy  indem  man  die  Kraft  H  so  wählt,  dass  die  Mittelkraft  von 

den  beiden  Kräften  H  und  -^  durch  den  betreffenden  festen  Un- 

terstütznngspunkt  hindurchgeht). 

Mit  der  Lage  der  drei  Punkte  A^  B,  C  ist  zugleich  auch  die 
Lage  der  Stelle  M  festgelegt,  an  welcher  in  irgend  einer  beliebigen 
anderen  hindurchgelegten  verticalen  Schnittfuge  die  beiden  angren- 
zenden Theile  des  Körpers  einander  gegenseitig  würden  unterstützen 
müssen  (Fig.  405).  Man  findet  diese  Stelle  il/,  indem  man  den  Durch- 


Fig.  405. 


Schnittspunkt  con- 
struirt,  in  welchem 
jene  Fuge  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  Hund  Q 
(öder  auch  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  W  und 
P)  geschnitten  wird. 

Denkt  man  sich 
ausser  jenen    zwei 
"T-  (in  Fig.  406  ange- 

gebenen) Schnittfugen  auch  an  allen  übrigen  Stellen  verticale 
Schnittfngen  hindurchgelegt,  und  auf  solche  Weise  den  Körper 
(dessen  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  gerichtete  Dimension  überall 


^^^5^ 
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gleich  gross  voransgesetzt  wird)  in  ein  System  von  unendlich  dünnen 
Platten  oder  Streifen  zerlegt,  so  erkennt  man,  dass  mittelst  des 

oben  erklärten  Ver- 
fahrens fftr  jede  ein- 
zelne dieser  Schnitt- 
fogen  die  Lage  des 
Stützpunktes  ermit- 
telt werden  kann,  und 
dass  der  Inbegriff  aller 
dieser  auf  solche 
Weise  ermittelten 
Stützpunkte  nunmehr 
eine  stetig  gekrümmte  Linie  A  CB  bilden  wird  (Fig.  406).  Diese 
krumme  Linie  wird  die  Stützlinie  genannt. 

p.  Man  überzeugt  sich 

leicht,  dass  die  Form 
dieser  Stützlinie  keine 
Aenderung  erleiden 
wird,  wenn  an  irgend 
einer  Stelle  der  zwi- 
schen zwei  benach- 
barten Schnittfugen 
befindliche  Streifen 
vertical  aufwärts  oder 
vertical  abwärts  um 
eine  beliebige  Strecke  verschoben  wird  —  vorausgesetzt,  dass  diese 
Verschiebung  innerhalb  der  durch  die  Lage  der  Stützpunkte  iW,  A' 


K- 


yi- 


B 


Fig.  408. 


bedingten  Grenzen  bleibt 
(Fig.  407).  Denkt  man 
sich  die  sämmtlichen 
Streifen  so  weit  nach 
oben  verschoben,  dass 
die  untere  Begren- 
zungscurve  des  ganzen 
Systems  durch  die  Stütz- 
linie  selbst  gebildet  wird, 
so  erhält  man  in  der 
oberen  Begrenzungs- 
curve  eine  Linie,  welche  in  ihrer  Form  das  Gesetz  erkennen  lässt, 
nach  welchem  die  Totalbelastung  über  die  Horizontalprojection  ver- 


wm:^^^ 
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theilt  ist  Diese  obere  Begrenzungscurve  DE  wird  die  Bela- 
stnngslinie  genannt  (Fig.  408).  Man  erkennt,  dass  die  Form 
dieser  Belastnngslinie  nach  einem  bestimmten  Gesetze  ron  der 
Form  der  Stützlinie  abhängen  wird,  sowie  umgekehrt,  dass  die 
Form  der  Stützlinie,  welche  einer  gejgebenen  Belastungs- 
linie entspricht,  durch  die  Form  dieser  letzteren  bedingt  wird. 
Die  Stützlinie  AB  kann  auch  gedeutet  werden  als  labile 
Gleichgewichtsform  einer  gewichtlosen  Kette,  deren  Belastung  nach 
dem  durch  die  Belastnngscurve  veranschaulichten  Gesetze  über  die 
Horizontalprojection  derselben  vertheilt  ist.  Denkt  man  sich  die 
4(19  [-•     ganze  .Figur  in  der  um- 

-  gekehrten  Lage,  so  er- 
hält man  die  stabile 
Gleichgewichtsform  der- 
selben oder  die  Form, 
welche  die  hängende 
Kette  bei  jenem  Bela- 
stungsgesetze annehmen 
würde  (Fig.  409).  Es  ist 
daher  bei  dem  Aufsuchen 
der  Beziehungen,  welche 
zwischen  den  beiden  Curven  AB  und  DE  stattfinden,  gleichgültig, 
ob  man  dabei  von  der  labilen  oder  von  der  stabilen  Gleichge- 
wichtslage ausgeht  —  ob  man  die  Linie  ^5  als  Stützlinie 
oder  als  Kettenlinie  behandelt. 

§  119. 
Kriimmangshalbmesser  der  Stützlinie. 

Wenn  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  gerichtete  Dimension 
des  Belastungskörpers  als  Längeneinheit,  und  das  Gewicht  pro 


D 


Fig.  410. 


Cubikeinheit  des  Bela- 
stungsmaterials als 
Kraft  einheit  gewählt 
wird,  so  ist  nach  Fig.  410 : 

1)  dQ  =  z  .dx 
zu  setzen,  und  ftlr  die 
Belastung  des  ganzen 
Kettentheiles  MS  er- 
giebt  sich  hiernach  der 
Ausdruck: 
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2)     Q 


X 


z  .  da;. 


Nach  der  in  Fig.  411  gewählten  Bezeichnungeweise  erhält 
man  nunmehr,  indem  man  sich  den  Gleichgewichtszustand  des 


Fig.  411. 


Kettentheiles  M  S  auf  die 
in  Fig.  412  angegebene 
Weise  veranschaulicht, 
die  Gleichungen: 

3)    tga  =  ^  = 


f 


iLt 


H 


dx 


'^^  und  für  den  zweiten  Diffe- 
renzialquotienten  von  y^ 
nach  X  genommen,    ergiebt  sich  aus  der  letzteren  der  Werth: 
Fig.  412.  4)      d'^y  ^    g 

0 


dx" 


H 


Nach  Fig.  413  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser für  den  Punkt  M  der 
Stützlinie  zu  berechnen  aus  der  Glei- 
chung: 

5)    Q  ,  da  =  ds  =  - 


Wenn  man  hierin  für  da  den  aus  der  Gleichung:  rftga  = 


cosa 
da 


cosa* 


zu  entnehmenden  Werth  einsetzt,  so  erhält 
man  für  den  Krümmungshalbmesser  den 
Ausdruck : 

6)     o  = j-j- , 

^         cos  a^dtga 

welchem  man  nach  Substitution  des  in  Glei- 
chung 3)  angegebenen  Werthes:  tg  a=  ^'^ 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


7)     p  = 


dx 


1 


'-m 


cos 


C0Sa^(-:^4j 


\d^. 
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Hierin  ist  fttr  den  Differenzialqnotienten  •^~-  der  in  Gleichung  4) 

gefundene  Werth  einzusetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

H 

8)  p  — -j.. 

^        « .  cos  O* 

Ftlr  ^  =  0  wird  a  =  0  und  s  =  s^.    Wenn  also  mit  R  der 

Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes  bezeichnet  wird,  so  ist: 

9)  Ä  =  — 

zu  setzen.   Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  f&r  die  überall  gleich 
grosse  Horizontalspannung  der  Werth: 

10)  ff=i2.v 

Die  Horizontalspannung  ist  demnach  gleich  dem 
Prodncte  aus  der  Belastung  pro  Längeneinheit  am 
Scheitelpunkte  in  den  Krümmungshalbmesser  an  die- 
ser Stelle.  Wenn  man  den  obigen  Werth  für  i?  in  Gleichung  8)  sub- 
stitnirt,  so  erhält  man  für  den  Krümmungshalbmesser  die  Gleichung: 

^       Ä  .  cos  a' 
welche  man  einerseits,  bei  gegebenem  Gesetze  der  Lastvertheilung, 
zur  Construction  der  Stützlinie;  andererseits  —  indem  man  die 
Gleichung  für  z  auflöst  —  bei  gegebener  Stützlinie  auch  zur  Con- 
struction der  zugehörigen  Belastungslinie  benutzen  kann. 

§  120. 
Kreisbogen  als  StOtziinie. 
Wenn  als  Stützlinie  ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  R  ge- 
geben ist,  so  hat  man  q  gleich  R  zu  setzen  in  der  am  Schlüsse  des 


414. 


vorigen  Paragraphen  gefun- 
denen Gleichung,  welche  als- 
dann für  X  aufgelöst  die 
folgende  Form  annimmt: 


1)    ^  =  . 


coso* 

Diese  Gleichung  kann  man 
auf  die  in  Fig.  414  ange- 
deutete Weise  zur  Construc- 
tion der  zugehörigen  Be- 
lastungslinie benutzen,  indem 
man    zunächst    die    Strecke 
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MQ- 


dann  ML  = 


cos  a* 


und  hierauf  MN 


cos  c^ 


cosa 
construirt. 

Bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  findet  man,  dass  die  Form 
der  auf  solche  Weise  construirten  Belastungslinie  abhängt  von  der 


Fig.  415. 


A  =  10, 
=  1  aus- 


Wahl  der  Grösse  s^ , 
oder  von  der  Wahl 
der  Verhältnisszahl : 

2)   A  =  ^, 

welche  letztere  der 
„Modulus**  genannt 
wird.  Wie  die  in 
Fig.  416  beispiels- 
weise flir  die  drei 
Fälle: 
^  =  3,  A 
geführten  Construc- 
tionen  zeigen,  wen- 
det die  fielastungs- 
linie  in  der  Gegend 
ihres  Scheitelpunk- 
tes die  convexe 
Seite  nach  oben, 
wenn  ^  gross  ist,  die 
concave  Seite  da- 
gegen, wenn  A  klein 
ist.  Der  üebergang 
aus  der  convexen  in 
die  concave  Form 
entspricht  dem  Grenzfalle  ^  «  3,  far  welchen  der  Krtlmmungshalb- 
messer  der  Belastungslinie  im  Scheitelpunkte  unendlich  gross  wird. 
Mit  Benutzung  der  im  vorigen  Paragraphen  ftkr  den  Krümmungshalbmesser 
abgeleiteten  Gleichung  und  Anwendung  derselben  auf  die  Belastungslinie  würde 
man  für  den  Krümmungshalbmesser  derselben  im  Scheitelpunkte  den  Werth 
erhalten : 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  9t  unendlich  gross  wird,  wenn 


Zn 


*  3  ist,  femer 


dass  91  positiv  wird,  wenn  —  <  3,  und  negativ,  wenn  -^7-  >  3  ist. 

Zq  *o 
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§  121. 
Stützlinie  für  gerade  horizontale  Belastungslinie. 

Nach  Fig.  4U  ist  fttr  den  in  Fig.  416  dargestellten  Fall  über- 
all z^^y  zu  setzen;  die  am  Schlüsse  des  §  119  für  den  Erttm- 

mnngshalbmesser  der 
Stützlinie  gefnndene  Glei- 
chung nimmt  demnach 
für  diesen  Fall  folgende 
Form  an: 

1)  p — ^y±-. 

^       y  cos  a' 

Um  die  Grösse  y  als 
Function  des  Winkels  a 
darzustellen,  hat  man  die 
Gleichung  4)  des  §  119, 
indem  man  darin  eben&lls 
j9  CS  y  setzt,  auf  beiden  Seiten  mit  ^dy  zu  multipliciren  und  hier- 
nach die  Integration  derselben  auszuführen.  Man  gelangt  alsdann 
zu  den  nachfolgenden  Gleichungen: 


Für  a?  =  0  ist  .y  =  y^  zu  setzen.    Da  femer  -4-  =  tg  a  ist, 

und  a  =  0  wird  für  o? »»  0,  so  ist  die  Gonstante  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

5)    0=-^+Const 

und  man  erhält,  indem  man  die  letztere  Gleichung  von  der  vor- 
hergehenden subtrahirt,  für  y  die  Gleichung: 
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Nach  Gleichung  10)  des  §  119  ist  hierin  H^^Rz^  oder  H^Ry^ 
zu  setzen;  man  kann  daher  der  letzteren  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

8)  y  =  yoVl+^tga*, 

und   wenn  man   wie   im  vorigen   Paragraphen   das  Verhältniss 

R  R 

—  =  —  wiederum  mit  A  bezeichnet,  so  wird: 

Vo  ^0  

9)  y-yoVi  +  ^4tgo*. 

Diesen  Werth  hat  man  nunmehr  für  y  in  Gleichung  1)  zu  snb- 
stituiren;  man  erhält  dann  fttr  den  Krümmungshalbmesser  der 
Stützlinie  die  Gleichung: 

10)  0= ,  ^ 

cosa^yr+TtgV 

Um  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  x  darzustellen, 
hat  man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 

dx    dy 


11) 


^/H        Vt/-y\ 


Wenn  man  y  +  V  y^  —  y\  =  w  setzt,  so  wird  der  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck  gleich  — ^ ;  man  erhält 
also  durch  Integration  derselben  die  Gleichung: 

12)  Tj;^  =  lgCy-t-y7^=Tj)  +  Const. 

Da  y  =  ^0  wird  für  ^  =  0,  so  ist  die  Gonstante  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

13)  O  =  lg.yo  +  Const., 

und  man  erhält  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vor- 
hergehenden, indem  man  zugleich  statt  der  Differenz  der  Loga- 
rithmen den  Logarithmus  des  Quotienten  setzt,  die  Gleichung: 


15)  ey^  =  y-^y  (^\-x. 
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Ans  dieser  letzteren  Gleichnng  ergiebt  sieh  für  den  Quotienten  — 
der  Werth:  *^* 

16)     f  =1  (e^+r^). 

Wenn  man  nnnmehr  wiederum  H^^  Ry^  setzt,  so  kann  man  den 
Gleichnngen  14)  und  16)  auch  die  folgenden  Formen  geben: 


X  X 

18)   y  =  ^(«l^  +  r'J^. 

Für  B=^yo  oder  ^  =  1  ergiebt  sich  aus  Gleichung  9)  der  Werth  y  =    ^^  ■  t 
dx  cos« 

und  wenn  man  hierin  cos  a  —  -^  setzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  für  diesen 

Fall  auch  die  folgende  Form  geben : 

■•)  "^-»^ 

Da  der  Zähler  ^e2a;  die  Belastung  des  Bogen-Elements  ds  bildet,  so  stellt 
der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit des  Bogens  dar,  und  da  auf  der  rechten  Seite  die  Constante  y^  steht, 
so  entspricht  der  Werth  Ä^  1  oder  R^y^  dem  Falle  einer  gleichförmig 
über  die  Bogenlänge  vertheilten  Belastung. 

§  122. 
Evolute  der  SiiHzIinie. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Krümmungshalbmesser 
der  Stützlinie  gefundenen  Gleichung  10)  kann  man  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

1)     ^=Ä(l-f-^tga')~T  cosa"l 

Indem  man  diese  Gleichung  differenziirt,  erhält  man  für  den  Diffe-  ' 
renzialqnotienten  von  q  nach  a  genommen  die  Gleichung: 

dQ  ^  3igsin(r(l+^tgft')"'T       ARtga{l+Aigc^)—¥ 
'     da  cosa*  cosa* 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  (1  +^tga*)"T 
aus  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  entnehmenden  Werthes  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

3)    ■±=Q^-[^ ^T— j- 

Bitter,  Ingenienr-Meebftnik.  2.  Aafl.  22 
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Wenn  mit  ^,  der  Erümmnngshalbmesser  der  Evolute  der  Stütz- 
linie  bezeichnet  wird,  so  findet  nach  Fig.  417  zwischen  den  beiden 


Fig.  417. 


ErUmmangghalbmessem    q 
und  Qi  die  Beziehung  statt: 

4)     Q^.da^=^dQy     oder: 
dq 

und  wenn  man  in  letzterer 
Gleichung  für  den  Differen- 

zial- Quotienten  -ß-  den  oben 
da 

gefundenen  Ausdruck  snb- 

stituirt,  so  erhält  man  für 

den  Ertimmungshalbmesser  der  Evolute  die  Gleichung: 

5)  p,  =  etga(^3 ^^5 ^j- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  zwei  Werthe  von  a  giebt,  fllr 
welche  q^  gleich  Null  wird.  Der  eine  Werth  ist  a  =«  0,  weil  fllr 
diesen  Werth  der  Factor  tg  o  gleich  Null  wird.  Um  den  anderen 
Werth  a :»  d  zu  finden,  hat  man  den  eingeklammerten  Factor 
gleich  Null  zu  setzen,  wobei  man  zugleich  für  a  den  Werth  6  und 
für  Q  den  diesem  Winkel  entsprechenden  Werth  p  =  r  zu  snbsti- 
tuiren  hat.   Der  Winkel  6  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

ßv     A       o        ^r*cosö^ 

6) 


0  =  3  — 


R^ 


Ftlr  den  Krümmungshalbmesser  r  erhält  man  aus  Gleichung  1), 
indem  man  darin  a^=  6  setzt,  den  Ausdruck : 

7)  r  =  ü:(l  +  ^tgö*)     --^cosÖ     , 

und  nach  Substitution  desselben  kann  man  der  oben  fflr  d  ge- 
fundenen Gleichung  die  folgenden  Formen  geben: 

8)  0  =  3—  __n,r.^.    ..^r^.  >    oder: 


9)    0  =  3  — 


cosöHl  +  ^tgö*) 
^(l+tg(9^) 


l  +  ^tgö* 

Aus  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  ftlr  die  Grösse  tg  </ 
der  Werth:  


10)    tgÖ^ 


2/1 
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Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdruckes,  dass  die  Grösse 
tg  6  imaginär  wird;  sobald  der  Modnlns  ^  »»  —  kleiner  ist  als  3. 

Vo 


Fig.  418. 


Da  diejenigen  Stellen,  an 
welchen  der  Erümmnngs- 
halbmesser  q^  den  Werth 
Null  annimmt,  die  Eck- 
punkte der  Evolute  bilden, 
so  folgt  hieraus,  dass  in 
solchen  Fällen,  wo  A  kleiner 
ist  als  3,  nur  ein  solcher 
Eckpunkt  vorhanden  ist,  in- 
sofern der  Werth  a  «=  0 
in  diesen  Fällen  der  einzige 
Werth  von  a  ist,  für  welchen 
Pi  =  0  wird  (Fig.  418). 

Wenn  dagegen  der  Mo- 

dulus  A  grösser  ist  als  3^ 

80  hat  die  Evolute  drei  Eckpunkte.    Der  eine  entspricht  dem 

Werthe  a  =  0  und  fällt  in  die  verticale  Mittellinie;  die  beiden 

anderen,  welche 
resp.  den  Wer- 
then  a  =  +  ö 
und  a  =  —  6 
entsprechen,  lie- 
gen seitwärts  von 
derselben  (Fig. 
419).  Um  den 
Krümmungshalb- 
messer r  zu  be- 
rechnen, hat  man 
in  der  Glei- 
chung 7),  welcher 
man  auch  die  fol- 
gende Form  ge- 
ben kann: 


.  =  nVl 


fttr  tg0  den  in  Gleichung  10)  gefundenen  Werth  einzusetzen; 
erhält  dann  die  Gleichung: 


man 


22* 
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Ans  den  beiden  Gleichungen  10)  nnd  13)  ergeben  sich  z.  B. 
die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 

-4  =  25  10  3 

—  =  12,47  7,394  3 

tgÖ=    0,6633  0,5916  0 

0  =  33°  33'  30^37'  0. 

§  123. 
Benutzung  der  Evolute  zur  Construction  der  Stutzlinie. 

Wenn  man  in  der  für  den  Krümmungshalbmesser  der  Sttttz- 
linie  gefundenen  Gleichung  10)  des  §  121  für  den  Halbmesser  i2 
seinen  Werth  Ay^  einsetzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  auch 
die  folgende  Form  geben: 


1) 


^_ A_ 


yo         cos  a' y  l+^tga* 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  y^  =  1  und  ^  ==  25  die 
nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

«—    0°    5«      10«      15«      20«      25«      30«      35«      40«      45«      50«      55»     60« 
^  =  25   23,2    19,8    16,7     14,6     13,4     12,5     12,5     12,8     13,8     15,5     18,4    23. 

Jedem  dieser  Werthe  von  q  entspricht  ein  bestimmter  Krttm- 
mungsmittelpunkt  oder  ein  bestimmter  Punkt  der  Evolute,  welche 
in  diesem  Falle  drei  Eckpunkte  besitzt  (s.  Fig.  419).  Dieser  An- 
zahl der  Eckpunkte  der  Evolute  entsprechend,  kann  man  sich  die 
Krümmungsmittelpunkte  in  drei  Gruppen  zerlegt  denken,  von 
denen  die  eine  die  in  der  Nähe  des  mittleren  Eckpunktes  0  ge- 
legenen Krümmungsmittelpunkte  umfasst,  und  die  anderen  beiden 
diejenigen  enthalten,  welche  resp.  um  die  beiden  seitwärts  ge- 
legenen Eckpunkte  c7,J  sich  gruppiren.  Wenn  man  alsdann  jede 
dieser  drei  Gruppen  durch  einen  einzelnen  Krümmungsmittelpnnkt 
ersetzt  und  aus  diesen  drei  Mittelpunkten  Kreisbögen  beschreibt, 
so  kann  man  auf  solche  Weise  eine  aus  drei  Kreisbögen  zusam- 
mengesetzte Curve  construiren,  welche  annäherungsweise  die  rich- 
tige Form  der  Sttitzlinie  darstellt. 
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2) 


18,7. 


Nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  entspricht  dem 
mittleren  Eckpunkte  0  ,der  Werth  p  —  Ä  =  25  und  jedem  der 
beiden  Eckpunkte  J  entspricht  der  Werth  ß  =  r  =  12,47.  Für 
das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich 
hiemach  der  Werth: 

R  +  r  ^  25  +  12,47 
2  2 

Zu  der  Gruppe  des  mittleren  Eckpunktes  0  wird  man  daher 
alle  diejenigen  Krttmmungsmittelpunkte  zu  rechnen  haben,  deren 
zugehörige  Krümmungshalbmesser  grösser  sind  als  18,7;  zu  den 
anderen  beiden  alle  diejenigen,  deren  zugehörige  Krümmungs- 
halbmesser kleiner  sind  als  18,7. 

Nach  der  obigen  Tabelle  würden  hiemach  als  zur  Gmppe 
des  mittleren  Eckpunktes  0  gehörig  zu  betrachten  sein  die  fünf 
Krümmungshalbmesser : 

^«==19,8,      p  =  23,2,      e  =  25,      (>  =  23,2,      p— 19,8. 

Indem  man  von  diesen  fünf  Werthen  das  arithmetische  Mittel 
berechnet,  erhält  man  für  den  Halbmesser  des  mittleren  Kreis- 
bogens den  Werth: 

^  ^  19,8  +  23,2  +  25  +  23,2  +  19,8 


3) 


=  22,2, 


Da  jenen  fünf  Werthen  von  q  eine  Winkelsumme  von  5 . 5  »=  25 
Graden  entspricht,  so  wird  man  dem  mittleren  Kreisbogen  einen 
Fig.  420.  Centriwinkel  von  25  Gra- 

den   zu    geben   haben 
(Fig.  420). 

Zu  der  Grappe  jedes 
von  den  beiden  Eck- 
punkten J  gehören  nach 
der  obigen  Tabelle  die 
neun  Werthe: 

16.7,  14,6,    13,4, 
12,5,     12,5,     12,8, 

13.8,  15,5,     18,4. 

Jeden  von  den  beiden 
Q  anderenKreisbögenwird 

man  demnach  zu  beschreiben  haben  mit  dem  Halbmesser: 

16,7  + 14,6 +....+ 15,5 +  18,4 


4) 


9 


14,4, 
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und  da  den  obigen  nenn  Werthen  von  q  eine  Winkelsumme  von 
9  . 5  =  45  Graden  entspricht,  bo  wird  man  jedem  dieser  beiden 
Kreisbogen  einen  Centriwinkel  von  45  Graden  zn  geben  haben. 

Wenn  die  Constmction  der  Sttttzlinie  noch  weiter  fortgeführt 
werden  soll,  so  hat  man  an  jeder  Seite  noch  einen  zweiten  Kreis- 
bogen hinzuzufügen  und  erhält  dann  einen  ans  fünf  Kreisbögen 
zusammengesetzten  Korbbogen.    Die  ELalbmesser  der  beiden  hinzn- 

zufügenden 
Kreisbogen  findet 
man  auf  dieselbe 
Weise  wie  oben, 
indem   man  das 

arithmetische 
Mittel  von  den- 
jenigen KxttiBr 
mungshalbmefi- 
sem  berechnet, 
welche  der  zoge- 
hörigen  Grappe 
YonKrflmmnngs- 

mittelpunkten 
entsprechen. 

Den  Fehler,  welchen  man  begeht,  indem  man  auf  solche  Weise 

die  Stützlinie  ersetzt  durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte 

Fig.  422.  Korblinie,  kann  man  sich 

veranschaulichen,  indem 
man  die  aus  krummlini- 
ge n  Stücken  zusammenge- 
setzte Evolute  der  wirkli- 
chen Stützlinie  vergleicht 
mit  der  aus  geradlini- 
gen Stücken  zusammen- 
gesetzten gebrochenen  Li- 
nie JiJtO^J^J^j  welche 
in  Fig.  421  die  SteUe  der 
Evolute  yertritt. 

Auf  analoge  Weise  kann 
man  auch  in  solchen  Fäl- 
Q'  '^^        len,  wo  A  kleiner  ißt  als 

drei,  und  die  Evolute  demgemäss  nur  einen  Eckpunkt  hat  (Fig. 418), 
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indem  man  eine  ans  geradlinigen  Stücken  zusammengesetzte  ge- 
brochene Linie  QPOPQ^  welche  der  richtigen  Evolute  möglichst 
nahe  sich  anschliesst,  an  die  Stelle  derselben  treten  lässt,  die  Sttltz- 
linie  durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte  Korblinie  er- 
setzen (Fig.  422). 

§  124. 

StStzliiiie  fOr  eine  voa  der  Mitte  nacii  aiiesen  geradlinig  anstefgende 

Belastungslinie. 

Nach  der  in  §  119  eingeführten  Bezeichnungsweise  ist  für  den 
in  Fig.  423  dargestellten  Fall: 

1)    ^=7/  +  ^tg£ 
zu  setzen,  und  wenn  abkttrzungsweise  die  Grösse  tge  mit  A  be- 
zeichnet wird,  so  ergeben  sich  für  diesen  Fall  zunächst  die  fol- 
genden Gleichungen: 


Fig.  423. 


^— .y+*^i 


da^  ~  dx"  ' 
welche  letztere  nach  Sub- 
stitution des  in  der  Glei- 
chung 4)  des  §  119   für 

-T-4-  gefundenen  Aus- 
druckes die  folgende  Form 
annimmt: 

Diese  Gleichung  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  2)  des 
§  121,  und  auf  dieselbe  Weise  wie  dort  gelangt  man  durch  Inte- 
gration derselben  zu  der  Gleichung: 

f  dsV^      z^ 
«)    W=7r  +  Con8t. 

'*o=//o,  und  nach  Gleichung  3)  zugleich 


dz 
dx 


Für  ^  =  0  wird  a  -- 

=  k.    Die  Constante  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung : 


7)    A*  =  -^-  +  Con8t. 


und  man  erhält  dnrch  Subtraction  dieser 
hergehenden  die  Gleichung: 


letzteren  von  der  vor- 
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Wenn  man  hierin  abkttrznngsweise  die  Constante  y^  —  H^ 
gleich  c'  setzt,  so  kann  man  der  letzteren  Gleichung  aach  die 
folgende  Form  geben: 

dtv  ds 

10)  -4^=-— 

Diese  Gleichnng  hat  wiederum  dieselbe  Form  wie  die  in  §  121 
gefhndene  Gleichnng  1 1),  und  man  gelangt  auf  dieselbe  Weise  wie 
dort  durch  Integration  derselben  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

11)  -^  =  lg(Ä  +  y^^^=^+Con8t., 

12)  0=lg(y.+l/yF^)  +  Const., 


13)  ^^u^±y^.\ 


14)  ,=.{h±mEl.yy^+ 


X 

MB 


2(yo  +  T^T^=^ 
Wenn  man  nunmehr  fllr  die  Grössen  z^^y  +  kx  nnd  c*=yj 
—  Hk"  ihre  Werthe   substituirt  und   zugleich  wieder  H=Ry^ 
setzt,  so  kann  man  den  letzten  beiden  Gleichungen  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 

16)   y *^+||(y„+ÄyÄ^e^'  +  Cyo-Äy%^«>^}- 

Um  den  Krümmungshalbmesser  q  als  Function  des  Winkels  c 

darzustellen,  hat  man  zunächst  in  Gleichung  8)  ftlr  die  Grösse 

dz 

•j-  den  in  Gleichung  3)  angegebenen  Werth  zu  substituiren;  man 

erhält  dann  die  Gleichung: 

17)     (tga+Arf  — *^  =  -^-^J^,     oder: 


18)     *=y//J  +  5^(tga^  +  2Atga), 
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Nach  Substitution  des  letzteren  Ausdruckes  nimmt  die  allge- 
meine Gleichung  8)  des  §  119  die  folgende  Form  an: 

19)    g-  ^ 


20)     Q  = 


C0Sa^yyJ  +  H(tga^  +  2Atga) 
E 


oder: 


cosa^Vl  +  -4(tga'  +  2Atgo) 
Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  sowohl  für  negative 
wie  für  positive  Werthe  der  Constanten  k.    Sie  gelten  daher  z.  B. 

auch  für  den  in  Fig.  424 
^'8*24.  dargestellten    Fall,    bei 

welchem  die  beiden 
Zweige  der  Belastungs- 
linie nach  unten  hin  von 
der  Horizontalen  abwei- 
chen. Für  diesen  Fall 
würde  *  =  —  tg  c  zu 
setzen  sein.  Wenn  man 
endlich  k=^0  setzt,  so 
erhält  man  wieder  die  in 
§  121  für  horizontale 
^  Belastungslinie    gefunde- 

nen Gleichungen. 
§  125. 

Halb-Ellipse  als  StOtzlinle. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  hat  nach  der  in  Fig.  425  gewählten 
Bezeichnungsweise  die  Form: 

1,    oder:    u  ^ 


1) 


■  + 


r 


-Xy 


/^  —  a:\ 


Wenn  man  hierin  für  die  Ordinate  u  den  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmenden Aufdruck: 

2)    u  =  z,+f-y 

einsetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  y  aufgelöst  die 
Form  annimmt: 


/ 


a^. 


3)  y=^.+/-f  y/*- 

ladem  man  diese  Gleicbnng  zweimal  nach  einander  differen- 
zürt,  gelangt  man  alsdann  zn  den  folgenden  Gleichungen: 
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4) 


5) 


dx        i 


(l^  —  x'f 


S^  =  fia*—x*)  « 


dx 


flil'-a^) 


Den  letzteren  Ausdruck  hat  man  nunmehr  in  der  allgemeinen 
Gleichung  4)  des  §  119  zu  substituiren ;  man  erhält  dann  die 
Gleichung: 

6)  -^ =//(/* -^*r^- 

Diese  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  der  zusammengehörigen 

Werthe  a?  =  0  und 
Ä=j»ft  die  Form  an: 


Fig.  425. 


7)    -^  =  -^, 

und  wenn  man  die 
vorhergehende  Glei- 
chung durch  diese 
letztere  dividirt,  so 
erhalt  man  die  Glei- 
chung: 

Der  !a  §  120  für  die  einer  kreisbogenförmigen  Stützlinie  entsprechende 
Belastungslinie  gefundenen  Gleichung  1)  kann  man  auch  die  folgende  Form 
geben: 

9)    '  -(  ^  Y-(     ^     V. 

To  \  COS  aj  \  yji'i-X^'  I 

and  man  erkennt  bei  Vergleichung  dieser  letzteren  mit  der  vorhergehenden 

Gleichung,  dass  die  Werthe  des  Quotienten  -^  in  beiden  F&Uen  genau  über- 

einstimmen,  sobald  der  Halbmesser  der  Kreislinie  gleich  der  horizontalen 
Halb-Achse  der  Ellipse  ist. 


Wenn  man  für  die  Grösse")//-  —  jc-  den  aus  der  Gleichung  1 ) 
zu  entnehmenden  Werth  in  Gleichung  7)  einsetzt,  so  nimmt  letz- 
tere die  Form  an: 

r 


10)    ^  =  4r' 
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und  zeigt  in  dieser  Form,  dass  die  Belastnngshöhen  umgekehrt 
wie  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Ordinaten  der  Ellipse 
sich  verhalten.    Für  a?  =  /  wird  «  ==  0  und  ä  ^  oo. 

§  126. 
Gemeine  Ketteniinie. 

Wenn  das  Gewicht  der  hängenden  Kette  eine  gleichförmig 
ttber  die  Bogenlänge  derselben  vertheilte  Belastung  bildet,  und 
mit  q  das  ttberall  gleich  grosse  Gewicht  pro  Längeneinheit 
des  Bogens  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  der  in  Fig.  426  und  Fig.  427 
gewählten  Bezeichnung  V=qs  zu  setzen;  man  erhält  also  nach 
Fig.  427  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 


.,  i-*.-;. 


IL 
H 


Da  am  Scheitelpunkte  der  Kette  das  Gewicht  pro  Längeneinheit 
der  Horizontalprojection  identisch  ist  mit  dem  Gewichte  pro 

Längeneinheit    des 
—  ^"  Bogens,  so  ist  die 

in  den  früheren  Pa- 
1 1 ^^ragraphen    mit    s^ 

bezeichnete  Grösse 
für  diesenFall  gleich 
q  zu  setzen.  Nach 
§119  (Gleichung  10) 
hat  also  die  Hori- 
zontalspannung der 
Kette  die  Grösse: 

2)  H^qB, 
und  wenn  man  in 
der  vorhergehenden 
Gleichung  diesen 
Werth  für  H  sub- 
stituirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung : 
s 


Fig.  427. 


— *ff 


«t- 


Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  hat  man  derselben  zunächst 
die  folgende  Form  zu  geben: 
4)    RUtf=s'dx' 
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und  alsdann  die  Grösse  ^dy*  auf  beiden  Seiten  zn  derselben  zn 
addiren.  Da  da^  +  rfy*  =  d^  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Glei- 
chung: 

5)    («*  +  Ä')rfy'  =  jr*di*,    oder: 

sds 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  und  dabei  berücksichtigt, 
dass  ftir  or  =-  0  auch  y  «=  0  und  «  >=  0  wird,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

7)  yj^R  =  ys'  +  R\    oder: 

8)  y*  +  2Rtj  =  s\ 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3)  fttr  s  zu  ent- 
nehmenden Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


9)     ,f  +  2Ry^R'(^^y,     oder: 


10)    rfa? 


Jidy 


yf  +  2Ry 

Indem  man  diese  Gleichung  abermals  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  x,  auf  der  rechten  zwischen 
den  Grenzen  0  und  y  —  erhält  man  endlich  die  Gleichung: 

12)  y-|-(«*-2  +  «"^)- 

Anstatt  die  obigen  Gleichungen  —  wie  hier  geechehen  —  direct  abzu- 
leiten, h&tte  man  dazu  auch  die  Gleichungen  des  §  121  benutzen  können,  in- 
sofern —  me  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen  gezeigt  wurde  —  die  Statzlinie 
für  horizontale  Belastungslinie  in  eine  gemeine  Eettenlinie  übergeht,  sobald 
für  den  Modulus  A  der  Werth  ,£ins"  angenommen  wird. 

§  127. 
Grenzen  der  Spannweite. 

Die  Spannung  der  Kette  hat  (nach  Fig.  427j  an  der  Stelle  M 
die  Grösse: 


H 


1)    =Hyi  +  tga', 
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Wenn  also  mit  F  der  Querschnitt  der  Kette,  und  mit  ®  die  Span- 
nung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  be- 
zeichnet wird,  so  ist: 

Hierin  kann  man  flir  die  Grössen  H  und  tg  a  =  -^  resp.  die  in 

den  Gleichungen  2)  und  3)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werthe  einsetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


3)    @F=yiü]/l+-^ 


Wenn  femer  mit /das  Gewicht  des  Eettenmaterials  pro  Cubik- 
einheit  bezeichnet  wird,  so  ist  für  das  Gewicht  der  Kette  pro 
Längeneinheit  der  Werth: 

4)  jr  =  y./^.l 

einzusetzen,  und  nach  Substitution  desselben  kann  man  der  obigen 
Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  ®=-yys^  +  R\ 

Wenn  man  hierin  für  "[/*•  +  Ä*  den  in  Gleichung  7)  des  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: 

6)  ®==y(Ä+y). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Spannung  ®  mit  wachsendem  y 
zunimmt,  und  dass  dieselbe  ihren  grössten  Werth  ®  =  S  für  y  =  A 
annimmt.   Wenn  man  also  mit  S  die  practisch  zulässige  Spannung 

c 

des  Materials,  und  abkUrzungsweise  mit  m  den  Quotienten  —  be- 
zeichnet, sb  kann  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form:         ^ 

7)  i2  +  A  =  — =  w 

y 

benutzen,  um  die  grösste  zulässige  Pfeilhöhe  h  daraus  zu  berechnen. 
Da  dem  Werthe  y^=^h  der  Werth  a?  =  /  entspricht,  so  ist 
nach  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen: 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  fttr  iZ-f-A  den  obigen  Werth 
substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


„  ,-ß„{^+vf|yr7}. 


Digitized  by 


Google 


350  Siebenter  Abschnitt.  §  127. 

Hierin  ist  die  Grösse  m  als  eine  von  der  Beschaffenbeit  des 
Eettenmaterials  abhängige  gegebene  Oonstante  zn  betrachten.  Die 
obige  Gleichung  zeigt  also,  dass  für  eine  bestimmte  gegebene  Kette 
die  erreichbare  halbe  Spannweite  /  (als  Function  von  R)  lediglich 
Yon  der  Wahl  des  Krümmungshalbmessers  im  Scheitelpunkte  ab- 
hängt. 

Um  denjenigen  Werth  von  R  zu  finden,  für  welchen  die 
Grösse  /  ein  Maximum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten 
von  /,  nach  R  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Wenn  man  zu 
diesem  Zwecke  zunächst  abkUrzungsweise  die  Grösse: 


'«) '^{f+v©"-'}-" 


setzt,  so  ergiebt  sich  fttr  den  Differenzialquotienten  von  ju,  nach 
R  genommen,  der  Ausdruck: 

dfi  M 

^^^    'dR^~~Rym'-R'  ' 
und  die  oben  ftir  /  gefundene  Gleichung  nimmt  bei  Anwendung 
dieser  Bezeichnungsweise  die  einfachere  Form  an: 

12)  /  =  Äiu. 

Indem  man  nunmehr  den  Differenzialquotienten,  von  /  nach  R  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

13)  0  =  Ä.-^  +  ^, 

welche  nach  Substitution  des  oben  fllr  die  Grösse  --^  gefundenen 
Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 

14)  0 -^=====-  +  ^,  oder:   -„=■ 


Wenn  man  diesen  letzteren  Ausdrnck  ftlr  den  Quotienten  -p-  in 
Gleichung  10)  substitairt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

und  findet  durch  Probiren,  dass  dieser  letzteren  Bedingungsglei- 
chung Gentige  geleistet  wird  durch  den  Werth: 
17)    ^=1,20. 
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Fttr  den  vortheilhaftesten  Erflmmnngshalbmesser  des  Scbeitel- 
Punktes  erhält  man  nnnmehr  ans  Gleichung  14),  indem  man  die- 
selbe für  R  auflöst  und  nachher  darin  fi  «=  1,2  setzt,  den  Werth: 


m 


18)  Ä  =  —  y  ^i«  —  1  =  0,552  77  .  m. 

Das  bei  Wahl  dieses  Krümmungshalbmessers  erreichbare  Maxi- 
mum der  Spannweite  hat  nach  Gleichung  12)  die  Grösse: 

19)  2/ =  2i2|U  =  1,32665.»!, 

und  ftlr  die  entsprechende  Pfeilhöhe  der  Kette  ergiebt  sich  aus 
Gleichung  7)  der  Werth: 

20)  A  =  wi  —  jR  =  0,44723  .  m. 

Die  Constantem  =  — bedeutet  diejenige  Länge,  welche  eine  vertical 

herabhängende  prismatiBche  Stange  höchstens  haben  darf,  wenn  die  am  oberen 

Ende  der  Stange  durch  das  Gewicht  derselben  heryorgebrachte  Spannung  die 

pracüBch  zulässige  Grenze  nicht  überschreiten  soll.  Das  Gewicht  eines  Cubik- 

meters  Schmiedeisen  hat  im  Mittel  die  Grösse  y  »  7700  Eil.,  und  da  die  prac- 

tiach  zulässige  Spannung  für  Schmiedeisen  6  bis  8  Eil.  pro  Quadratmlllimeter 

beträgt,  so  kann  5^7  700  000  EU.  (als  practisch  zulässige  Spannung  pro 

Quadratmeter)  gesetzt  werden.   Hiemach  hat  jene  Constante  für  Schmied- 

eisen  den  Werth: 

S        7  700  000        ,^^^^ 

und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  den  Gleichungen  18),  19),  20) 
resp.  die  Werthe: 

R  «  552«',77,      2  /  —  1326'",65,      h  =  447»  23. 
Für  Stahl  kann  die  Constante  m»i4000°>-  gesetzt  werden,  insofern  die 
practisch  zulässige  Spannung  für  Stahl  ungefähr  yiermal  so  gross  ist  als  für 
Schmiedeisen,  während  die  Grösse  /  für  beide  ungefähr  denselben  Werth  hat. 
Hiemach  ergeben  sich  für  Stahl  die  Werthe : 

R  «  221  l^OS,      2  /  ^  5306",6,      h  =  1 788'°,92. 

§  128. 
Parabolische  Kette. 

Bei  gleichförmig  ttber  die  Horizontalprojection  vertheilter  Be- 
lastung nimmt  die  Kettenlinie  —  wie  in  §  40  bereits  gezeigt  wurde 
—  die  Form  einer  Parabel  an  (Fig.  428).  Wenn  die  Spannung 
der  Kette  pro  Flächeneinheit  ihres  Querschnitts  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  Grösse  haben  soll,  so  mnss  vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Auf  bängepunkten  hin  der  Kettonquerschnitt  allmählich  zu- 
nehmen, und  zwar  nach  demselben  Gesetze  wie  die  Kettenspannung 
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zunimmt  (Fig.  429).    Für  das  Yerhältniss  des  grössten  Qaerschnitts 
zum  kleinsten  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  nach  §  40  (Gleichung  11) 

der  Werth: 

F  1 

1) 


Fq         cos  a 


und  für  den  Vertical- Querschnitt  der  Kette  an  den  Aufhängepunkten 
erhält  man  nach  den  Gleichungen  12)  und  14)  des  §  40  den  Werth: 


2)    £/  = 


COSa' 


=  i^o(l-htga^,    oder: 


3)     U: 


('-^> 


Das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit  der  Horizontalpro- 
jection  hat  am  Scheitelpunkte  die  Grösse  y.F^A  und  an  den  Auf- 


Fig.  428. 


hängepunktendie 
Grösse  y.UA, 
Das  eigene  Ge- 
wicht der  Kette 
wttrde  demnach 
in  diesem  Falle 
eine  ungleich- 
förmig Über  die 
Horizontal  -  Pro- 
jection  vertheilte 
Belastung  bilden. 
Wenn  jedoch  zu 
dem  eigenen 
Gewichte  der 
Kette  noch  so  Viel 
an  fremder  Be- 
lastung hinzuge- 
fügt wird,  dass  die  Totalbelastung  pro  Längeneinheit  der  Hori- 
zontalprojection  nunmehr  an  allen  Stellen  die  Grösse: 

4)    yU^p 
erreicht,  so  wird  hierdurch  der  Bediügung  für  die  parabolische 
Form  der  Kettenlinie  Genüge  geleistet,  und  für  den  erforderlichen 
Querschnitt  der  Kette  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich  nach  §  40 
(Gleichung  9)  der  Werth: 
pl^. 
2hS  ' 


5)    F, 
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Die  Gleichung  3)  nimmt  nach  Snbstitation  dieses  Werthes  die 
folgende  Form  an: 

nnd  wenn  man  in  Gleichung  4)  diesen  Ausdruck  ftir  U  substituirt^ 
so  erhält  man  die  Gleichung: 


8)    S  =  2y/(|  +  ^). 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  bei  gegebener  Spannweite  die 
Spannung  £  noch  abhängt  von  der  GrOsse  des  Verhältnisses: 

9)    4  =  n. 

Um  denjenigen  Werth  von  n  zu  finden,  für  welchen  die  GrOsse  5 
ein  Minimum  wird,  hat  man  in  der  Gleichung: 


10)    S  = 


M^+t) 


den  Differenzialquotienten  von  S^  nach  n  genommen,  gleich  Null 
zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

11)  0 -^  +  \, 

und  wenn  man  den  hieraus  zu  entnehmenden  Werth  n  «=  2  in 
Gleichung  10)  substituirt,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  für  das 
erreichbare  Maximum  der  Spannweite  der  Werth: 

12)  2/=  —  . 

y 

Mit  Beibehaltung  der  am  Schlüsse  des  Torigen  Paragraphen  angenomme- 
nen Zahlenwerthe  wQrde  man  demnach  unter  den  hier  gemachten  Voraus- 
setzungen für  Schmiedeisen  den  Werth:  2/»  1000%  und  far  Stahl  den 
Werth:  2/  =  4000"»  erhalten. 

§  129. 
KettenbrOoken-Unie. 

Wenn  die  Kette  ausser  ihrem  eigenen  Gewichte  noch  eine 
gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilte  fremde  Bela- 
stung zu  tragen  hat,  so  ist  nach  Fig.  430  und  Fig.  431  die  Gleich- 
gewichtsform der  Kette  zu  berechnen  aus  der  Differenzialgleichung: 

Bitter,  iBgetaienr-Mechanik.  2.  Aofl.  23 
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Auch  hier  soll  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Querschnitt  der 
Kette  vom  Scheitelpunkte  nach  den  Auf  hängepunkten  hin  allmäh- 
lich zunimmt  —  und 
zwar  nach  demsel- 
ben Gesetze  wie  die 
Kettenspannung  — 
dass  also  die  Span- 
nung pro  Flächen- 
einheit des  Quer- 
schnittes in  allen 
Querschnitten  der 
Kette  dieselbe 

Grösse  hat  Da  die 
Grösse  ?,  als  eigenes 
Gewicht  der  Kette 
pro  Längeneinheit 
des  Bogens,  überall 
dem  Querschnitte 
derselben  proportio- 
nal ist,  so  ändert 
sich  die  Grösse  q 
vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Aufhänge- 
punkten hin  eben- 
falls nach  jenem  Ge- 
setze. Wenn  also 
mit  k  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  veränderliche  Grösse 
q  im  Scheitelpunkte  der  Kette  annimmt,  so  ergiebt  sich  aus  Fig.  431 
für  q  die  Gleichung: 

2)    ± ^=A, 

k         cosa        dx 

Nach  Substitution  des  hieraus  für  q  zu  entnehmenden  Werthes 

kann  man  der  Gleichung  1),  indem   man  darin  abkürzungsweise 

dx 


Fig.  481. 


u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 


3) 


fif-«._,.+*/(^)... 


und  wenn  man  dieselbe  alsdann  nach  x  differenziirt,  so  erhält  man 
die  Gleichung:  ^^^^  ,   ds* 

4) 


H 


(la> 


-V  +  k-^- 
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Da  &*  =  da?^  +  dy^  und  dy^^udx  ist,  so  kann  man  statt  dessen 
anch  setzen: 

und  wenn  man  abkürzungsweise    V     'T —  ='^  setzt,  so  kann 
man  dieser  Gleichung  auch  die  folgenden  Formen  geben: 
7)    Hdu  =  Ar  (n*  +  m»)  dx,    oder : 

4-) 

Indem  man  nunmehr  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der 
rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  o:,  auf  der  linken  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  u  —  gelangt  man  zu  den  nachstehenden 
Gleicliangen : 

9)    arc  tg  (^)  =  -^^ ,    oder: 


10)   u  =  nie{^^y 


welcher  letzteren  man  nach  Substitution  des  Werthes  u  =:  -^  auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 


11)    i  =  «t«(-^)'    oder: 
^«x     j         ff.    (nkx\j(nkx\ 

12)  'iy=T^[-w-)^\-^-y 


Diese  Gleichung  hat  man  abermals  zu  integriren  —  und  zwar  auf 
der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  .r,  auf  der  linken 
zwischen  den  Grenzen  0  und  y  — ;  man  erhält  dann  die  Gleichung : 


Ao\  ff  1  ( nkx\ 

13)     y  =  _— lgcos(^— g-j' 


Nach  §  119  (Gleichung  10)  kann  ff=^R{p+k)  gesetzt  werden; 
folglich  ist: 

23* 
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zu  setzen,  und  nach  Sabstitution  des  letzteren  Werthes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

15)  y ^'*'lg<^^8(-:^)- 

Ftlr  07  =  /  wird  y  =  A;  die  Pfeilhöhe  der  Kette  hat  also  die  Grösse: 

16)  A  =  -i2nMgco8^-^). 

§  130. 
Grenzen  der  Spannweite  für  KettenbrQcken. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 

zeigt,  dass  die  Pfeilhöhe  h  unendlich  gross  wird,  wenn  -^  =  ^ 

wird.    Mit  wachsender  Pfeilhöhe  nähert  sich  also  die  Spannweite 
dem  festen  Grenzwerthe: 

1)    2l  =  7tRn, 
welchen  dieselbe  erst  bei  unendlich  grosser  Pfeilhöhe  wirklich  er- 
reichen würde.    Die  beiden  Zweige  der  Curve  nähern  sich  asymp- 


Fig.  432. 


totisch  zwei  festen  vertica- 
len  Linien,  deren  Abstand 
von  einander  gleich  2/  ist 
(Fig.  432).  Wie  die  obige 
Gleichung  zeigt,  hängt  die 
Grösse  dieses  Abstandes  ab 
von  der  Grösse  des  gewählten 
Elrtimmungshalbmessers  Rj 
welcher  seinerseits  wiede- 
rum durch  die  Grösse  der 
practisch  zulässigen  Span- 
nung bedingt  wird. 

Wenn  mit  F^  der  Quer- 
schnitt der  Kette  im  Scheitel- 
punkte und  mit  S  die  überall 
gleiche  Spannung  pro  Flä- 
cheneinheit des  Querschnit- 
tes bezeichnet  wird,  so  ist: 
2)    SF,  =  H==^R(k  +  p\ 

und  wenn  mit  y  das  Gewicht  des  Ketten-Materials  pro  Cubikeinheit 

bezeichnet  wird,  so  ist: 


i{^ 
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3)  k  =  y.t\.\,    oder:    F^  =  — 

zn  setzen.  Nach  Substitution  des  letzteren  Werthes  kann  man 
der  Gleichung  2)  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

4)  ^  =  R{k+p\    oder: 

und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  für  i2  zu  entnehmen- 
den Werth  in  Gleichung  1)  substituirt,  so  erhält  man  für  den  oberen 
Grenzwerth  der  erreichbaren  Spannweite  die  Gleichung: 

6)    2/  =  ii.^. 
n      y 

Je  grösser  das  eigene  Gewicht  der  Kette  im  Yerhältniss  zu 
der  fremden  Belastung  ist,  um  so  mehr  nähert  sich  die  Grösse: 


7)    n 


yi 


k 

dem  Grenzwerthe  »Eins''.  Für  das  absolute  Maximum  der  er- 
reichbaren Spannweite  ergiebt  sich  hiemach  der  Grenzwerth: 

8)     2/=inr.— . 
Y 

In  dieser  Gleichung  ist  für  S  wiederum  die  Grösse  der  practisch  zu- 
lässigen Spannung  des  Eettenmaterials  zu  substituiren.    Mit  Beibehaltung  der 

am  Schlüsse  des  §127  angenommenen  Zahlenwerthe  f  —  »lOOO  für  Schmied- 
eisen und  —  »  4000  für  Stahl  ]  erhält  man  demnach  resp.  für  Schmiedeisen 
und  Stahl  die  Werthe: 

2/ «3140=»         und        2/ «12  560«, 
welche  n-msX  so  gross  sind  als  die  am  Schlüsse  des  §  128  gefundenen  Werthe. 

Die  wirklich  erreichbare  Spannweite  hängt  ab  von  der 
Grösse,  welche  für  die  Pfeilhöhe  h  entweder  vorgeschrieben  ist  oder 
willkürlich  angenommen  wird.  Ftlr  »  =  1  wird  (nach  Gleichung  5) 

i2  =»  —  und  (nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 


fundenen Gleichung): 

9)      h flgC08(-|^)- 
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Diese  Gleichung  nimmt  z.  B.  für  Schmiedeisen,  wenn  darin  — 


lOOi) 


gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an: 

10)  Ä^-lOOOlgcosf^^),     oder: 

11)  2  /=  2000  arc cos  ( 7"^^ ). 

Wenn  also  für  die  Pfeilhöhe  z.  B.  der  Werth  h  =  131"»,25  vorgeschrieben, 
80  würde  fOr  das  Maximum  der  bei  dieser  Pfeilhöhe  erreichbaren  Spann- 
weite der  Werth  2/=  1000«  sich  ergeben. 

§131. 
StiHzIlnien  für  unsymmetrische  Belastungslinien. 

Nach  §  119  (Gleichung  10)  haben  die  Horizontalspannungen 
der  in  Fig.  488  und  Fig.  484  dargestellten  beiden  Sttltzlinien  resp. 

die  Grössen:  5^= 
Flg.  438.  ,..,       5^^^^dH'  = 

R!  s'o- Wenn  diese 
beiden  Horizon- 
tal -  Spannungen 
einander  gleich 
sein  sollen,  so 
muss  die  Bedin- 
\  j  gungs -Gleichung 
N erfüllt  sein: 

*      oder:  4-=-^ 

R'       «0 

welche  ausdrückt,  dass  die  Krümmungshalbmesser  an  den  Scheitel- 
punkten der  beiden  Stützlinien  sich  umgekehrt  wie  die  Belastungs- 


n 


Fig.  434. 


höhen  an  diesen  beiden  Stellen 
zu  einander  verhalten  müssen. 

Wenn  diese  Bedingung  erflillt 
ist,  so  werden  an  der  Stelle  3f, 
wo  die  beiden  Stützlinien  gleiche 
Neigungswinkel  mit  der  Horizon- 
talen einschliessen,  auch  die  beiden 
Total  Spannungen  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  mit  einander 
übereinstimmen.  Man  kann  daher 
den  Theil  AM  aus  Fig.  488  mit 
dem   Theile  BM  aus  Fig.  484 


k^$  zusammensetzen   zu  einer  nenen 


Digitized  by 


Google 


Statzlinien  für  unsymmetrische  Belastungslinien. 


359 


Sttttzlinie  AMB,  deren  zugehörige  Belastangslinie  ans  zwei  nn- 
symmetrischen  Hälften  zusammengesetzt  ist  (Fig.  485). 

Auf  analoge  Weise  würde 
man  auch  eine  aus  mehr  als 
zwei  Stücken  zusammenge- 
setzte Stützlinie  nebst  zuge- 
höriger BelastungsHnie  con- 
struiren  können,  und  wenn 
man  dieses  Verfahren  z.  B. 
auf  die  in  §  123  behandelte, 
aus  Kreisbögen  zusammen« 
gesetzte  Stützlinie  anwendete, 
so  würde  man  statt  der  hori- 
zontalen Belastungslinie  eine 
aus  krummlinigen  Stücken 
\^  zusammengesetzte  Belastungs- 
|/i  ^     linie  erhalten,  deren  Abwei- 

chung von  der  Horizontalen 
die  Grösse  des  Fehlers  veranschaulicht,  welchen  man  begeht,  indem  man  die 
der  horizontalen  Belastungslinie  entsprechende  wirkliche  Stützlinie  durch 
dne  ans  Kreisbögen  zusammengesetzte  Gurre  ersetzt. 

Wenn  die  Neigungswinkel,  welche  die  beiden  Sttttzlinien  an 
der  Stelle  ihrer  Zusammensetzung  mit  der  Horizontalen  bilden, 
^^  ungleiche      Grösse 

haben,  so  werden  bei 
der  Zusammensetzung 
nur  die  Horizontal- 
spannungen —  nicht 
aber  die  Vertical- 
spannungen  einander 
aufheben.  In  diesem 
Falle  würde  man  also, 
umdenGleichgewichts* 
zustand  herzustellen,an 
der  Vereinigungsstelle 
noch  eineVerticalkraft: 

2)  Q=V—V' 
hinzufügen  müssen, 
welche  gleich  der  Differenz  jener  beiden  Verticalspannungen  ist. 
Diese  Verticalkraft  kann  —  falls  dieselbe  nach  unten  gerichtet 
ist  —  auch  durch  ein  angehängtes  Gewicht  dargestellt  werden 
(Fig.  486). 
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§132. 
Zii8aininen8etzung  parabolischer  Kettenlinien. 

Bei  der  in  Fig.  437  dargestellten  Kette,  welche  ausser  der 
gleichförmig  über -die  Horizontalprojection  vertheilten  Belastung  2pl 

noch   das   im 
^^«•^'  Punkte  Jf  auf. 

gehängte  Ge- 
wicht Q  zu 
tragen  hat,  ist 
jedes  von  den 
beiden  Bogen- 
stücken  AM 
und  BM  als 
Theil  einer 
parabolischen 
Kette  zu  be- 
trachten: dag 
Stück  ^J/al» 
Theil  einer 
parabolischen 
Kette  von  der 
PfeilhöheA-hif 
undderSpann- 
weite  2  (/+*); 

das  Stück  jBif  als  Theil  einer  parabolischen  Kette  von  der  Pfeil- 
höhe A  + 1?  und  der  Spannweite  2(1  + 1).  Da  sowohl  die  Be- 
lastung pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection,  als  auch  die 
Horizontalspannung  für  beide  Ketten  dieselbe  Grösse  hat,  so  sind 
jene  beiden  Parabeln,  welcher  die  beiden  Bogenstücke  AM  und 
BM  resp.  als  Theil  angehören,  ihrer  Form  nach  identisch.  Man 
kann  sich  daher  die  Kettenlinie  AMB  auch  entstanden  denken 
durch  Zusammensetzung  der  aus  Fig.  438  zu  entnehmenden  bei- 
den Kettenstücke  AM^^  und  BM^^  wobei  dann  zur  Wiederher- 
fitellung  des  Gleichgewichtes  an  der  Verbindungsstelle  M  eine  Ver- 
ticalkraft  hinzuzuftigen  sein  würde  von  der  Grösse: 

1)    Q  =  pX  =  p(s-pt), 

Die  horizontalen  Coordinaten  der  beiden  Scheitelpunkte 
J  und  S  sind  nach  Fig.  437  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen : 
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2) 


p(i+ ,)=.u=pi+ Q  (i  --^y 


Q« 


3)    p(l  +  t)==W  =  pl-[--^, 

ans  welchen  ftlr  die  beiden  Grössen  s  tmd  t  resp.  die  Werthe  sich 
er(;eben: 


5)    /  = 


2p  l 


Die   verticalen  Coordinaten  jener  beiden  Scheitelpunkte 
kann  man  nunmehr  berechnen  aus  der  Parabelgleichung: 

Fig.  488. 


aus  welcher  man  nach  Substitution  der  oben  für  s  und  /  gefun- 
denen Ausdrücke  die  Werthe  erhält: 

Qs+pl* 

'*''  4pP{Qz  +  pn' 


9)    a  = 


_  Qk{Spl'il-z)  +  Q{2l-zf} 
■ipl'{Qs-\-pl*) 
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Auf  ähnliche  Weise  würde  man  bei  der  in  Fig.  489  darge- 
stellten, aus  den  beiden  parabolischen  Bögen  -4Cund  jBCzusammen- 

gesetzten  Eetten- 
linie  die  Lage  des 
Scheitelpunktes  fttr 
jede  dieser  beiden 
Parabebi  bestimmen 
können.  Für  die  ho- 
rizontalen Coordi- 
naten  dieser  Schei- 
telpunkte erhält  man 
wie  oben  die  Glei- 
chungen : 

10)    {p  +  g){l-t) 


Fig.  48». 

1 

i 

;                       1                       i 

1 

J.:~,,.::::..S. i 

^ 

1  /     i 

\  i 

u 


V 


H 


^ 


U  =  pl  +  ^gl, 


B_   11)    j»(/  +  «)  =  H' 

aus  welchen  fttr  die  beiden  Grössen  t  und  s  resp.  die  Werthe  sieh 
ergeben:  ^^  ^^^    ^^_^ 

4/7 


12)    t 


13) 


Hp  +  g 

Die  verticalen  Goordinaten  derselben  kann  man  alsdann 
berechnen  aus  den  beiden  Parabelgleichungen: 


14) 
15) 


u 


oder:    V  = 


a  +  A 


{l-tr 

ITT^'    oder:    «  =  ^,-j-^^, 


welche  nach  Snbstitation  der  oben  fUr  t  und  s  gefundenen  Aus- 
drücke die  folgenden  Formen  annehmen: 

^^^    "^  Hp  +  g)i2p  +  q)' 

*^^    "^  Sp(2p  +  g)  ' 
Indem  man  von  diesen  Scheitelpunkten  aus  die  beiden  Para- 
beln constrnirt  und  nachher  den  Theil  A  C  der  einen  mit  dem 
Theile  BC  der  anderen  zusammensetzt,  erhält  man  die  gesuchte 
Sttttzlinie  fttr  den  in  Fig.  439  dargestellten  Fall 
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§  133. 
Stützlinie  mit  scIilefWIiiiceligeiii  Coordinaten-System. 

Wenn  man  die  Gonstraction  der  in  Fig.  440   dargestellten 
Stützlinie  und  ihrer  zugehörigen  Belastungslinie  in  der  Weise  ab- 


Fig.  440. 


ändert:  dass  man 
der  Abseissen- Achse 
statt  der  horizon- 
talen Lage  eine  nm 
den  Winkel  e  von 
der  Horizontalen 
abweichende  Lage 
giebt,  und  von  die- 
ser neuen  Abscissen- 
Achse  aus  die  ver- 
ticalen  Ordinaten 
jener  beiden Curven 
abträgt  —  in  glei- 
chen Abständen  von  der  verticalen  Mittellinie  dieselben  Ordinaten 
wie  in  Fig.  440  —  so  erhält  man  die  in  Fig.  441  dargestellten  bei- 
den Curven,  von  de- 
nen sich  nachweisen 
lässt,  dass  dieselben 
ebenfalls  eine  Stütz- 
linie und  die  zuge- 
hörige Belastungs- 
linie darstellen. 

Denkt  man  sich 
in  jedem  Punkte 
dieser  Stützlinie  die 
Spannung  derselben 
zerlegt  in  eine  ver- 
ticale  Seitenkraft  V 
und  eine  der  neuen 
Abseissen- Achse  pa- 
rallele Seitenkraft 
X^  so  erkennt  man 
leicht,  dass  diese  letztere  in  allen  Punkten  der  Stützlinie  dieselbe 
Grösse  hat  —  ebenso  wie  in  Fig.  440  die  Horizontalspannung  H — . 
Die  verticale  Seitenkraft  hat  (wie  in  Fig.  440)  an  jedem  der  beiden 


Digitized  by 


Google 


364 


Siebenter  Abschnitt.  §  133. 


Fig.  442. 


Endpunkte  die  Grösse  -^-j  im  Scheitelpunkte  C  die  Grösse  Null, 

und  ist  überhaupt  an  jeder  Stelle  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  440 
zu  berechnen.  Wenn  man  demnach  für  eine  der  beiden  Hälften 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  betreffen- 
den Stützpunkt  aufstellt  und  das  statische  Moment  der  Belastungs- 
hälfte mit  90^  bezeichnet,  so  erhält  man  aus 
Fig.  440  und  Fig.  441  die  Gleichungen: 

1)  H.h'^m  =  X.hQos€,     oder: 

cose 
Um  die  Spannung  an  der  Stelle  M  in 
Fig.  440  zu  bestimmen,  hat  man  die  beiden 
Kräfte  V  und  H  zu  ihrer  Mittelkraft  R  zu- 
sammenzusetzen. Für  den  Winkel  a,  welchen 
die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  mit  der 
Horizontalen  einschliesst,  ergiebt  sich  ans 
Fig.  442  die  Gleichung: 

V 

2)  tga  =  -g.. 

Auf  analoge  Weise  findet  man  die  Span- 
nung an  der  Stelle  M  in  Fig.  441,  indem 
man  die  Mittelkraft  K  construirt  aus  den 
beiden  Kräften  V  und  X,  und  erhält  fttr 
den  Winkel  <Oy  welchen  die  Richtungslinie 
dieser  Kraft  K  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst,  nach  Fig.  443  die  Gleichung: 


V-+-  X  sin  € 
Xcos  e 

tgc.  = ^-!^ 


3)     tg  w  = 


4) 


oder: 


welcher  man  nach  Gleichung  2)   auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 

5)  tg  t^  =  tg  a  +  tg  f. 
Um  nachzuweisen,  dass  die  krumme  Linie 
A  M  CB  in  Fig.  441  eine  richtig  construirte 
Stützlinie  ist,  genügt  es  den  Beweis  zu  führen, 
dass  an  der  beliebig  gewählten  Stelle  M  die  Richtungslinie  der 
Spannung  mit  der  Tangenten-Richtung  an  dieser  Stelle  zusaomien- 


Fig.  448. 
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fällt  Für  den  Winkel  (pj  welchen  diese  Tangentenrichtong  mit  der 
Horizontalen  eingehliesst,  erhält  man  aus  Fig.  444  die  Gleichung : 
rfy  +  rfa? .  tg  g 


6)    tg9)  = 


dx 


Hierin  ist  -4-  gleich  tg  a  zu  8Q<;zen;  denn  für  6  =  0,  d.  h.  für  den 

in  Fig.  440  dargestellten 
Fall    einer   nach    recht- 


Fig.  444. 


winkeligem  Goordinaten- 
System  constmirten  Stütz- 
linie,  mussqp  gleich  a  wer- 
den. Hierans  folgt,  dass: 
7)  tg?)  =  tga  +  tga 
ist,  dass  also  der  Winkel  9) 
gleich  dem  Winkel  ia  ist, 
wie  bewiesen  werden 
sollte. 

Das  an  den  Fignren  440 
und  441  erklärte  Verfahren 
kann  man  demnach  an- 
wenden, um  aus  einer  be- 
liebigen gegebenen  Stütz- 
linie eine  unendlich  grosse  Anzahl  neuer  Formen  von  Stützlinien 
abzuleiten. 

§  134. 
Darstellung  der  elastischen  Linie  als  Kettenlinie.*) 

Nach  §  119  kann  man  der  allgemeinen  Differenzialgleichung 
der  Kettenlinie  die  folgende  Form  geben: 

«  «•;&  — 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  H  die  überall  gleich  grosse  Hori- 
zontalspannung der  Kette,  nnd  z  die  Belastung  pro  Längeneinheit 
der  Horizontalprojection  an  derjenigen  Stelle,  deren  Coordinaten 
X  und  y  sind. 

Durch  entsprechende  Wahl  der  Aufhängungsweise  und  des 
Belastungsgesetzes  oder  des  Gesetzes,  nach  welchem  z  mit  x  sich 

*)  Vergl.  Mohr 's  „Beiträge  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Construc- 
tionen**  (Zeitschrift  des  hannoverschen  Architecten-  und  Ingenieur  -  Vereins, 
Jahrg.  1868). 
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Siebenter  Abschnitt.  §  134. 


ändert,  kann  man  bewirken,  dasB  die  Eettenlinie  eine  beliebige 
vorgeschriebene  Form,  so  z.  B.  die  der  elastischen  Linie,  annimmt 
Für  die  letztere  wnrde  in  §  4  die  allgemeine  Differenzialgleichnng 
gefimden: 


2)    EZ. 


@ 


in  welcher  E  den  ElasticitÄtsmodulus  bedeutet,  %  das  Trägheits- 
moment des  Balken-Qnerschnittes  and  ^  das  Biegongsmoment  an 
derjenigen  Stelle,  deren  Coordinateii  ^  und  y  sind. 

Wenn  man  die  obigen  beiden  Differenzial-Gleichungen  mit 
einander  vergleicht,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  elastische 
Linie  mit  der  Kettenlinie  identisch  wird,  sobald  H^^E%  und 
Ä  =  ÜÄ  ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  die  Form  der  elastischen 

Linie  auch  durch  eine 
F>8-  ^5-  hängende  Kette  wür- 

^  '  7         ^  ^ß  darstellen  können, 

indem  man  der  Kette 
eine  Belastung  giebt, 
welche  längs  der 
Horizontal-Projection 
nach  demselben  Ge- 
setze wie  das  Bie- 
gungsmoment des 
Balkens  sich  ändert, 
und  indem  man  zu- 
gleich auf  irgend  eine 
Weise  bewirkt,  dass 
die  Horizontalspan- 
nung der  Kette  die 
Grösse  S  =  jB  SC  an- 
nimmt, was  z.  B.  bei  constantem  Balken- Querschnitte  auf  die  in 
Fig.  44B  angedeutete  Weise  durch  EoUen  und  Gewichte  bewerk- 
stelligt werden  kann. 

Bei  dem  in  Fig.  446  dargestellten  Balken,  an  dessen  Ende 
zwei  entgegengesetzte  Kräftepaare  vom  Momente  90^  wirken,  hat 
das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  dieselbe  Grösse  SD^.  Man 
würde  also  für  diesen  Fall  der  Kette  eine  gleichförmig  über  die 
Horizontalprojection  verth eilte  Totalbelastung  von  der  Grösse  2S(R/ 
zu  geben  haben,  und  nach  Fig.  447,  indem  man  für  die  eine  Hälfte 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Auf  hänge- 


Fig.  440. 
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pnnkt  aufstellt,  die  Pfeilhöhe  der  Eett^nlinie  oder  die  Durchbie- 
gung des  Balkens  berechnen  können  aus  der  Gleichung: 

Fig.  447.  3)  £!./=»-—-,  oder: 


/- 


SSIP 
2EZ 


welche  dasselbe  Besultat 
^EX'  crgi^ht  I  wie   die  in  §  5 
gefundene  Gleichung  16). 
Um  bei  einem  an  bei- 
den Enden  unterstützten 
Balken,  welcher  in  der 
Mitte  mit  dem  Gewichte  Q 
belastet  ist,  die  an  dieser 
Stelle      hervorgebrachte 
Durchbiegung  zu  berechnen,  wtlrde  man  die  Belastung  der  Kette 
nach  dem  in  Fig.  16  graphisch  dargestellten  Gesetze   über  die 

Horizontalprojection  ver- 
Fjg-  ^*S-  *      theilt  anzunehmen  haben, 

und  erhält  nach  Fig.  448 
auf  dieselbe  Weise  wie 
bei  dem  vorigen  Falle'  die 
Gleichung: 


^KZ 


4)    EZ.f^ 


QP 


h 


r 


oder:    /= 


Wenn  die  Belastung 
2p  l  des  an  seinen  End- 
punkten unterstützten  Bal- 
kens gleichförmig  über  seine  Länge  vertheilt  ist,  so  ändert  sich 
das  Biegnngsmoment  längs  derselben  nach  dem  in  Fig.  18  gra- 
phisch dargestellten  parabolischen  Gesetze.  Man  erhält  also  für 
die  in  der  Mitte  hervorgebrachte  Durchbiegung  nach  Fig.  449  die 
Gleichung: 


5)    EX.f 


^  pl'      5 


8 


/,    oder:   /= 


5 
24 


EX 
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Siebenter  Abschnitt.  §  134. 


Auch  bei  einem  Balken  von  veränderlichem  Querschnitte  kann 
die  elastische  Linie  als  Eettenlinie  dargestellt  werden.   Wenn  man 

für  diesen  Fall  der  Glei- 
p^  ^'  chung2)diefolgendeForm 

l  i  giebt: 

so  erkennt  man  bei  Ver- 
gleichung  derselben  mit 
der  Gleichung  1) :  dass  die 
Kettenlinie  dieselbe  Form 
annehmen  wird  wie  die 
elastische   Linie,    sobald 


KZ 


H 


£  uriä  Ä  =  —  ist 


Die  erstere  Bedingung  kann  auf  die  in  Fig.  460  angedeutete  Weise 
erfüllt  werden.    Was  die  letztere  Bedingung  betriflft,  so  würde 


Fig.  450. 


z.  B.  in  dem  spe- 
ciellen  Falle,  wenn 

der 


Quotient    -j=r 


einen       constanten 
Werth  hat  —  d.  h. 
wenn  das  Trägheits- 
moment des  Quer- 
schnittes nach  demselben  Gesetze  wie  das  Biegungsmoment  sich 
ändert  —  der  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Horizontalpro- 
Fig.  451.  jection  vertheilte  Belastung 

von  der  Grösse: 


1)    z^ 


z 


So 


pro  Längeneinheit  zu  geben 
haben,  und  nach  Fig.  461 
(auf  analoge  Weise  wie  bei 
den  vorigen  Fällen)  für  die 
Pfeilhöhe  der  Kette  die  Glei- 
chung erhalten: 


/= 


aWo/* 


tE%, 


Digitized  by 


Google 


StütKlinie  für  £rd-Drack. 


369 


Bei  einem  an  beiden  Enden  unterstützten  Balken,  dessen  Be- 
lastung 2p l  gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilt  ist» 
hat  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  die  Grösse: 

9)  m,^^-, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  Durch- 
biegung in  der  Mitte  die  Gleichung: 

in  welcher  %  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  der  Mitte 
des  Balkens  bedeutet. 

§  135. 
Stutdinle  fOr  Erd-Druck. 

Wenn  das  Belastungsmaterial  aus  Erde  oder  Sand  besteht, 
60  werden  auf  die  Kette  nicht  nur  verticale,  sondern  auch 
horizontale  Druckkräfte  übertragen.    Um  für  den  in  Fig.  452 

dargestellten     Be- 
^*^-  ^2-  lastungszustand  die 

if .    — ^ — . — Q- : r—    Gleichgewichtsform 

der  (gewichtlos  vor- 
ausgesetzten) Kette 
zu  finden,  hat  man 
sich  durch  den 
Scheitelpunkt  C  und 
durch  den  beliebig 
gewählten  Punkt  M 
verticale  Schnitt- 
flächen hindurch- 
gelegt, und  an  dem 
herausgeschnittenen  Körper  ONMC^  bestehend  aus  dem  Ketten- 
stttcke  MC  und  der  darüber  befindlichen  Erdmasse  ONMC,  die 
zar  Wiederherstellung  des  Gleichgewichtszustandes  erforderlichen 
Kräfte  hinzugefügt  zu  denken. 

In  §  102  wurde  für  den  horizontalen  Erd-Druck  gegen  eine 
Terticale  Rechteckfläche  von  der  Länge  Eins  und  der  Höhe  h  die 
Gleichung  gefunden: 


„   i>_J^„(«.Tf.)'. 


Uitt«r,  IflgeBienr-llecliAnik.   lAufl. 


24 
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Siebenter  Abschnitt.  §  135. 


in  welcher  das  Minuszeichen  auf  den  Fall  des  activen  und  das 
Piaszeichen  aaf  den  Fall  des  passiven  Erd- Druckes  sich  bezieht 
Wenn  man  hierin  (wie  bei  den  vorigen  Fällen  schon  geschehen) 
wieder  y  =  l  und  zugleich  abkttrzungs weise: 


2)     tg(45^  +  -|-J= 


m 


setzt,  so  ergeben  sich  flir  die  gegen  die  Seitenflächen  NM  UDd 
OC  wirkenden  horizontalen  Erd-Drttcke  die  in  Fig,  468  ange- 
gebenen Ausdrücke,  und  man  er- 


Fig.  463. 


hält,  indem  man  für  den  Körper 
ONMC  die  Gleichgewichts- 
bedingungen  aufstellt,  die  Glei- 
chungen: 


3) 


7n 


H=H,-~{t-f^, 


4)     V=\ydx. 


=> 


Für  den  Neigungswinkel  er,  wel- 
chen die  TangentenrichtuDg  der 
Kettenlinie  an  der  Stelle  M  mit  der  Horizontalen  einschliesst,  er- 
hält man  ferner  nach  Fig.  463  die  Gleichung: 

5)     ^tga=  F, 
und  wenn  man  hierin  abktlrzungsweise  tg  a  =:  {<  setzt,  so  nimmt 
dieselbe  nach  Substitution  der  oben  für  H  und   V  angegebenen 
Werthe  die  Form  an: 


6) 


k- 


in 


iy 


—y^^\^='ly 


dx\ 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  u  differenziirt,  gelangt  man  zu 
der  folgenden  Gleichung: 

7)    H^  —  —  {y^  —  y'^'-muy^^y, 


2   '^        ^''       "-"^^   du       "^  du 
Die  Bedeutung  der  Grösse  u  kann  nach  der  oben  gegebenen 
Definition  ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichungen: 
dy  _.      du         d^u 


8) 


9) 


da^  dx        djc^ 

Hiernach  kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung,  indem  man 
darin  udx  statt  dy  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 
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10)  ^o—^(y^  —  y'^  —  mu^y-^^y^^     oder: 

11)  ^"  ^         j/iX+mu")         ^  rf'y 

A 2"^^  ^^'^ 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  zunächst  mit  der  Grösse 
udx=^dy  multiplicirt  und  nachher  die  Integration  derselben  aus- 
führt (bei  welcher  zu  berücksichtigen  ist,  dass  für  o?  =  0  auch 
u  =  0  wird) ,  so  gelangt  man  successive  zu  den  nachstehenden 
Gleichungen: 

12)  udu ÄIL+^üf!)_,    oder: 

-       Imudu        Imydy 

^0— -2-(y— yJ) 

14)  lg(l+J«a') 21gJjy.-|-(y'-yJ)j  +Const., 

15)  0         =  — 21gir,  +Con8t, 


16)    lg  (1 +»««') =2  lg 


^.-^(/-.yj) 


Dieser  letzteren  Gleichung  kann  man,  indem  man  wieder  tga 
statt  u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

17)  i  +  »itga*=l ^ r»    oder: 

jfl,— |-(y*-y;)| 

18)  ^._|-(y^_yj)«_^^, 

-^  y  1  +  ?w  tg  a* 

und  wen  mann  dieselbe  alsdann  für  y  auflöst,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

Indem  man  femer  den  in  Gleichung  18)  gefundenen  Ausdruck 
ftir  den  Nenner  in  Gleichung  11)  substituirt  (und  darin  zugleich 

ebenfalls  tg  a  statt  m  setzt),  findet  man  für  —r^  den  Werth : 

24* 
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20) 


2 


Nach  §  119  (Gleichung  7)  kann  nunnaehr  der  Krttnamungs- 
halbmesser  der  Sttitzlinie  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

21)  Q ^ T/ 

C08a'y(l  +»itgo^)^ 
au8  welcher  (wie  in  §  119)  fUr  den  Krümmungshalbmesser  im 
Scheitelpunkte  der  Werth  sich  ergiebt: 

22)  Ä  — -^. 

Wenn  man  also  (wie  in  §  119)  das  Verhältniss  —   wieder 

mit  A  bezeichnet,   so  ist  H^^^^Ayl  zu  setzen,  und  nach  Glei- 
chung 19)  wird: 

23)  y=yo]/l+-^(l-    .    ,  \    ,^)' 

^  ^     \  yi  +  OTtga*)/ 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  für  den  Krtlmmungs- 
halbmesser  die  folgende  Gleichung: 

24)    Q ^ 


cos 


'■•^"+"H'+^('~vi+U4 


Nach  Gleichung  2)  entspricht  (für  den  Fall  des  activen  Erddruckes) 
dem  Werthe  9>  »=  36*^  40'  der  Werth  m  «■  ^ ,  und  nach  Substitution  desselben 

erhält  man  z.  B.  für  A  —  0,1  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlen- 

werthe: 

a   s«  0^  30^  45°  60**  90'=' 

-^«  1  1,015  1,041  1,093  1,342 

Vo 

-^—0,1  0,134  0,194  0,316  0,596. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  ^  —  3  [und  wiederum  m=  —  j  setzt,  so 
ergeben  sich  die  folgenden  Werthe:  ^  ' 

a   =  0*  30°  45«»  60**  90"* 

-^=  1  1,393  1,880  2,618  5 

-^  =  3  2,940  3,23  3,96  4,8. 

Jedoch  ist  hinsichtlich  dieser  letzteren  Zahlenwerthe  zu  berflcksichtigen, 
dass  der  Einfluss  des  Fehlers,  welchen  man  begeht,  indem  man  das  eigene 
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Gewicht  der  Kette  verDachlässigt,  sich  um  so  mehr  bemerkbar  machen  wird, 

je  grösser  die  Yerhältnisszahl  A^ —  ist;   dass  also  einigermassen  genaue 

ReBoltate  bei  der  obigen  Berechnungsweise  nur  dann  zu  erwarten  sind,  wenn 
diese  Yerhftltnisszahl  einen  sehr  kleinen  Werth  hat. 

Um  die  oben  berechnete  StQtzlinie  annäherungsweise  aus  Kreisbögen  zu 
construiren,  würde  man  wiederum  das  in  §123  erklärte  Verfahren  anzuwenden 
haben.    Auf  analoge  Weise  wQrde  man  aus  den  obigen  Qleichungen,  indem 

man  darin  m«tg  (^^°  +  -y)  ^^^^*  ^^®  Gleichgewichtsform  der  Kette  für 
passiven  Erddruck,  und  indem  man  m»  1  setzt,  die  Gleichgewichtsform  der 
Kette  far  Wasserdruck  berechnen  können. 


Fig. 

X 

454. 

.     - -_-  -  ..  . 

.','.•"    »■"  *  •     ■^*  r     '-    . 

/•'.'. 

.'.'•'/->''••  ^^^>■.  :\\: 

■  ''•-/%;'  "•' 

•  • '    ••'.'*'*''', 

'r\  •.-::'"..\-:v.':; -■,'••. 

•  •  t  •  1    '  r  •' 

••'  ;'  \'i>'-.'.v'.  ''  r\/^  '• 

•  .  *  •  •.  ■ 

'..'/:' V-'-l;. •;•/•' 

»   »   ,^  >  t  •  *'     *    '  '•  »  »  ""'l  '^  • 

.  '  *  *  *  " . 

'  '   '  *  '  Z''  '^  .'•''/'.'''  'i»' 

'*»*  .  ' ' ' '  1 ' ' , 

,',  '*,  •/•;•.  *» 

f    *  V  ■         ■ 

l  4:  V'      • 

''V'.y.''-.'.r/-v" 

[:  y.  ^'\i  '•"'■/ ''"'.'^j^  ^; 

S.M       TJL, 

"'•.'.'■."'*'    i'^iy        ••**• 

A^S 

<-:' '.- '  ' ;  '• '.  *'  •  ''  '•' 

/\' *'.'•*♦■' '    •'' '    ^*'Jr 

M 

^<l;--.-.-..-::" 

!    '.'  -  -*•  *Lü^^ 

^^"^^^^^S^y.! 

•iiii^:-^^^^^''^ 

§  136. 
Hängende  gewfchtlose  Kette  mit  Erdbelastung. 

Wenn  bei  der  mit  Erde  belasteten  Kette  die  concave  Seite 
statt  der  convexen  nach  oben  gewendet  ist,  so  treten  Zug- Span- 
nungen an  die  Stelle 
der  Druck- Spannun- 
gen (Fig.  454  und 
Fig.  455).  In  Folge 
dessen  hat  man  für 
diesen  Fall  in  den 
Gleichungen  des  vo- 
rigen Paragraphen 
die  Grösse  +  ^  zu 
vertauschen  mit  der 
Grösse  — fi' (ebenso 
+  H^  mit  —  //o). 
Die  Gleichung  3)  des 
vorigen  Paragraphen 
nimmt  also  für  die- 
sen Fall  die  folgende 
Form  an: 

1)    H-H,-^ 

|-(y^-.yJ). 

Ausserdem  hat 
man  die  (im  vorigen 
Paragraphen  mit  u 
bezeichnete)  Grösse 
tg  a  in  diesem  Falle 


Fig.  455. 
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gleich  —  -j-  (statt  gleich  +   i']  *^  setzen,  und  wenn  man  mit 

Berttcksichtigang  dieser  Aendemngen  die  Rechnung  des  vorigen 
Paragraphen  wiederholt,  so  erhält  man  statt  der  Gleichangen  23) 
nnd  24)  resp.  die  folgenden  Gleichangen: 


2)    y^^yi-^fl— 7=i =\ 

'    J       -'"^  m    \         yi4-H,tgo'  / 

^y? 


3)   a- 


cos 


während  die  Gleichnngen  2t)  nnd  22)  des  vorigen  Paragraphen 
auch  fUr  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit  behalten. 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  w  —  -7- 

4 

setzt,  so  erhält  man  z.  B.  für  ^^»0,1  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe: 

a_    0"  30'  45'*  60*»  90° 


yo 


1  0,984  0,957  0,897  0,447 

0,1  0,139  0,212  0,385  1,790. 


§  137. 
StiHzIiiiie  fOr  Wassenlniok. 

Für  Wasserdruck  ist  der  natürliche  Böschungswinkel  (p  gleich 
Null  zu  setzen,  und  aus  der  Gleichung  2)  des  §  135  ergiebt  sich 
für  diesen  Fall  der  Werth  »i  =  1.  Hiemach  nehmen  die  Glei- 
chungen 3),  21),  23),  24)  des  §  135  für  den  Fall  des  Wasser- 
druckes resp.  die  folgenden  Formen  an: 

2)  gy  =  %o  =  ^y;, 

3)  y  —  yo  1/1+2^(1  — cos  a), 

4)  ^ ^y-    , 

Vi +2^(1  — cos  a) 

Die  Gleichung  2)  zeigt,  dass  das  Product  aus  dem  Krüm- 
mungshalbmesser der  Stützlinie  an  einer  bestimmten  Stelle  in  den 
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Abstand  derselben  Yom  Wasserspiegel  in  allen  Punkten  der  Stütz- 
linie dieselbe  Grösse  hat. 

Nach  Fig.  452  hat  die  in  der  Kette  stattfindende  Druck- 
Spannung  an  der  Stelle  M  die  Grösse: 

5j        A  =a  = I 

COS  a  COS  a 

und  wenn  man  hierin  fttr  cos  a  den  aus  der  Gleichung  3)  zu  ent- 
nehmenden Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

6)  K=H,~Afjl 

welche  zeigt,  dass  diese  Druck-Spannung  ebenfalls  in  allen  Punkten 
der  Stützlinie  dieselbe  Grösse  hat  und  jenem  Producte  ^?/  gleich 
ist  Die  von  den  festen  Untersttttznngspunkten  der  Kette  gelei- 
steten Gegendrücke  haben  also  ebenfalls  die  Grösse: 

7)  W^H,  =  Hy,  =  Ayl 

Um  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  zu  berechnen, 
hat  man  (wie  in  §  122  gezeigt  wurde)  den  Differenzialquotienten 
von  Q  nach  a  zu  bilden,  und  erhält  nach  Gleichung  4)  den  Ausdruck: 

8)  -^  =  -^*yo8inö{I+2.4(l— cosa)}~S 

welcher  nach  Substitution  des  fttr  den  letzteren  Factor  aus  Glei- 
chung 4)  zu  entnehmenden  Werthes  die  folgende  Form  annimmt : 

^^     da-         Ay\ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Eckpunkte  der  Evolute  den  Wer- 
then  a  —  0,  sowie  den  Werthen  a  =*=  +  ISO''  und  a  =  —  180* 
entsprechen. 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  erhält  man  z.  B.  fttr  ^  »»  1 
und  yo  =  1  di^  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

a=    0"  60'  90"  120=^  ISO"" 

y=    1  yi  V3  2  1/5" 

1111 


e-    1 


V2  V3  2  y5 


Um  die  zugehörigen  Werthe  der  Abscisse  x  zu  erhalten,  wttrde 
man  die  Sttttzlinie  ans  Kreisbogen-Elementen  zusammengesetzt  sich 
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zu  denken  und  die  Horizontal-Projectionen  dieser  Kreisbögen  zu 
Summiren  haben.  Denn  nach  Fig.  452  ist  dx^=  qda.  cos  a  za 
setzen,  also: 


10)    X 


^=  I Q(fa  ,  cos  a^'l Q  ,d (sin  a). 


Wenn  mit  R^^R^^R^.,.  die  Halbmesser  jener  Kreisbogen- 
Elemente  und  mit  o^j,  a,,  or, . . .  die  Winkel  bezeichnet  werden» 
welche  an  den  Endpunkten  jener  Kreisbogen  die  Tangentenrich- 
tungen mit  der  Horizontalen  einschliessen,  so  kann  man  die  Grösse 
X  annäherungsweise  auch  berechnen  aus  der  Gleichung: 

11)  07  =  /?!  sin  Oft  +  Äj  (sin  a^  —  sin  a^  +  R^  (sin  «3  —  sinaj  + . . ., 


Fig.  456. 


0,86 


0.86 


welche  um  so  genauere 
Resultate  liefern  wird, 
je  kleiner  die  jenen 
Kreisbogen- Elementen 
entsprechenden  Win- 
kel a^,  (ofj  —  cfj, 
(«3  —  cc J  . .  .  gewählt 
werden.  (Vergleiche 
Fig.  420.) 

Als  Halbmesser  eines 
jeden  solchen  Kreis- 
bogens kann  man  das 
arithmetische  Mittel 
der  beiden  Werthe  von 
Q  wählen,  welche  den 
Endpunkten  des  Bo« 
gens  entsprechen.  Bei 
Anwendung  dieser  Be- 
rechnungsmethode er^ 

hält  man  für  den  oben  angenommenen  Fall  die  nachfolgenden 

zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

a=    0^  60°  90'  120°  1S0° 

X 

Die  Form  der  Kettenlinie  und  die  Evolute  derselben  nebst 
ihren  drei  Eckpunkten  J,  0,  J  sind  in  Fig.  456  dargestellt. 


0 


0,77 


0,86 


0,79 


0,39. 
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Wenn  das  Wasser  gegen  die  concave  (anstatt  gegen  die 
conyexe)  Seite  der  Kette  drückt  (Fig.  467),  so  bleibt  die  Gteicbge- 

wichtsform  der  Kette 
^^S-  *W.  dieselbe;  die  überall 

gleich  grosse  Span- 
nung der  Kette  wird 
in  diesem  Falle  eine 
Zug- Spannung  von 
der  Grösse  .y*  =  ^i 
während  bei  dem  vo- 
rigen Falle  die  Span- 
nung der  Kette  eine 
Druck  -  Spannung 
von  derselben  Grösse 
war.  Da  als  Kraftein- 
heit das  Gewicht  des 
Belastungsmaterials 
pro  Cubikeinheit  ge- 
wählt wurde ,  und 
1  Cubikmeter  Wasser 
1000  Kil.  wiegt,  so 
wird  demnach  für  den 
Fall,  in  welchem  die 
Länge  eines  Meters  die  Längeneinheit  bildet,  die  Spannung  der 
Kette  (sowie  auch  der  Widerstand  jedes  der  beiden  Unterstützungs- 
punkte) 1000  Kil.  betragen. 

§  138. 
Hängende  gewichtlose  Kette  mit  WasserBelastung. 

Um  die  Gleichgewichtsform  der  hängenden  Kette  zu  finden, 
hat  man  in  den  Gleichungen  des  §  136  ebenfalls  überall  m=^  i 
zu  setzen;  man  erhält  dann  für  diesen  Fall  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

1)  ^=^,  +  ^(/_yJ), 

2)  Qy  =  Ry^, 


3)  y 

4)  Q- 


^7j^y\  —  2Aa  —  cosa), 
yi— 2.1(1— cosa)* 


Digitized  by 


Google 


378 


Siebenter  Abschnitt.  §  138. 


Ausserdem  behalten  die  Gleichungen  6)  und  1 1)  des  vorigen 
Paragraphen  auch  fttr  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit.    Die  Spannung 

der  Kette  ist  also  eine  überall  gleich  grosse 
Zug- Spannung  von  der  Grösse  Ayl. 

Wenn  man  A  =  —  und  yo  =  V^ 


Fig.  458. 


setzt,   so  erhält  man   aus  den 
Gleichungen  die  nachfolgenden 
mengehOrigen  Zahlenwerthe: 

obigen 
zusam- 

a=      0'    60°      90°      120' 

180' 

.y  =  ys        2      y  3       V2 

1 

1111 
^        VF       2      V3"      Vi 

1 

a;=      0     0,40     0,47      0,38 

-0,39, 

Fig.  459. 


aus  welchen  itir  die  eine  Hälfte  der 
Eettenlinie  dieselbe  Form  sich  ergiebig 
welche  im  vorigen  Paragraphen  für  ^4=1 
und  yo  =  1  gefunden  wurde  (Fig.  467).  Wenn  man  sich  jedoch 
die  Gonstruction  der  Eettenlinie  an  jeder  Seite  nur  bis  zu  dem 

Werthe  a  =  90*^  fortgesetzt  denkt,  so 
erhält  man  die  in  Fig.  468  dargestellte 
Form. 
S  Wenn  mit  j/^  und  ^^o  resp.  die 
Werthe  von  y  und  p  bezeichnet  werden, 
welche  dem  Werthe  a  =  90"*  ent- 
sprechen, so  ist  nach  den  Gleichun- 
gen 3)  und  4): 

5)  y9o=yoyi-2A 

Die  vorletzte  Gleichung  zeigt,  dass 
A^^  —  gesetzt  werden  muss,  wenn 


y^  gleich  Null  sein  soll,  und  die  letztere  zeigt,  dass  alsdann  zu- 
gleich pöo  unendlich  gross  wird  (Fig.  469).  Für  diesen  Fall  erhält 
man  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen,  indem  man  zugleich 
yo  =  1  setzt,  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 
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30' 
0,93 
0,537 
0,255 


60° 
0,707 
0,707 
0,47 


90° 
0 

00 

0,6. 


Aaf  analoge  Weise  ist  der  Fall  zn  behandeln,  in  welchem 
als  Bedingnng  rorgescbrieben  ist,  dass  die  Grösse: 
Fig.  460. 
Vi 


7)y..-y.yi-^ 


gleich  Nnll  werden 
soll  (Fig.  460).  Dieser 
Bedingung  entspricht 
der  Werth  ^  =-  1, 
nnd  wenn  zugleich 
wieder  »/o  ^  1  ge- 
setzt wird,  so  er- 
geben sich  für  diesen 


45» 
0,644 
1,55 

0,8 


60° 
0 

00 

1,25. 


Fall  die  nachfolgenden  Werthe: 
0  =  0°  15°  30° 

y  =  1  0,965  0,856 

Q  =  1  1,036  1,17 

J?  =  0  0,26  0,525 

Ebenso  der  Fall,  in  welchem  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist, 
Fig.  461.  Fig.  462.  ^ass  die  Grösse: 

8)  .y.,.  =^ 
y<,yi  —  ZA 

gleich  Null  sein  soll 
(Fig.  461).  Dieser  Be- 
dingung   entspricht 

der  Werth  ^  —  4" 
und  wenn  man  zu- 
gleich wieder  yo  ■=- 1 
setzt,  80  erhält 
man  die  folgenden 
Werthe: 


■pg  "■*-lJ2^6- 
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a=   0' 

30' 

60» 

99= 

120° 

y=  1 

0,954 

0,816 

0,577 

0 

1 

0,349 

0,408 

0,577 

oc 

x=    0 

0,17 

0,3 

0,36 

0, 

In  allen  diesen  Fällen  bleibt  die  Gleichgewichteform  dieselbe, 
wenn  das  Wasser  gegen  die  convexe  —  anstatt  gegen  die  con- 
cave  —  Seite  der  Kette  drückt,  in  welchem  Falle  die  Spannung 
der  Kette  wiederum  eine  Druckspannung  wird  (Fig.  462). 


§  139. 
Kette  mit  Waeeerdnick  und  mit  eigenem  Gewichte  beiastet 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  das  eigene  Gewicht  der  mit 
Wasserdruck  belasteten  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Bogen- 
länge derselben  vertheilte  Belastung  bildet,  von  der  Grösse  g  pro 

Längeneinheit    (Fig. 
F       X  ^'^o^'  463)-  um  die  Gleich- 

gewichteform  der 
Kette  zu  finden,  hat 
man  zunächst  (auf 
dieselbe  Weise  wie  in 
§  135)  für  den  Theil 
OPifC  die  algebra- 
ische Summe  der  Ho- 
rizontalkräfte gleich 
Null  zu  setzen;  man 
erhält  dann  nach 
Fig.  464  die  Glei- 
chung: 
1)  £r=^cosa  = 
Äo-Y(y^-y;). 

Für  den  Differenzial- 
quotienten  von  H^ 
nach  y  genommen,  er- 
giebt  sich  aus  dieser 
Gleichung  der  Werth: 


^  Fig.  464. 
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denen  die  eine  tangential, 
die  andere  normal  zn  dem 
Bogen-Elemente  gerichtet 
ist,  so  erhält  man  nach 
Fig.  466,  indem  man  die 
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Wenn  man  sich  femer  bei  dem   in  Fig.  465  dargestellten 

Bogen-Elemente  MN  eine  jede  der  wirkenden  Kräfte  zerlegt  denkt 

Fig.  465.  Fig.  466.  in  zwei  Seitenkräfte,  von 

9^  algebraische  Snmme  der 

tangential  gerichteten  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  die  Oleichnng: 

3)  0  =  dK  —  q  .  ds  sin  a, 

welcher  man,  da  ds  sin  a^^dy  ist,  anch  die  folgende  Form  geben 

kann: 

4)  dK^qdy. 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  K^  und  Ä,  anf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  y«  ^J^d  y  —  erhält  man  fllr  K  die  Gleichung: 

5)  K^K,  +  q{y-y,\ 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  Gleichung  1),  für 
cos  a  aufgelöst,  die  folgende  Form  an : 

6)  cos  a  =  -^r-  =    i-r    , 7 r-  • 

K  K^j^q{y—y^) 

Diese  Gleichung  kann  man  benutzen,  um  die  Ordinate  y  als 
Function  des  Winkels  a  darzustellen;  man  erhält  durch  Auflösung 
derselben  für  y  den  Werth: 

7)  ?/  =  — 9COSa  +  y(yo+ycosa)*  +  2Ä;,(!-rCOSa). 
Wenn  man  (wie  in  §  135)  die  Grösse  tg  or  —  —^  wieder  mit 

4  aX 

u  bezeichnet,  so  ist =  y  1  +  w*  zu  setzen;  folglich  ist: 


8) 


•+«-^-(§)" 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  y  differenziirt,  gelangt  man  zu 
der  folgenden  Gleichung: 


»)  ^-^(-f -^). 
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und  wenn  man  hierin  auf  der  linken  Seite  udx  statt  dy^  auf  der 
rechten  Seite  für  die  Di£Perenzialquotienten  die  resp.  aus  den 
Gleichungen  2)  und  4)  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

Nach  §  119  (Gleichung  7)  kann  nunmehr  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Kettenlinie  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

11)    —  =  cosa'.-T4-' 

aus  welcher  man  nach   Substitution  der  in  den  Gleichungen  6) 

und  10)  resp.  für  die  Grössen  cos  a  und  -^^  gefundenen  Aus- 
drücke den  folgenden  Werth  für  q  erhält: 


Uq  +  Ky 

Für  y  ^^yo  wird  K  =  K^  und  ebenso  auch  Ä'=  K^.    Der 
Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  hat  also  die  Grösse: 

13)  R ^ 

Nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  K^  zu  ent- 
nehmenden Werthes  kann  man  den  Gleichungen  1),  5),  11),  12), 

wenn  das  Verhältniss  -^  =n  und  zugleich  wieder  das  Verhältniss 
—  —  ^gesetzt  wird,  resp.  die  folgenden  Formen  geben: 

14)  H=yj{^(«+l)-i-(-|--lj|, 

15)  X  =  t/l  {^  («  +  1)  +  n  (-^  -  1  j|, 

16)  .y = y<.  {—  n  cos a  +  Yil+n  C08  ay  +  2A{n  +  1)  (1  —  cos  o)) , 


2 


Aus  Gleichung  16)  kann  man  für  jeden  willkürlich  gewählten 
Werth  von  a  den  zugehörigen  Werth  von  y  berechnen.  Hiemach 
findet  man  aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  die  entsprechenden 
Werthe  von  H  und  K,  worauf  dann  der  zugehörige  Krümmungs- 
halbmesser aus  Gleichung  17)  berechnet  werden  kann. 
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0° 

90» 

180 

I 

2 

•    3 

3 

5 

0 

2 

2 

3 

2 

5 

2 

2 

1 

1 

1. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben  sich  für  -4  =  1  und 

=  Y'  wenn  zugleich  yo=l  gesetzt  wird,  die  nachfolgenden 

zusammengehörigen  Werthe: 
Fig.  467. 

.y  = 
//= 

?  = 

Die  Kette  bildet  also  in  diesem 
Falle  eine  geschlossene  Kreislinie 
vom  Halbmesser  i2  —  1  und  befindet 
sich  (ohne  der  Widerstände  fester 
Unterstützungspunkte  zu  bedürfen)  im 

schwimmenden   Gleichgewichts- 

zustande  (Fig.  467). 
Für  n  =  0  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen  wiederum 
dieselben  Resultate,  welche  in  §  137  flir  die  gewichtlose  Kette 
gefunden  wurden. 

§  140. 
Hängende  Kette  mit  eigenem  Gewichte  und  Wasser  belastet 

Bei  dem  in  Fig.  468  dargestellten  Falle  hat  man  (wie  in  §  138) 
die  im  vorigen  Paragraphen  mit  u  bezeichnete  Grösse  tg  a  wieder 

gleich  —  -n^  zu  setzen  (ebenso  ä  .  sin  a  =  —  dy).  Die  Glei- 
chungen 4)  und  5)  des  vorigen  Paragraphen  nehmen  also  fttr 
diesen  Fall  die  folgenden  Formen  an: 

1)  dK^-q.dy, 

2)  K=K,-q(y-y^, 

Nach  Fig.  469  erhält  man  ferner  statt  der  Gleichungen  1) 
und  2)  des  vorigen  Paragraphen  fttr  diesen  Fall  die  Gleichungen : 

3)  H^K,Jr\{y'-yX)y 
dH 
dy 


4)    -:Ar==  +  y/ 
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und  wenn  man  mit  Berücksichtigung  dieser  Aendernngen  die  Rech- 
nung auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  fortsetzt, 
so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


5)    y  =  yo{— «COSa  +  V(l  +'« cos  af— 2-4(1  +w)(l  — cosa)}, 
*    6)     ^=yj|^(l+,i)  +  i-^^--l)|, 

7)    Ji:=.yjj-4(l+7i)-7i(^-l)l, 

^^      ^-  Hny^+Ky' 

Diese  Gleichungen  würde  man  benutzen  können,  um  bei  den 
verschiedenen  in  §  138  untersuchten  Fällen  die  wegen  des  zu 

berücksichtigenden 
Eigengewichtes  der 
Kette  erforderlichen 
Correctionen  auszu* 

führen.  Fürw  =  y 

erhält  man  aus  Glei- 
chung 5) ,  indem 
man  zugleich  wieder 
yo=*l  setzt,  den 
Werth: 


9)  y9o  =  yi  — 3A 

Diese    Gleichung 

zeigt,  dass  ^  =  y 

zu  setzen  ist,  wenn 
Fig.  469.  die  Ordinate  y^ 
gleich  Null  werden 
soll  (dem  in  Fig.  459 
dargestellten  Falle 
entsprechend).  Für 
diesen  Fall  ergeben  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  die  folgen- 
den Werthe: 
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«^ 

0" 

30* 

60'                90' 

y  — 

1 

0,952 

0,781             0 

H  = 

1 

2 

0,454 

0,305             0 

K  = 

1 
2 

0,524 

0,610             1 

?  = 

1 
3 

0,335 

0,590           oo. 
§  141. 

Kette  mtt  Wasserdruck  von  unten. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  463  an  jedem  Bogen-Elemente  der 

Kette  die  Richtung  des  Wasserdruckes  in  die  entgegengesetzte  ver- 

Fig.  470.  wandelt,  so  gelangt 

man    zn    dem     in 
Fig.  470  dargestell- 

ten  Falle ,  bei  wel- 

^^  chem  das  Wasser 
^^  von  unten  gegen  die 
Kette  drückt.  Um 
^=  die  Gleichgewichts- 
^^=  form  der  Kette  fttr 
^^=  diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  demnach 
in  den  Gleichungen 
des  §  139  überall 
diejenigen  Glieder» 
welche  die  Wasserdrücke  repräsentiren,  mit  »minus  Ws.z^  zu  multi- 
pliciren.  Statt  der  Gleichungen  1)  und  2)  des  §  139  erhält  man 
alsdann  die  folgenden  Gleichungen: 

dU 


2) 


dy 


=  +  y, 


während  die  Gleichungen  4)  und  5)  des  §  139  ihre  Gültigkeit  bei- 
behalten. 

Wenn  man  mit  Berücksichtigung  dieser  Aenderung  die  Rech- 
nung auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  139  fortsetzt,  so  erhält  man 
für  y  und  q  resp.  die  Gleichungen: 

Bitter,  iBgenienr-Meeluinik.  2.  Anfl.  25 
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3)    y  —  y  cos  a  +  y  (yo  —  ?  cos  a)*  —  2  Ä^  ( 1  —  cos  a), 

'^    ^=  Hq-Ky' 
Ans  der  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  fttr  den  Krümmungs- 
halbmesser im  Scheitelpunkte  der  Werth: 

5)  R ^o_, 

und  mit  Benutzung  des  aus  dieser  Gleichung  ftir  die  Grösse  K^ 
zu  entnehmenden  Ausdruckes: 

6)  K,=^R{q-y,)^Anl(ji-i) 

erhält  man  statt  der  Gleichungen  16),  14),  15),  17)  des  §  139  f&r 
den  Torliegenden  Fall  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 


7)    y  =yo  {»  cos  a  ±  y  (1  _  „  cos  a)*  —  2  J  («  —  1)  (1  —  cos  o)}, 

8)  F=yj|^(n-l)  +  i-'(|^-l)|, 

9)  K^yl\A{n-i)-\-n[^^ l)l, 

Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  K^  positiv  ist;  sobald  n  grösser 
ist  als  Eins,  und  die  Gleichung  9)  zeigt,  dass  in  diesem  Falle 
auch  die  Kraft  K  überall  positiv  ist.  Die  Spannung  der  Kette 
wird  daher  an  allen  Stellen  eine  Druck- Spannung  sein,  wenn  7 
grösser  ist  als  y^y  d.  h.  wenn  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längen- 
einheit grösser  ist  als  das  Gewicht  einer  Wassersäule  von  der 
Höhe  ^0  ^i^d  vom  Querschnitte  gleich  der  Flächeneinheit. 

Für  -4=2  und  w  =  2  nimmt  die  Gleichung  7),  wenn  darin 
wiederum.  ^0=  1  gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an: 

11)  y  =  2  cos  a  ±  y  (l  —  2  cos  «)'  —  4  (1  —  cos  a), 
und  wenn  hierin  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 
Null  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  der  Werth: 

12)  cos  a  =  -y  y 3",    oder:     a  —  30'. 

Man  erkennt  aus  Gleichung  1 1),  dass  y  imaginär  wird,  wenn 
cos  of  kleiner  ist  als  yV^,  d.  h.  wenn  a  grösser  ist  als  30\ 
Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  hier  angenommenen  Falle  die  Tan- 
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gentenrichtung  der  Kettenlinie  an  keiner  Stelle  mit  der  Horizon- 
talen einen  Winkel  einschliessen  kann,  welcher  grösser  ist  als  30"". 
Fig  471  Zugleich  ergiebt  sich 

aus    Gleichung    11), 

dass  jedem  kleineren 

_  Werthe  des  Winkels  a 

M  immer  zwei  verschie- 

^  dene  Werthe  von  // 

M  entsprechen,  während 

^  dem  Werthe  a  =  30' 

^  selbst  nur  ein  Werth 

^  von     y     entspricht, 

nämlich  der  Werth: 

V3: 


^^__. !/ 

Ftir  den  hier  angenommenen  Fall  erhält  man  aus  den  oben 
gefnndenen  Gleichungen  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 
Zahlenwerthe: 


y=   1 

1,0763 

y3 

2,787 

3 

«=      0= 

15° 

30° 

15' 

0 

^=      2 

2,079 

3 

5,362 

6 

K=     2 

2,153 

2yj 

5,575 

6 

e=+2 

+  2,515 

oo 

—6,3 

—  6. 

Die  eine  Hälfte  der  Kettenlinie  (entsprechend  den  Ordinaten 
von  y  =  1  bis  y  =  3)  nimmt  hiemach  die  in  Fig.  471  dargestellte 
Form  an,  bei  welcher  die  Enden  der  Kette  an  feste  verticale  Wände 
mit  Horizontaldruck  sich  anlehnen,  und  wenn  man  sich  die  Con- 
stmction  der  Linie  nach  beiden  Seiten  hin  weiter  fortgesetzt  denkt, 
so  erhält  man  die  in  Fig.  472  dargestellte  wellenförmige  Linie, 


Fig.  472. 


fttr  deren  Wellen  eine  um  so  kleinere  Höhe  sich  ergeben  wird, 
je  mehr  die  Zahl  n  dem  Grenzwerthe  1  sich  nähert.    Ftir  n=i 

25* 
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wird  die  Höhe  der  Wellen  gleich  Nnll,  und  die  Wellenlinie  geht 
in  eine  horizontale  gerade  Linie  über  (Fig.  473j. 

Wenn  n  kleiner  ist  als 
^'^  *'^  Eins,  so  wird  die  Drnck- 

Spannung  Ä'negatiy,  d.  h. 


'^ 


t 


^-^JLJ 


'"  t ™  ^^®     Druck-  Spannung 

^  geht  über  in  eine  Zug- 

M^  Spannung.  Man  kann  da- 

^  her  für  diesen  Fall  den 

^  j  Gleichungen  6) ...  1 0),  in- 

"~  -'^=^^  ^-  dem  man  —  Ä' statt  +  Ä" 

setzt  (ebenso  —  K^  statt  4-  K^  und  —  H  statt  +  fi),  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 

13)    K,  =  R  (yo  -  9)  =  ^yl  (1  -  n\ 


14)    y  =  yo  {"  CO»  «  +  V(l  —  w  cos  a)'+ 2-4(1 —«)(1  —  cosa)}, 
15)     F=«y;|^(l-n)-i-(|^-l)|,- 


16) 
17) 


K^ 


Ky  —  Hny^ 


in  welchen  die  Grössen  Ä'und  K^  nunmehr  Zug- Spannungen  be- 
deuten. . 

Für  ^  =  Y  ^^^  -4  =  1  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 

indem  man  zugleich  wieder  y©  =  1  setzt,  die  folgenden  Werthe: 


a=   0^ 

y=  1 

9=  1 


90' 

0 

0,293 
0,207 


180" 
1,562 

—  0,219 

0,219 
0,106, 


nach  welchen  fttr  den  in  Fig.  457  dargestellten  Fall  die  Ketten- 
linie  zu  constrairen  sein  würde,  wenn  das  eigene  Gewicht  der 
Kette  mit  berücksichtigt  werden  soll. 
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§  142. 
Hängende  Kette  mit  Waaserdruck  von  unten. 

Wenn  man  sich  in  Fig.  468  ebenfalls    die  Richtungen  der 

Wasserdrücke  gegen  die  Kette  in  die  entgegengesetzten  verwan- 

p.    ^^^  delt  denkt  und  dem- 

gemäss  in  den  Rech- 
nungen, welche  zu 
den  Gleichungen  des 
§  140  führten,  die- 
jenigen Glieder, 
welche  die  Wasser- 
drücke repräsenti- 
ren,  überall  mit 
„minus  Eins "^  multi- 
plicirt,  so  erhält 
man  fUr  den  in 
Fig.  474  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen: 

1)    y  =yo  {«  cos  of  +  y  (1  —  71  cos  af  +  2A(n—  1)  (1  —  cos  a)}, 

2,  /7_,:{^(,-.,-|(|-.)}, 


3)    K 


4)      e 


K* 


Hny^  —  lLy 

Die  Gleichnng  3)  zeigt,  dass  die  Zug-Spannnng  K  ttberall 
positiv  wird,  sobald  »>  1  oder  q^y^  Wenn  man  beispielsweise 
ns=  2  und  ^  =  1  setzt,  so  erhält  man  aas  den  obigen  Gleichungen 
(indem  man  zugleich  wieder  y„=  \  setzt)  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Werthe: 

a=   0°  30°  60° 

0,835  0 
1,151  1,5 

1,329  3 

1,482  3. 

Die  Eettenlinie  nimmt  demnach  ftlr  diesen  Fall  (in  ihrem 
unterhalb  des   Wasserspiegels    befindlichen  Theile)  eine   der  in 


Digitized  by 


Google 


890  Siebenter  Abschnitt.  §  142. 

Fig.  460  dargestellten  Eettenlinie  ähDliche  Form  an,  insofern  die 
Tangentenrichtung  der  Eettenlinie  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels 
hier  ebenfalls  einen  Winkel  von  60"  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst.  Oberhalb  des  Wasserspiegels  geht  die  Eettenlinie  über 
in  eine  gemeine  Eettenlinie  von  der  Horizontalspannnng  1,5 
(vergl.  §  126). 

Wenn  man  in  Gleichung  1)  das  Pluszeichen  vor  dem  Wurzel- 
ausdrucke gelten  lässt,  so  führen  die  obigen  Gleichungen  für 
71  =  1  wieder  zu  dem  in  Fig.  478  dargestellten  Falle  der  gerad- 
linigen horizontalen  Eettenlinie.  Wenn  man  dagegen  das  Minus- 
zeichen gelten  lässt,  so  erhält  man  für  diesen  Fall,  indem  man 
zugleich  wieder  yo  =  ^  setzt,  die  folgenden  Gleichungen: 

1 M* 

y  =  2co8a— 1,  H=^ ^-=^, 

^=2,  K=\-y. 

Der  unterhalb  des  Wasserspiegels  befindliche  Theil  der  Eettenlinie 
nimmt  also  in  diesem  Falle  die  Form  eines  Ereisbogens  an, 
dessen  Halbmesser  gleich  2  ist,  und  dessen  Gentriwinkel  120  Grad 
beträgt.  Da  X'=  0  wird  fttr  y  =  1,  so  würde  in  diesem  Falle 
die  Eette  im  Scheitelpunkte  durchschnitten  werden  können,  ohne 
dass  dadurch  der  Gleichgewichtszustand  gestOrt  würde. 

Wenn  n  kleiner  ist  als  Eins,  so  wird  die  Z ug- Spannung  A^ 
negativ,  d.  h.  die  Zug- Spannung  geht  über  in  eine. Druck- 
Spannung.  Man  kann  daher  für  diesen  Fall  den  obigen  Glei- 
chungen, indem  man  darin  —  K  statt  +  K  (ebenso  —  H  statt  +  H) 
setzt,  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

^)    y  "^Ifoi^  cos  a  ±  V(l  —  n  cos  af  —  2  ^  (1  —  nj (1  —  cos  a)}, 

6,   i,_j,;|.4(,-„,  +  |(|-.)}, 

7)  K^7jl\A{i-n)+n(^^-\\ 

8)  e—         ^' 


Ky  —  Hfiy^ 

in  welchen  die  Grösse  if  nunmehr  wieder  eine  Druck- Spannung 
bedeutet.         ^ 

Für  ^  =  y  und  ^  =  2  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 

indem  man  zugleich  y^  =  3  setzt,  die  Werthe: 


Digitized  by 


Google 


H&ngende  Kette  mit  Wasserdruck  von  anten. 


391 


y=3 

2,787 

ys 

1,0763 

1 

a=  0' 

15" 

30» 

15° 

0^ 

H=  6 

5,362 

3 

2,079 

2 

i:=6 

5,575 

2y3 

2,153 

2 

^=6 

6,3 

oo 

—  2,515 

—  2 

Diese  Zahlenwerthe  entsprechen  derselben  wellenförmigen  Linie 
(Fig.  472),  welche  im  vorigen  Paragraphen  bereits  für  den  dort 
angenommenen  Fall  -4  =  2,  w  —  2  und  yo  ~  1  gefunden  wurde. 

11 
Für  w  =  -^  und  ^  =  "ö"  ergeben  sich  aus  den  obigen  Glei- 
chungen, wenn  darin  zugleich  y^  =  3  gesetzt  wird,  die  Werthe : 
0"  90"  180' 

3  2  1 

A  0  -A 

2  2 

5  3 

T  ^  T 

^=1  1  1. 

Man  erhält  also  fttr  diesen  Fall  wiederum  eine  geschlossene 
Kreislinie,  und  zwar  dieselbe  Kreislinie  (Fig.  467),  welche  in  §  139 

fttr  den  dort  angenommenen  Fall  n  =  y»  -^  =  ^  ii^d  ^o  =■  1  ge- 
funden wurde.  . 

Wenn  man  n=Y  ^^^  A  =  l  setzt,  so  nehmen  die  obigen 
Gleichungen  für  yo=  ^  die  folgenden  Formen  an: 


a  = 

y  = 


y  ==  cos  a, 


1, 


H==-Y  cosa*, 
Ä  =  —  cos  a, 


und  zeigen,  dass  die  Kettenlinie  in  diesem  Falle  eine  Halbkreis- 
linie bildet,  deren  Mittelpunkt 
Fig.  475. 
.1. 1. 


in  der  Wasserspiegel  -  Ebene 
liegt  (Fig.  476).     Da  femer 


K=0  wird  fttr  a  =  90\  so 
befindet  sich  diese  halbkreis- 
förmige Kette,  ohne  der  Wi- 
derstände fester  Unterstütz- 
ungspunkte zu  bedürfen,  im 
schwimmenden  Gleichge- 
wichtszustande. 
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Die  Gleichung  5)  nimmt  nach  Substitution  des  Werthes  a=  90° 
die  folgende  Form  an: 

9)    y«,-yi-2^(l-7i). 

Wenn  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist,  dass  die  Eettenlinie 
die  Wasserspiegel- Ebene  mit  verticaler  Tangentenrichtung  schneiden 
soll,  so  ist  ^00^=^^  zu  setzen ,  und  man  erhält  die  Bedingungs- 
gleichung: I 

!«)  ^-  2(i-«r 

1  2 

Für  w  =  -r  würde  hiemach  A  =  -^  zu  setzen  sein,  und 
4  ö 

man  erhält  für  diesen  Fall  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen, 
indem  man  zugleich  wieder  yo*=  ^  setzt,  die  folgenden  Werthe: 


a=  0= 

30°   ' 

45° 

60° 

90 

y=  1 

0,909 

0,797 

0,6404 

0 

^-T 

0,4132 

0,3177 

0,205 

0 

-4 

0,4773 

0,4493 

0,4101 

1 

4 

2 

0,690 

0,724 

0,796 

oo 

Wenn  man  die  Berechnung  der  Abscissen  o?  nach  der  Glei- 
chung 11)  des  §  137  ausführt,  so  findet  man  flir  x^  den  Werth 

Fig.  476.  Fig.  477. 


A^ j m. 


.op.. 


0,73.    Da  K^  gleich  -j-,  also  gleich  dem  Gewichte  eines  Ketten- 
stückes von  der  Länge  Eins  ist,  so   wird  die  Kette,  ohne  der 
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Widerstände  fester  Unterstützungspankte  zu  bedürfen,  im  seh  wim- 
menden Gleichgewichtszustände  sich  befinden,  wenn  auf  die  in 
Fig.  476  dargestellte  Weise  an  jedem  Ende  der  Kette  ein  in  ver- 
ticaler  Sichtung  tiber  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von 
der  Länge  Eins  hinzugefügt  wird. 

Da  der  Gleichgewichtszustand  der  Kette  nicht  gestört  wird, 
wenn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  in  einen  festen  Punkt  ver- 
wandelt wird,  so  gelten  die  obigen  Resultate  auch  für  die  in 
Fig.  477  dargestellte  Kette,  welche,  an  ihrem  unteren  Ende  durch 
einen  festen  Pnnkt  unterstützt,  als  ein  Theil  der  vorigen  zu  be- 
trachten ist. 

Auf  analoge  Weise  würde  bei  dem  in  Fig.  462  dargestellten 
Falle  die  wegen  des  zu  berücksichtigenden  Eigengewichtes  der 
Kette  erforderliche  Correction  auszuftlhren  sein. 

§  143. 
Kette  von  gleichem  Wideretande  mit  Wasserdrucic  und  eigenem  Gewiclite  belastet 

Wenn  der  Querschnitt  der  Kette,  und  in  Folge  dessen  auch 
das  Gewicht  pro  Längeneinheit  derselben,  proportional  der  Ketten- 
spannnng  sich  ändert  —  wie  es  erforderlich  sein  würde,  wenn 
die  Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes  überall  die- 
selbe Grösse  haben  (die  Kette  also  einen  KOrper  von  gleichem 
Widerstände  bilden)  soll  —  so  ist  (wie  in  §  129): 

1)  JL_^ 

za  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  7  zu  entneh- 
menden Werthes  erhält  man  —  statt  der  Gleichung  4)  des  §  139  — 
für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

2)  rfü:-^.(/y,     oder:    -^— f-'^^- 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  K^  und  Ky  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  y«  ^^^  1/  —  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 


3>  's(-f-)=-t^^-y-''  '^''- 

4)     K^K^.e"' 
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Mit  BenntzoBg  des  ans  Gleichung  1)  flir  9  zu  entnehmenden 
Wertheß  erhält  man  ferner  (nach  §  139,  Gleichung  12)  für  den 
Krümmungshalbmesser  die  Gleichung: 

aus  welcher  ftir  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  der 
Werth  sich  ergiebt: 

6)  Ä==-^. 

R 
Wenn  man  also  wieder  das  Verhältniss  —  ==  A  und  das  Ver- 

q  yo 

hältniss  -^^  =  n  setzt,  so  ist: 

7)  K,  =  R(q,+y^  =  Ayl{n  +  \) 

zu  setzen,  und  für  den  in  §  139  untersuchten  Fall  ergeben  sich 
hiernach  die  folgenden  Gleichungen: 

9)     K=Ayl{n  +  \).e  , 

10)  cos  a==-gr, 

11)  Q^^  ^ 


Hn 


A{n  +  l)y,  ^-'^ 

Aus  den  ersteren  beiden  kann  man  für  jeden  willkürlich  an- 
genommenen Werth  von  y  die  zugehörigen  Werthe  von  J7und  K 
berechnen,  worauf  dann  aus  der  dritten  der  zugehörige  Werth 
von  a,  und  aus  der  vierten  der  zugehörige  Werth  von  q  berechnet 
werden  kann.  . 

Wenn  man  w  =  -^  und  A^=\  setzt  (wie  bei  dem  in  Fig.  467 

dargestellten  Falle),  so  nehmen  die  obigen  Gleichungen  für  y^  =  1 
die  folgenden  Formen  an: 

12)  fl^=2  — -|^, 

y-i 

13)  K=^.e'    , 
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...  /4  — y«\      (V) 

14)     c08a=( — ö"^)-^ 


und  es  ergeben  sich  aus  denselben  die  in  nachstehender  Tabelle 
zusammengestellten  Werthe: 


y=i 

1,5 

2 

2,5 

3 

H=  1,5 

0,875 

0 

— 1,125 

-2,5 

K=  1,5 

1,772 

2,093 

2,473 

2,93 

0=0° 

60=35' 

90° 

117°5' 

148°  35' 

e=i 

0,989 

1,047 

1,164 

1,352. 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  eine  Linie,  welche  in  ihrem 
oberen  Theile  (von  a  =  O""  bis  a  ==  90^)  eine  nahezu  halbkreis- 
förmige Gestalt  hat,  während  weiter  nach  unten  hin  der  Krüm- 
mungshalbmesser allmählich  sich  vergrössert  Um  denjenigen 
Werth  von  y  zu  finden,  welchem  der  kleinste  Krümmungshalb- 
messer entspricht,  hat  man  in  Gleichung  15)  den  Differenzial- 
quotienten  von  ^,  nach  y  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man 
erhält  dann  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben 

kann: 

16)    0  =  ^^—123^  +  14. 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man  den  Werth  y =1,3096, 
welchem  nach  Gleichung  14)  der  Werth  er  =»46'' 35',  und  nach 
Gleichung  15)  der  Werth  p  =  0,985  entspricht. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  w  =  1  und  -4  =  2,  indem 
man  zugleich  wieder  yo  =  1  setzt,  die  Gleichungen: 


18)    ü:  =  4.e        , 


19)    cos 


m 


20)     g=9-y»+8,/' 
aus  welcher  die  in  der  folgenden  Tabelle   zusammengestellten 
Werthe  sich  ergeben: 
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y=l 

2 

^=4 

2,5 

Ä-=  4 

5,136 

a=-  0° 

60»  50' 

9-2 

1,957 

4 

5 

-3,5 

—  8 

8,467 

10,873 

11 4°  25' 

137°  25' 

2,71 

3,624 

3 
0 

6,595 
90° 
2,198 

Derjenige  Werth  von  y,  ftlr  welchen  der  Krümmungshalb- 
messer 9  ein  Minimum  wird,  entspricht  der  Bedingnngsgleichnng: 

ans  welcher  man  den 
Werth  y  =  1,597  er- 
hält. Der  zugehörige 
Winkel  hat  die  Grösse 

a  =  46°20',   und   der 

^}^M  Zögehörige  Krüm- 
mungshalbmesser die 
Grösse^— 1,93.  Den 
obigen  Zahlenwerthen 
.^^  entspricht  die  in 
■ßl  Fig.  478  dargestellte 
Eettenlinie. 

Auf  analoge  Weise 
würde  man  für  den  im 
vorigen  Paragraphen 
untersuchten  Fall,  wenn  die  Kette  als  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände construirt  ist,  die  Gleichungen  erhalten: 


22)    H 


-.yj{ 


^(l-«)  + 


23)  K=A(\-n)yl.e 

jj 

24)  cos  a  =  -^  > 


K 


25)  a- 


K 


y 


Hn 


A{\-n)y, 


in  welchen  die  Kraft  üTals  Druck -Spannung  zu  deuten  ist  Wenn 
man  hierin  «  =  -«-  und  ^1  -=  1  setzt,  wie    bei  dem  in  Fig.  476 
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dargestellten  Falle,  so  nehmen  diese  Gleichungen  für  y©  =  ^  die 
folgenden  Formen  an: 

26)  ^=^. 

27)  Ä^  =  —  .  c        , 

28)  cos  a  =  y  .  e 

(y-i) 
e 


^«)  «-2F^ 


und  es  ergeben  sieb  aas  denselben  die  in  der  nachstehenden  Ta- 
belle znsammengestellten  Zahlenwerthe : 

1  3  1  1  .    ■ 
y=  1          T           T           T           ^ 

77-JL      _L         _L         A.         0 

2  32  8  32 

K=    0,5  0,389  0,303  0,236         0,184 

c=    0°  43' 40'        65°  40'        82°  25'       90° 

ß=    1  0,831  0,809  1,08  oo. 

Der  kleinste  Krammungshalbmesser  ^  >=  0,798  entspricht  der 
Ordinate  y  =  0,586  und  dem  Winkel  a  =  58°  40'.  Da  Ä'^«»  0,184 
ist  nnd 

ebenfalls  gleich  0,184  ist,  so  würde  die  Kette,  ohne  der  Wider- 
stände fester  Unterstützungspunkte  zu  bedürfen,  im  schwimmenden 
Gleichgewichtszustande  sich  befinden,  wenn  auf  die  in  Fig.  476 
angedeutete  Weise  an  jedem  Ende  der  Kette  ein  in  verticaler 
Richtung  über  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von  der 
Länge  Eins  und  vom  Gewichte  900=  ^,184  pro  Längeneinheit 
hinzugefügt  wird. 

§  144. 

Berechnung  der  Gewölbetärke  für  einen  nach  der  Kettenünie  conetruirten 

Gewöthhogen. 

Ein  Gewölbbogen  von  geringer  Dicke  und  überall  grossem 
Krümmungshalbmesser  darf  annäherungsweise  als  eine  in  ihrer 
labilen  Gleichgewichtslage  befindliche  Kette  betrachtet  werden. 
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Für  einen  nur  mit  seinem  eigenen  Gewichte  belasteten  Ge- 
wölbbogen  von  überall  gleich  grossem  Gewichte  pro  Längeneinheit 
würde  also  anter  den  genannten  Umständen  die  in  §  126  berech- 
nete „  gemeine  Eettenlinie  '^  die  Gleichgewichtsform  darstellen,  und 
wenn  der  Gewölbbogen,  als  Kette  von  gleichem  Widerstände  con- 
struirt,  ausser  seinem  eigenen  Gewichte  noch  eine  gleichförmig 
über  die  Horizontalprojection  vertheilte  Belastung  zu  tragen  hätte, 
so  würde  die  in  §  129  berechnete » Kettenbrücken-Linie"  (in  um- 
gekehrter Lage  gedacht)  als  Gleichgewichtsform  desselben  anzu- 
sehen sein.  Ebenso  dürfen  die  in  den  vorigen  Paragraphen  für 
Erd-  und  Wasser-Druck  gefundenen  Kettenlinien  annäherungsweise 
als  Gleichgewichtsformen  eines  unter  gleichen  Belastungsverhält- 
nissen befindlichen  Gewölbbogens  betrachtet  werden,  sobald  die 
Dicke  desselben  überall  klein  ist  im  Verhältniss  zum  Krümmungs- 
halbmesser. 

Um  für  einen  solchen  nach  der  Kettenlinie  construirten  Ge- 
wölbbogen die  im  Scheitelpunkte  erforderliche  Stärke  zu  berechnen, 
würde  man  die  an  dieser  Stelle  stattfindende  Druck-Spannung 
pro  Flächeneinheit  gleich  der  practisch  zulässigen  Druck-Spannung 
zu  setzen  haben.  Den  totalen  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte 
findet  man  nach  §  119,  indem  man  den  Krümmungshalbmesser 
des  Scheitelpunktes  multiplicirt  mit  der  Grösse,  welche  die  Total- 
belastung pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection  an  dieser 
Stelle  hat.  Da  bei  den  Untersuchungen  der  vorigen  Paragraphen 
als  Krafteinheit  überall  das  früher  mit  y  bezeichnete  Gewicht  des 
Belastungsmaterials  pro  Gubikeinheit  angenommen  wurde,  so  hat 
man  die  in  den  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Kraftgrössen 
sämmtlich  noch  mit  y  zu  multipliciren,  wenn  statt  dessen  das 
Gewicht  eines  Kilogramms  als  Krafteinheit  gewählt  werden  soll. 
Hiemach  ergiebt  sich  für  den  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte 
der  Ausdruck: 

1)  K,^R(q,  +  y!/,\ 
in  welchem  R  den  Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes,  ^o 
die  Höhe  der  Belastungsschicht  und  ^o  das  eigene  Gewicht  des 
Gewölbbogens  pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle  bedeutet.  Die 
obige  Gleichung  gilt  sowohl  ftlr  vertical  wirkende  Belastungen, 
als  auch  für  Erd-  und  Wasser-Druck. 

Wenn  mit  ay  das  Gewicht  des  Gewölbbogenmaterials  pro 
Kubikeinheit  bezeichnet  wird  —  wobei  also  o  das  specifische  Ge- 
wicht desselben  bedeuten  würde  ftlr  den  Fall,  dass  „Wasser"  das 
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BelastUDggmaterial  bildet  —  und  mit  c«  die  Gewölbstärke  im 
Scheitelpunkte,  so  ist: 

2)  9o  =  ^y^o 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  vorige 
Gleichung  die  Form  an : 

3)  K,  =  yR{ac,  +  t/,\ 

Wenn  femer  mit  S^  die  practisch  zulässige  Druck-Spannung  des 
Gewölbbogenmaterials  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
zugleich: 

4)  K,^S.c, 

zu  setzen,  und  man  erhält  durch  Gleichsetzung  der  beiden  für 
K^  gefandenen  Ausdrücke  die  Gleichung: 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  für  c^  auflöst,  findet  man 
für  die  erforderliche  Gewölbstärke  im  Scheitelpunkte  denWerth: 

6)  '0-=^  s-ayR' 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  Co  =  cx)  wird,  wenn  ayR  =  S  ist. 
Für  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich 
hieraus  der  obere  Grenzwerth: 

7)  Ä(max)=— > 

welchen  der  wirkliche  Werth  von  R  nicht  erreichen  darf,  wenn 
die  practisch  zulässige  Druck-Spannung  nicht  überschritten  werden 
soll.  So  würde  z.  B.  för  ein  Material,  bei  welchem  die  practisch  zu- 
lässige Druck-Spannung  pro  Quadratmeter  450000  Kil.  und  das  Ge- 
wicht pro  Cübikmeter  2500  Kil.  beträgt,  der  Werth  Ä(mM)  —  1 80  Meter 
sich  ergeben.  (Für  Eisen  hat  dieser  obere  Grenzwerth  —  wie  in 
§  127  bereits  gefunden  wurde  —  die  Grösse  von  1000  Metern.) 

Wenn  fttr  den  wirklichen  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel- 
punkte der  Werth  i2  =  60"  vorgeschrieben  ist,  so  erhält  man 
z,B.  für  yo™^'"  und  y=  1600  Kil,  indem  man  zugleich  wieder 
5  =450000  Kil.  und  ay— 2500  Kil.  setzt,  für  die  erforderliche 
Sölrke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte  den  Werth:  0«=  1",28. 

§  145. 
Gewölbbogen  mit  Sandbelastung. 

Die  erforderliche  Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte 
hängt  (bei  gegebener  Materialbescha£fenheit)  ausschliesslich  ab  von 
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dem  Erttmmangshalbmesser  des  Scheitelpunktes  und  von  der  Be* 
lastang  pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle.  Sie  ist  dagegen  toU- 
kommen  anabhängig  von  der  Art  der  Belastang  nnd  Ton  dem 
Gesetze  der  Lastvertheilung.  Die  im  vorigen  Paragraphen  fttr  e^ 
gefundene  Gleichnng  gilt  sowohl  ftlr  Erd-  nnd  Wasser-Druck  als 
für  Tertical  wirkende  Belastungen;  sowohl  flir  gleichförmig  als 
fllr  ungleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilte  Be- 
lastungen. Was  dagegen  die  Krttmmungsform  des  Gewölbbogens 
in  den  seitwärts  vom  Scheitelpunkte  gelegenen  Theilen  betrifft, 
und  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Stärke  des  Bogens  vom  Schei- 
telpunkte aus  nach  beiden  Seiten  hin  allmählich  zunehmen  muss, 
wenn  die  Druck-Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes 
tiberall  gleich  gross  sein  soll  —  so  werden  dieselben  bedingt 
durch  die  Art  der  Belastung  und  das  Gesetz  der  Lastvertheilung. 
Nach  §  117  ist  bei  einer  cohäsionslosen  Erdmasse,  welche 
continuirlichen  Erschütterungen  ausgesetzt  ist,  der  Erd-Druckzu 
berechnen  aus  den  ftlr  hydrostatischen  Druck  geltenden  Gleichun- 
gen, in  welche  die  ftlr  activen  und  passiven  Erd-Druck  geltenden 
Gleichungen  übergehen,  wenn  darin  </)  =  0  oder  m  =  1  gesetzt 
wird.  Der  active  und  der  passive  Erd-Druck  bilden  die  äussersten 
Grenzen,  bis  zu  welchen  der  wirkliche  Erd-Druck  von  dem  hydro- 
statischen Drucke  nach  beiden  Seiten  hin  abweichen  kann.  Diese 
beiden  Grenzen  fallen  zusammen,  wenn  durch  irgend  eine  Ursache 
die  Wirkung  der  Reibung  aufgehoben  wird.  Hieraus  folgt,  dass 
es  fUr  eine  mit  Erde  belastete  Kette  innerhalb  gewisser  Grenzen  un- 

endlich  viele  ver- 
^^'  ^,  schiedene  Gleich- 

gewichtsformen 
giebt.  Die  dem 
activen  und  pas- 
siven Erd-Drncke 
entsprechenden 
Eettenlinien  bil- 
den die  äusser- 
sten Grenzen,  bis 
zu  welchen   die 

.^^..J^f^yi^.^^.^^...^'...^^^^^  "^  Form   der  Kette 

von  der  dem  hy- 
drostatischen Drucke  entsprechenden  Kettenlinie  abweichen  kann, 
ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  gestört  wird.    Wenn  es  sich 
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darum  handelt,  di^enige  Gleichgewicbtsform  auszuwählen,  welche 
zugleich  die  grösste  Stabilität  besitzt,  so  hat  man  demnach  die 
fUr  ma=l  in  §  143  gefundenen,  dem  hydrostatischen  Drucke 
entsprechenden  Oleichungen  anzuwenden. 

Für  die  in  §  143  mit  n  bezeichnete  Grösse  ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  der  Werth: 


1)    n 


yy« 


oc^ 


Vo 


Wenn  man  hierin  mit  Beibehaltung   der  im  vorigen  Para- 

25 
graphen  angenommenen  Zahlenwerthe:  a  = -ttt  und  yo= 4"  setzt, 

so  erhält  man  für  Co=l",28  den  Werth: 


2)    n^ 


1,25.  1,6 


2 


Da  ferner  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  gleich 

60  Meter  angenommen  wurde,  so  hat  die  in  §  143  mit  A  bezeich- 

„     _^  '  nete  Grösse  den 

Fig.  480. 


—  15. 


Werth: 
3)    A^- 

_60 
"*   4 

Nach  Substitu- 
tion dieserWerthe 
nehmen  die  Glei- 
chungen 8),  9), 
10),  11)  des  §143, 
..,^^^..^^^..-^:^.;,,:i^...v<4^jit^  wenn      zugleich 

statt  der  Grösse  /— 1600  Eil.  das  Gewicht  von  1  Eil.  als  Eraft- 
einheit  angenommen  wird,  die  folgenden  Formen  an: 


4)    ff  =25600 


5)    Ä'=  576000.  e 
o)     cos  ^  =  "Jf  ' 


VlM»/ 


7)     ü 


K 


H 


180 


1600 .  y 


Bitter,  Ingeniear'Mecbanik.  2.  Aufl. 
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Ans  diesen  Gleichimgen  ergeben  sich  die  in  nachstehender 
Tabelle  zosammengestellen  Zahlenwerthe : 

1/—  4      8      12     16  20     24     27,13  40 

J7. 576  000  537  600  473  600  384  000  268  800  128  000   0  —691200 

1"«  576  000  588  940  602150  615  680  629  450  643  680  654  900  702  750 

a=   0«  24»y   38«10'  51«25'  64«  45'  78*30'  90«  169«35' 

^=-   60»  37», 306  27», 58  22»  2  18»,79  16»,458  15»,088  11»,68. 

DiesenZahlen- 
werthen      ent- 


Fig.  481. 


l0;3 


•    *.••»•    *     I      t  »«.  1*1»     t-  .  I  '■  :'\  -    .   • 


'  v^*;^; 


.    spricht  die    in 
;  Fig.  479  darge- 
:^  stellte    Ketten- 
•'  linie.       Streng 
;:  genommen  wllr* 
y,  de   zwar  diese 
V  Linie    nnr    bei 
')';  nnendlich  klei- 
ner Stärke  des 
Glewölbbogens 
als      Gleichge- 
wichtsform des- 
selben     anzu- 
sehen sein.  An- 
näherungsweise 
darf  man  indes- 
sen annehmen, 
dass  auch   der 
wirkliche     Ge- 
wölbbogen   im 
Gleichgewichts- 
znstande    sich 
befinden    wird, 
wenn  man  der 
Mittellinie  des- 
selben      diese 
Form         giebt 
(Fig.  480). 

^^^^^.^......^..^^  ..„,^         Nach      der 

•^— ^>^  ^--^-^'-     oljigen  Tabelle 

wächst  die  Dmckspannang  im  Gewölbbogen  yomQScheitelpankte 
nach  den  unteren  Endpunkten  hin  von  Xo= 576  000  bis  Ä"™  702  750. 
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Hiemach  ergiebt  sich  fiir  die  am  unteren  Ende  erforderliche 
Stibrke  des  Bogens  der  Werth: 

^^    "-"^^'X"        '        "576000"^  '^^• 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  y^  — 10"  nnd  R  —  20"  setzt, 
so  erhält  man  nach  der  Gleichnng  6)  des  vorigen  Paragraphen 
den  Werth: 

1600.20.10 
'      "        450000  —  2500.20  '°" 

Fflr  diesen  Fall  ist  also  "  ^  -g-  lu^d  A^2xa  setzen;  die  Glei- 
chungen des  §  143  nehmen  alsdann  die  folgenden  Fonnen  an: 


10)    Ä  0=160  000 


\  4  200/' 


11)  i:-=360000.«    " 

12)  cosa«»-^» 

13)  ^ ^ 

^+1600.y 

und  man  erhält  aas  denselben  die  in  nachfolgender  Tabelle  za- 
gammengestellten  Zahlenwerthe: 

y=   10  15  20 

ir—  360000  260000  120000 

£^.«360000  370130  380560 

a-=     0°  45=25'  71°  35' 

f=    20"  14",55  11",65 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  481  dargestellte 
Kettenlinie  nnd  die  in  Fig.  488  dargestellte  Form  des  GewOlb- 
bogens.  Ftlr  die  am  unteren  Ende  desselben  erforderliche  Stärke 
eigiebt  sich  der  Werth: 

4*^  ^       AQ     402228        «,oo-i 

14)  c  =  o..-g^  =  0,8.-^^^^^-0-,894. 

Der  Gleichgewichtsznstand  dieses  Gewölbbogens  würde  nicht 
gestört  werden,  wenn  der  untere  Theil  desselben  bis  zu  beliebiger 

26* 


23,45 

30 

0 

-7^80000 

387910 

402228 

90° 

134°  5' 

10-,34 

8",66. 
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Höhe  hinauf  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen  würde,  oder  wenn 

derselbe        eine 
^^-  *^-  grössere    Stärke 


!:\  :^';  ^i^^|.  f:.: J,'  folgt, dass  derCte- 

"  xi:^VH;V;  :;;!^^  wölbbogen  auch 

dann     noch    im 

;i/.::-.  Gleichgewichts- 

zastande  sich  be- 

, . y-^. ^  finden  wird,  wenn 

WMi^y,m/:.^'/^:y/'^I:,^^^^^     auf  die  in  Fig.  483 

angedeutete  Wei- 
se    der    nntere 
Theil  an  jeder  Seite  ersetzt  wird  durch  ein  Widerlager,  welches 
den  berechneten  Bogentheil  vollständig  einschliesst 

§  146. 
GQWölbbogen  mit  glelchfSrinig  Ober  die  Horizontalprojection  vertlieiiter  Belastung. 

Die  Gleichgewichtsform  eines  als  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände construirten  Gewölbbogens,  welcher  ausser  seinem  eigenen 
Gewichte  eine  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  ver- 
theilte  Belastung  zu  tragen  hat,  ist  nach  §  129  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

.)    ,— «(l±il-)..oo.(lj/^. 

Nach  der  in  den  vorigen  Paragraphen  angewendeten  Bezeich- 
nungsweise ist  hierin: 

2)  *  =  yo  =  <^y<^o 

zu  setzen,  und  da  die  Belastung  pro  Längeneinheit  der  Horizon- 
talprojection überall  dieselbe  Grösse  haben  soll  wie  im  Scheitel- 
punkte, so  ist: 

3)  p  =  yyo- 

Wenn  man  hierin,  wie  bei  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  vorigen 
Paragraphen,  die  Werthe:  R  =  60",  yo  =  4",  y  =  1600  Kil., 
ay  =  2500  KU.,   c^  =  1°,28   substituirt,   welchen   die  Werthe 
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k  =  3200  KU.  und  p  =  6400  Eil.  entsprechen,  so  erhält  man  für 
diesen  Fall  die  Gleichung: 

4)  j,— ,80.  lg  CO.  (^). 

ans  welcher  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe 
sich,  ergeben: 

— ^—^=0        0,1        0,2        0,3  0,4  0,5  1,5708 

60.  yj  ?  »  )  >  y  I 

a?  =  0       10,39    20,78    31,18.    41,57      51,96     163,2 

y  =  0        0,91       3,62      8,23      14,8        23,5  oo. 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  484  dargestellte 
Eettenlinie.  Nach  §  129  hat  die  Horizontalspannnng  der  Kette 
die  Grösse: 

5)  fl = i2(*  +  7?)  —  60  (3200  +  6400)  —  576  000  Kü., 

und  der  Neigungswinkel  der  Eettenlinie  gegen  die  Horizontale 
ist  zn  berechnen  ans  der  Gleichung: 


6) 


^'-VW<-iV^)-y--<-i^) 


Fig.  4S4. 


60. 1/3 
Aus  der  letzteren 
Gleichung  ergiebtsich 

X 


für 


=0,5  der 


60  •V3 
Werth:tga=0,9464. 
Die  Druckspannung 
der  Kette  wächst  also 
vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Unter- 
stfltzungspunkten  hin 
ß  i  von  der  Grösse  H=^ 
576000  Kil,  bis  zu 
der  Grösse: 
7)    ^— iE?. yr+lgV  =  1,377. 576 000  — 793 200 Kil. 

Dieser  Dmckzunahme  entspricht  eine  Zunahme  der  Gewölbstärke 
von  der  Grösse  Co=  1",28  bis  zu  der  Grösse: 

^^    ^       *'^^-  576000        *  ''^*' 
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Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  Gleichung  1)  die  bei  dem 
zweiten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  angenommenen 
Werthe:  R  =  20",  y,  =  10",  y  —  1600  KiL,  ay  =  2500  KiL, 
c^  =  0",8  substituirt,  welchen  die  Werthe  Ä  =  2000Kil.,  p  = 
16000  KiL,  H=  360000  Kil.  entsprechen,  so  erhält  man  fttr 
diesen  Fall  die  Gleichung: 

9)    y  =  -180.1gcos(-^), 

aus  welcher  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe 
sich  ergeben: 

a?  — 0        6  12  18  24  30  94,25 

y  — 0        0,91         3,62         8,23       14,8       23,5        co. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  findet  man,  dass  den  Coordi- 
naten  x  —  30"  und  y  =  23",5  die  Werthe  tg  a  —  1,64  und  JST  — 
691300  Eil.  entsprechen.  Bei  einer  Spannweite  von  60  Metern 
würde  demnach  ftlr  die  Stärke  des  Ctewölbbogens  am  Widerlager 
der  Werth:  c=  1",536  sich  ergeben. 

§  147. 
StOtzliiiien  Im  GewlNbbogen. 

Die  Rechnungsresultate,  zu  welchen  man  bei  Anwendung  der 
in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  erklärten  Methode  gelangt, 
sind  (wie  in  §  144  bereits  bemerkt  wurde)  nur  in  solchen  Fällen 
als  brauchbar  zu  betrachten,  in  welchen  ftlr  das  Verhältniss  der 
berechneten  Gewölbstärke  zu  dem  Krümmungshalbmesser  überall 
ein  sehr  kleiner  Werth  sich  ergiebt,  da  es  andernfalls  nicht  mehr 
zulässig  sein  würde,  den  Gewölbbogen  als  eine  vollkommen  bieg- 
same Kette,  und  die  Mittellinie  des  Bogens  ohne  Weiteres  als 
Sttttzlinie  desselben  zu  behandeln.  Bei  grösserer  Stärke  des  de- 
wölbbogens  würde  überdies  die  gemachte  Voraussetzung  meistens 
nicht  mehr  zutreffen,  nach  welcher  die  Belastung  unmittelbar  auf 
die  Mittellinie  des  Bogens  wirken  sollte,  da  es  in  Wirklichkeit 
die  äussere  Begrenzungsfläche  des  Gewölbbogens  zu  sein  pflegt, 
welche  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem  Belastungsmateriale 
sich  befindet. 

Um  bei  beliebig  gewählter  Form  und  Stärke  des  belasteten 
Gewölbbogens  die  Stützlinie  desselben  zu  construiren,  hat  man 
wiederum  das  Verfahren  anzuwenden,  welches  bereits  in  §  HS 
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fnr  den  dort  angenommenen  Fall  vertical  gerichteter  Schnitt- 
fugen  erklärt  wurde. 

Denkt  man  sich  in  der  Scheitelfnge  und  den  beiden  Wider- 
lagerfogen  einstweilen  Stifte  eingeschoben,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dasB  die  drei  Punkte  ^,j5,  (7  Stützpunkte  (oder  Punkte 
der  zu  construirenden  Sttttzlinie)  werden,  so  erkennt  man,  dass 
hiermit  zugleich  GrOsse  und  Lage  des  in  der  Scheitelfuge  wir- 
kenden Horizontal- 
^'^8-  ^^'  druckes  H  bestimmt 

sind,  welchen  man 
berechnen  kann,  in- 
dem man  die  stati- 
schen Momente  der 
beiden  Kräfte  H  und 
Q  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  A  (oder  in 
Bezug  auf  den  Dreh- 
punkt B)  einander 
gleichsetzt  (Fig.  485). 
Nachdem  auf  solche 
Weise  der  Horizontal- 
druck H  gefunden  ist,  kann  man  auf  dieselbe  Weise  wie  in 
§  118  den  Punkt  M  bestimmen,  in  welchem  eine  beliebig  ge- 
wählte andere  Fuge 
Fig.  486.  von  der  Sttttzlinie  ge- 

troffen wird,  indem 
man  auf  die  in  Fig.  486 
angedeutete     Weise 
von  den  beiden  Kräf- 
ten  -ET  und   P   die 
Mittelkraft    i2    con- 
:  struirtunddenDurch- 
^^1  Schnittspunkt  '    auf- 
[ sucht,    in   welchem 
jene  Fuge  von   der 
;^         Bichtungslinie  dieser 
Kraft  R  geschnitten 
wird.     Jedoch  isl  hierbei  zu  berücksichtigen,   dass  die  Curye, 
welche  man  bei  Anwendung  dieses  Constructionsverfahrens  er- 
hält, nur  dann  als  wirkliche  Sttttzlinie  gelten  kann,  wenn  jede 
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Füge  von  derselben  innerhalb  der  durch  ihre  beiden  Endpunkte 
begrenzten  Strecke  geschnitten  wird  (Fig.  487). 

Man  überzeugt  sich  auf  solche  Weise,  dass  durch  die  drei 
willktlrlich  gewählten  Punkte  AyB,C  die  ganze  Sttttzlinie  ihrer 
Lage  und  Form  nach  festgelegt  ist,  zugleich  auch:  dass  im  All- 
gemeinen unendlich  viele  verschiedene  Stützlinien  in  einem  und 
demselben  Gewölbbogen  construirt  werden  können,  und  dass  jeder 
von  diesen  Sttltzlinien  eine  bestimmte  Grösse  und  Lage  des  in 
der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  H  entspricht,  sowie 
umgekehrt  jedem  bestimmten  Horizontaldrucke  H  eine  bestimmte 
Form  und  Lage  der  Sttttzlinie  entspricht.  Die  Grösse  des  Hori- 
zontaldruckes ^ST  und  die  Pfeilhöhe  der  demselben  entsprechenden 
„.     -e-  Sttttzlinie  bedin- 

Flg.  487.  . 

gen        einander 

wechselseitig  in 
solcher  Weise 
dass  der  gröss- 
ten  Pfeilhöhe  der 
kleinste  Hori- 
zontaldruck und 
der  kleinsten 
Pfeilhöhe  der 
grösste  Hori- 
zontaldruck ent- 
spricht Bei  Be- 
trachtung der  Fig.  487  erkennt  man,  dass  der  Spielraum  fttr  die 
in  dem  Gewölbbogen  construirbaren  Sttttzlinien  um  so  mehr  zu- 
sammenschrumpfen wird,  je  kleiner  die  Gewölbstärke  gewählt 
wird.  Um  das  Minimum  der  erforderlichen  Gewölbstärke  zu  finden, 
hat  man  zu  untersuchen:  wie  klein  dieselbe  höchstens  werden 
darf,  wenn  überhaupt  noch  die  Möglichkeit  vorhanden  sein  soll, 
mindestens  eine  Sttttzlinie  in  dem  Gewölbbogen  zu  construiren, 
welche  nirgendwo  die  äussere  oder  die  innere  Begrenzungslinie 
der  Gewölbbogenfläche  ttberschreitet. 

§  148. 
Gleichgewicht  des  Gewölbbogens  In  Bezug  auf  Drehung. 

Die  Frage:  unter  welchen  Umständen  es  möglich  ist,  eioe 
ganz  in  das  Innere  des  Gewölbbogens  fallende  Sttttzlinie  in  dem- 
selben zu  construiren,  ist  gleichbedeutend  mit  der  Frage:   unter 
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welchen  Umständen  es  möglieh  ist,  ftir  den  in  der  Scheitelfage 
wirkenden  Horizontaldmck  eine  solche  Grösse  und  Lage  nachza- 
weisen,  bei  welchen  dieser  Horizontaldmck  in  Bezng  auf  jede  be- 
liebige Fuge  ausreicht»  um  eine  Drehung  des  zwischen  dieser  Fuge 
und  der  Scheitelfuge  befindlichen  Gewölbsttlckes  nach  innen  zu 
yerhindem,  und  zugleich  auch  klein  genug  ist,  um  nicht  eine 
Drehung  desselben  Stückes  nach  aussen  hin  hervorzubringen. 

Bei  überflüssiger  Stärke  des  Gewölbbogens  kann  dieser  Be- 
dingung auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  Genüge  geleistet 
werden,  da  unendlich  viele  verschiedene  Stützlinien  im  Innern 
desselben  möglich  sind,  und  jeder  von  diesen  Stützlinien  eine  be- 
sondere Grösse  und  Lage  jenes  in  der  Scheitelfage  wirkenden 
Horizontaldruckes  entspricht.  Im  Allgemeinen  wird  daher  von 
einer  bestimmten  Grösse  und  Lage  dieses  Horizontaldruckes  über- 
haupt nicht  die  Rede  sein  können,  sondern  immer  nur  von  ge- 
wissen Grenzen,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden  darf,  dass 
der  wirkliche  Horizontaldruck  zwischen  denselben  liegen  muss. 

Bei  sehr  grossser  Stl^rke  des  Gewölbbogens  würde  man  diese 
beiden  Grenzwerthe  auf  die  in  Fig.  488  und  Fig.  489  angedeutete 


Fig.  488. 


Fig.  489. 


Weise  ermitteln  können,  indem  man  das  eine  Mal  die  grösstmög- 
liche,  das  andere  Mal  die  kleinstmögliche  Pfeilhöhe  für  die  Stütz- 
linie annimmt,  und  flir  jede  dieser  beiden  Stützlinien  den  zuge- 
hörigen Horizontaldruck  berechnet  Der  wirkliche  Horizontaldruck 
in  der  Scheitelfuge  würde  jeden  dieser  beiden  Grenzwerthe  in  der 
That  erreichen  können,  wenn  die  Stärke  des  Gewölbbogens  so 
gross  ist,  dass  jede  von  diesen  beiden  Stützlinien  ganz  in  das 
Innere  des  Bogens  hineinfällt 

Denkt  man  sich  —  von  diesem  Falle  ausgehend  —  die  Ge- 
wölbstärke allmählich  kleiner  werdend  und  diese  Verkleinerung 
bis  zu  dem  Punkte  fortgesetzt,  wo  gerade  nur  noch  eine  einzige 
Stützlinie  in  dem  Gewölbbogen  möglich  ist,  so  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  im  Allgemeinen  diese  der  Grenze  der  Stabilität  ent- 
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sprechende.  Sttttzlinie  —  je  nach  dem  Gesetze  der  Lastyertheilang 
und  der  Form  des  Bogens  —  entweder  anf  die  in  Fig.  490  oder 
auf  die  in  Fig.  491  dargestellte  Weise  die  innere  und  die  äussere 

Fig.  490.  Fig.  491. 


Begrenzungslinie  berühren  wird.  In  beiden  Fällen  giebt  es  Ar 
den  in  der  Scheitelfnge  wirkenden  Horizontaldruck  nur  eine  ein- 
zige Grösse  und  Lage,  welche  den  Glcichgewichtsbedingungen 
entspricht.  Die  geringste  Verkleinerung  dieses  Horizontaldruckes 
würde  eine  Drehung  des  zwischen  der  Fuge  J  und  der  Scheitel- 
fuge befindlichen  Stückes  nach  innen  —  die  geringste  Vergrösse- 
rung  dagegen  eine  Drehung  des  zwischen  der  Fuge  E  und  der 
Scheitelfuge  befindlichen  Stückes  nach  aussen  hin  zur  Folge 
haben.  Wenn  in  Fig.  490  die  Fuge  E^  oder  in  Fig.  491  die  Fuge  J, 
zufällig  mit  der  Widerlagerfuge  zusammenfällt,  so  wird  der  Gleich- 
gewichtszustand auch  dann  noch  möglich  sein,  wenn  die  betreffen- 
den Slützlinien  —  anstatt  die  Begrenzungslinien  der  Gewölbbogen- 
'fläche  in  diesen  Fugen  zu  berühren  —  dieselben  schneiden. 
Um  die  Frage  zu  entscheiden:  ob  auf  die  in  Fig.  490  oder 
auf  die  in  Fig.  491  dargestellte  Weise  jener  Grenzt  des  Gleich- 
gewichtes eintreten  wird,  hat  man  zunächst  auf  die  in 'Fig.  488 
angedeutete  Weise  die  Stützlinie  des  kleinsten  Horizontaldruckes 
zu  construiren  und  alsdann  zu  untersuchen,  ob  bei  allmählich  ab- 
nehmender Gewölbstärke  die  auf  solche  Weise  zu  construirende 
Stützlinie  zuerst  die  innere  oder  zuerst  die  äussere  Begren- 
zungslinie überschreiten  wird.  In  der  Regel  —  wie  z.  B.  nament- 
lich bei  dem  Kreisbogen-Gewölbe  mit  horizontaler  Belastungslinie 
—  wird  der  erstere  Fall  eintreten,  und  in  diesem  Falle  wird  auf 
die  in  Fig.  490  dargestellte  Art  bei  fernerem  Abnehmen  der  Ge- 
wölbstärke die  Grenze  der  Stabilität  erreicht  werden.   Für  diesen 
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Fall  hat  man  also  bei  der  Berechnung  der  mindestens  erforder- 
lichen Gewölbstärke  den  oberen  Endpunkt  der  Scheitelfuge  als 
Angriffspunkt  des  Horizontaldruckes  anzunehmen. 

Fände  es  sich  dagegen,  dass  der  andere  Fall  eintritt  —  dass 
Bämlich  bei  allmählichem  Abnehmen  der  Gewölbstärke  zuerst  ein 
Ueberschreiten  der  äusseren  Begrenzungslinie  stattfindet  —  so 
würde  der  Grenzfall  des  Gleichgewichtes  auf  die  in  Fig.  491  dar- 
gestellte Weise  erreicht  werden,  und  in  diesem  Falle  würde  man 
bei  der  Berechnung  der  Gewölbstärke  den  unteren  Endpunkt  der 
Scheitelfuge  als  Angriffspunkt  des  Horizontaldruckes  zu  wählen 
haben. 

Die  Berechnung  der  Grenzstärke  selbst  hat  man  in  beiden 
Fällen  auf  die  Weise  auszuführen,  dass  man  untersucht:  welche 
Grösse  H^  der  Horizontaldruck  mindestens  haben  muss,  um  in 
Bezug  auf  jede  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach  innen  zu  ver- 
hindern, und  welche  Grösse  ^2  derselbe  höchstens  haben  darf, 
um  nicht  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach 
aussen  hervorzubringen.  Indem  man  diese  beiden  Grenzwerthe  H^ 
und  H^  alsdann  einander  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung, 
aus  welcher  die  gesuchte  Gewölbstärke  berechnet  werden  kann. 

Den  unteren  Grenzwerth  H^  findet  man,  indem  man  zunächst 
für  eine  beliebige  Fuge  denjenigen  Horizontaldruck  berechnet, 
welcher  das  zwischen  derselben  und  der  Scheitelfhge  befindliche 
Stück  in  Bezug  auf  Drehung  nach  innen  gerade  im  Gleichge- 
wichte halten  würde,  und  nachher  untersucht,  für  welche  Fuge 
dieser  Horizontaldruck  ein  Maximum  wird.  Den  oberen  Grenz- 
werth H^  findet  man,  indem  man  gleichfalls  zunächst  für  eine  be- 
liebige Fuge  denjenigen  Horizontaldruck  berechnet,  welcher  das 
zwischen  derselben  und  der  Scheitelfuge  befindliche  Stück  in  Bezug 
auf  Drehung  nach  aussen  hin  gerade  im  Gleichgewichte  halten 
würde,  und  nachher  diejenige  Fuge  aufsucht,  für  welche  der  auf 
solche  Weise  zu  berechnende  Horizontaldruck  ein  Minimum  wird. 

§  149. 
Gleichgewicht  des  GewSlbbogene  In  Bezug  auf  Gleiten. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  H^  und  H^  bezeichneten 
Grenzwerthe  sind  jedoch  nur  dann  als  wirklich  erreichbare  Grenz- 
werthe des  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  zu 
betrachten,  wenn  der  Winkel,  welchen. die  bei  Annahme  jener 
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Horizontaldrtlcke  sieh  ergebende  Drackrichtnng  R  (Fig.  4a6)  mit 
der  Normalen  zu  der  betreffenden  Fagenrichtong  einschliesst,  bei 
keiner  Fuge  grösser  ist  als  der  Reibungswinkel  (p.  Da  diese  Be- 
dingung nicht  unter  allen  Umständen  erfüllt  sein  wird,  so  erleidet 
der  Spielraum  für  die  Veränderlichkeit  des  wirklichen  Horizon- 
taldruckes  eine  weitere  Einschränkung  durch  die  Gesetze  der  Rei- 
bung; insofern  aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  in  Bezug 
auf  Gleiten  noch  zwei  andere  Grenzwerthe  ^3  und  H^  abgeleitet 
werden  können,  von  welchen  ebenfalls  behauptet  werden  darf,  dass 
der  wirkliche  Horizontaldruck  stets  zwischen  denselben  liegen  muss. 
Den  unteren  Grenzwerth  ^3 findet  man  nach  Fig.  492,  indem 
man  zunächst  in  Bezug  auf  eine  beliebige  unter  dem  Winkel  a 


Fig.  492. 


Fig.  498. 


Jtf 


%H 


gegen  die  Verticale  geneigte  Fuge  untersucht,  wie  gross  die  Ho- 
rizontalkraft jB' mindestens  sein  muss,  um  das  Gleiten  des  Ge- 
wichtes P  nach  innen  zu  verhindern,  und  nachher  untersucht, 

fbr  welche  von  allen  Fugen  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende 

P 
Horizontaldruck 5^= -r-;^ — : — r  ein  Maximum  wird. 

tg(a  +  g>) 

Den  oberen  Grenzwerth  ^5^4  findet  nLan  nach  Fig.  493,  indem 
man  zunächst  gleichfalls  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  unter- 
sucht, wie  gross  die  Horizontralkraft  ^höchstens  werden  darf, 
ohne  ein  Gleiten  des  Gewichtes  Pnach  aussen  hervorzubringen, 

und  nachher  untersucht,   fttr  welche  von  allen  Fugen  der  auf 

p 
solche  Weise  zu  bestimmende  Horizontaldruck  H  =  — - 

ein  Minimum  wird. 

Bei  einem  im  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Gewölb- 
bogen kann  der  wirkliche  Horizontaldruck  jedenfalls  nicht  kl  e  i ner 
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sein  als  der  gr(}ssere  von  den  beiden  Grenz werthen  H^  und  B^ 
—  zugleich  aach  nicht  grösser  als  der  kleinere  von  den  beiden 
Grenzwerthen  B^  und  B^.  Das  Minimam  der  wirklich  erforder- 
lichen Gewölbstärke  findet  man  demnach,  indem  man  den  grösse- 
ren von  den  beiden  unteren  Grenzwerthen  B^  and  B^  dem 
kleineren  von  den  beiden  oberen  Grenzwerthen  B^  und  B^ 
gleichsetzt. 

§150. 

Unbelastetes  Halbkreis-Gewölbe. 

Berechnung  des  Grenzwerthes  JET,. 

Um  zunächst  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  diejenige  Grösse 

zu  berechnen,  welche  der  in  der  Scheitelfhge  wirkende  Horizontal- 


Fig.  494. 


druck  mindestens  haben  muss, 
um  eine  Dreh  ung  des  zwischen 
jenen  beiden  Fugen  befind- 
lichen Gewölbstttckes  nach 
innen  zu  verhindern,  hat  man 
die  statischen  Momente  der 
beiden  Kräfte  if  und  P  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  J 
einander  gleichzusetzen,  und 
erhält  nach  Fig.  494  die 
Gleichung: 

1)    fl^(Ä  — rcosa)  =  P.^. 

Wenn  die  rechtwinkelig  zur 
Bildfläche  gerichtete  Dimen- 
sion des  Gewölbbogens  als  Längen -Einheit  und  zugleich  das 
Gewicht  des  Gewölbbogen-Materials  pro  Cubikeinheit  als  Kraft- 
Einheit  gewählt  wird,  so  ist  das  Gewicht  P  gleich  dem  Flächen- 
inhalte des  Ringsectors  zu  setzen,  also: 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte*)  hat  der  Abstand  des 
Schwerpanktes  dieser  Fläche  vom  Mittelpunkte  die  Grosse: 


3) 


smy« 


*)  Yergl.  »Technisclie  Mechanik"  (5.  Aufl.),  Gleichung  160). 
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Der  Hebelarm  der  Kraft  P  kann  nunmehr  nach  Fig.  494  be- 
rechnet werden  aus  der  Oleichnng: 

^  «=  r  Bin  o  —  OS.  sin  y  a,    oder: 


4)    ;r  »=  r  sin 


2  fR'  —  f^\  (siny«)' 


Hierin  kann ^       statt  (sin  y  aj  gesetzt  werden,  und  nach 

Substitution  der  obigen  Werthe  nimmt  die  Gleichung  1)  alsdann 
die  folgende  Form  an: 

5)  -flf(Ä  — rcosa)=  f 2 Jrasina— f 5 1(1— cosa). 

Wenn  man  diese  Gleichung  fttr  H  auflöst  und  zugleich  ab- 

72 
kttrzungsweise  das  Verhältniss  —  gleich  n  setzt,  so  erhält  man 

die  Gleichung: 

f  y  (n*  —  1)  a  sino  —  y  (»'— 1)(1  —  cosa)) 

6)  H"^] fr*, 

l  n — cosa  J 

um  den  in  §  148  mit  II^  bezeichneten  Grenzwerth  zu  be- 
rechnen, hat  man  hierin  fllr  a  denjenigen  Winkel  a,  zu  substi- 
tuiren,  fttr  welchen  JS  ein  Maximum  wird.  Man  findet  diesen 
Winkel,  indem  man  den  Differenzialquotienten  von  JET,  nach  a  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt.  Da  der  obige  Ausdruck  die  Form 
eines  Bruches  hat: 

7)  H^-^, 

dessen  Zähler  und  Nenner  Functionen  von  a  sind,  so  führt  das 
Null-Setzen  des  Dififerenzialquotienten  zu  der  Gleichung: 
0  —  N.dZ—  Z.  rfiV,    oder: 

Wenn  man  hierin  fttr  Z  und  N  die  aus  Gleichung  6)  zu  ent- 
nehmenden Ausdrücke  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  Grenzwerth 
H^  und  den  Bruchwinkel  a^  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 


^Qs        Cf,  (1  —  W  C08  C,) 


sma, 


2  /«*— t\ 
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Für  a,  —  0  wird  n  =  i  +  >/3  «=  2,732  und  H^  «  0.  Hieraus  folgt,  dass 
in  einem  Gewölbbogen,  bei  welchem  R  ^  2,732 .  r  ist,  es  überhaupt  keines  in 
der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  bedarf,  um  eine  Drehung  nach 
ionnen  zu  verhindern. 

Berechnung  des  Grenzwerthes  E^. 
Nach  Fig.  496  erhält  man  als  Bedingimg  des  Oleichgewichtes 
in  Bezog  aaf  Drehang  nach  aussen  die  Gleichung: 
tl)    5^Ä(1  — cos  a)  =  P^. 


Der  Hebelarm  »^^RAna- 
die  Grösse: 


05 .  sin  y  a  hat  nach  Gleichung  3) 


12)    »• 


P   .  2  (R'  —  f^\  \«^"  1 


iZ«  — H>^(8mya)' 


und  wenn  man  ausserdem  für  P  den  in  Gleichung  2)  gefundenen 
Ausdruck  substituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung,  fttr  H  auf- 
gelöst, die  folgende  Form  an: 

Um  den  Grenzwerth  H^  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 
von  a  aufzusuchen,  für  welchen  die  Grösse  ^T  ihren  kleinsten 

Werth   annimmt.     Da  der 


Fig.  495. 


^Ä.. 


Werth  des  Quotienten: 


14) 


2  a  sm  a 
1  —  cos  a 


gleich  Eins  wird  für  a  =  0 

und  bis  auf  die  Grösse  -7- 

4 

\fijjoga,       stetig  abnimmt,   wenn  der 

Winkel  a  von  Null  bis  y 

zunimmt,    so    ist    für   den 
obigen  Quotienten  der  Werth 

Tu 

-T-  zu  substituiren,  und  man 
4 

R 
erhält  für  den  Grenzwerth  H^^  indem  man  zugleich  wieder  —  =  71 

setzt,  die  folgende  Gleichung:  «  ^ 

,5)    5._{i<..-.,_(i^)p. 
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Berechnung  des  Grenzwerthes  iT,. 
Nach  Gleichung  2)  nnd  Fig.  492  ergiebt  sich  für  diejenige 
Grösse,  welche  der  Horizontaldmck  ^Tmindestens  haben  mnss, 
um  das  Gleiten  nach  innen  zu  yerhindem^  die  Gleichung: 


16) 


\       2        A   tg(a  +  <p) 


Um  den  Grenzwerth  flj  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 

von  a  aufzusuchen,  für  welchen  die  Grösse  -7-7 — ; — r-  ein  Maxi- 

'  tg(a  +  (jp) 

mum  wird.  Indem  man  den  Di£ferenzialquotienten  dieses  Bruches 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  —  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  in 
Bezug  auf  Gleichung  7)  gezeigt  wurde  —  die  folgende  Gleichung: 

18)  sin  (2a  +  2  g))  =  2  ff. 

Wenn  man  hierin  —  dem  Reibungscoefficienten  für  Mauer- 
werk entsprechend  —  den  Werth  qp  =  30°  substituirt,  so  findet 
man,  dass  a  =  26""  25'  zu  setzen  ist,  und  nach  Substitution  dieser 
Werthe  erhält  man  für  H^  die  Gleichung: 

19)  ^3  =  0,153  (n'^—l)r^ 

Berechnung  des  Grenzwerthes  B^. 
Durch  Vertauschung  von  +  qp  mit  —  g>  erhält  man  aus  Glei- 
chung ,16)  für  diejenige  Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  ff 
höchstens  erreichen  darf,  ohne  ein  Gleiten  nach  aussen  hervor- 
zubringen, den  Werth: 

Um  den  Grenzwerth  H^  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Winkel 
aufeusuchen,  ftr  welchen  dieser  Ausdruck  seinen  kleinsten  Werth 
annimmt  Für  a  =  qo  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth 
^=cx),  und  mit  wachsender  Grösse  des  Winkels  a  nimmt  der 

zugehörige  Werth  von  H  stetig  ab.  Folglich  ist  a  =  -^  zu  setzen, 
und  es  ergiebt  sich  für  H^  die  Gleichung: 


'■  n  setzt,  so  erhält 


21)    H,^^{R^- 

r')tg(p. 

Wenn  man  hierin  wieder  q)  = 

30^  nnd 

R 

man  fllr  H^  den  Werth: 

22)    F,=- 0,453. (»' 

~l)r*. 
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§  151. 
Berechnung  der  erfllirderfioliett  GewNbetirke. 

Ans  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Gleichungen 
ergeben  sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlenwerthe: 


n 

«t 

2,732 
2 

1,5 
1,25 

1,2 
1,114 

1,1 

0 

0,130 

0,173 

0,128 

0,1114 

0,0748 

0,0675 

0 
57°  17' 
64»  9' 
61°  15' 
59°  41' 
54»  10' 
53°  15' 

2,82 

1,19 

0,454 

0,1876 

0,1433 

0,0748 

0,0646 

0,989 
0,459 
0,191 
0,086 
0,067 
0,037 
0,032 

2,93 
1,36 
0,57 
0,255 

0,188 
0,109 
0,095 

Der  Gleichgewichtszustand  des  GewOlbbogens  ist  nur  dann 
möglich:  wenn  der  grössere  von  den  beiden  unteren  Orenz- 
werthen  H^  und  ^3  nicht  grösser  ist  als  der  kleinere  von  den 

beiden  oberen 
Grenzwerthen  H^ 
und  H^.  Die  obige 
Tabelle  zeigt,  dass 
diese  Bedingung  er- 
fUlt  ist,  so  lange  n 
nicht  kleiner  ist  als 
1,114,  dass  sie  da- 
gegen aufhört  er- 
fiillt  zu  sein,  sobald 
n  kleiner  wird  als 
1,114.  Das  Mini- 
mum der  erforderlichen  Gewölbstärke  entspricht  daher  dem  Werthe 
n—  1,114  oder: 

2r 

^^  ^~''" T7;54r' 

für  welchen  der  grössere  von  den  beiden  unteren  Grenzwerthen, 
n&ndich  H^f  und  der  kleinere  von  den  beiden  oberen  Grenzwer- 
then, nämlich  H^^  einander  gleich  werden. 

Bei  dieser  Stärke  des  GewOlbbogens  würde  derselbe  an  der 
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Grenze  des  Gleichgewichtsznstandes  sich  befinden,  insofern  bei  der 
geringsten  ferneren  Vermindernng  der  Gewölbstärke  aof  die  in 
Fig.  496  durch  die  Pfeile  angedeutete  Weise  der  Einsturz  er- 
folgen würde. 

Dem  obigen  Werthe  von  n  entspricht  der  Bruchwinkel  a^ 
«=  54°  10'.  Beim  Beginnen  des  Einsturzes  werden  die  um  diesen 
Winkel  gegen  die  Verticale  geneigten  Bruchfugen  anfangen,  an 
der  Aussen- Seite  sich  zu  öffnen,  während  gleichzeitig  die  Schei- 
telfuge und  die  beiden  Widerlagerfugen  beginnen  an  der  Innen- 
seite sich  zu  öffnen. 

Die  obige  Tabelle  zeigt  zugleich,  dass  (bei  der  hier  ange- 
nommenen Grösse  des  Beibungswinkels)  von  den  beiden  oberen 
Grenzwerthen  stets  nur  der  Grenzwerth  H^  als  der  kleinere  von 
beiden  in  Betracht  kommt.  Dieselbe  zeigt  ferner,  dass  bei  kleinen 
Werthen  der  Zahl  n  stets  H^^  bei  grossen  Werthen  der  Zahl  n 
dagegen  stets  H^  den  grösseren  yon  den  beiden  unteren  Grenz- 
werthen bildet.  Für  n=  1,445  werden  diese  beiden  unteren 
Grenz  werthe  einander  gleich.  Wenn  also  n  grösser  ist  als  1,445, 
so  ist  der  untere  Grenzwerth  für  den  wirklichen  Horizontald^ck 
stets  nach  der  Bedingung  des  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  Gleiten 
zu  bestimmen  und  hat  die  Grösse  H^, 

§  152. 
Scheitrechtes  GewSlbe. 

Denkt  man  sich  von  dem  Kreisbogen-Gewölbe  durch   hori- 
zontale Schnittflächen  den  oberen  und  den  unteren  Theil  hinweg- 
geschnitten,   so    erhält 
Fi?.  41^7.  man  das  in  Fig.  487  dar- 

"] -  gestellte       scheitrechte 

,     "\  I  "^  -.^        Gewölbe. 

y  Für  diejenige  Grösse, 
^^^pl  welche  der  in  der  Schel- 
lt telfuge  wirkende  Hort 
zontaldruck  mindestens 
haben  muss,  um  in  Be- 
zug auf  den  Drehpunkt  J 
eine  Drehung  nach  in- 
nen zu  yerhindem,  er- 
hält man  nach  Fig.  488 
die  Gleichung: 


-s«:.: 


^i\ 


\  I 

x\l    / 

Hl/ 


y 
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wofür  man  anch  setzen  kann  (indem  man  für  das  statische  Mo- 
ment des  Gewichtes  P  die  algebraische  Snmme  der  statischen 
Momente  seiner  beiden  Theile  snbstitairt): 

g'tgg' 


2)    H.c 


Fig.  498. 


er 


'tgg' 


"V 


r.tgct 


H 


Wenn  man  das  Verhältniss  — 

c 

gleich  n  setzt,  so  erhält  man 
durch  Auflösung  dieser  Glei- 
chung fttr  H  den  Ausdruck: 


3)    £r=(3n*  — l)c». 


6 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  H 
um  so  grösser  wird,  je  grösser 
der  Winkel  a  angenommen 
wird.  Um  den  <7renzwerth  £^1 
zu  finden,  hat  man  demnach 
a^^u)  zjji  setzen  und  erhält 
die  Gleichung: 


4)    H,^ 


.(3n>-l)c«.i^. 


Da  in  Bezug  auf  den  Punkt  E  der  Hebelarm  der  Kraft  H 
die  Grösse  KuU  hat^  so  würde  die  Kraft  H  selbst  dann  keine 
Drehung  nach  aussen  hervorbringen  können,  wenn  dieselbe  bis 
ins  Unendliche  yergrössert  würde.  Folglich  ist  fttr  diesen  Fall  der 
Grenzwerth : 

5)  H^^co. 

l^ach  Fig.  498  hat  das  Gewicht  des  zwischen  der  Fuge  JE 
und  der  Scheitelfuge  befindlichen  Stückes  die  Grösse: 

6)  P— ertga  +  -^^^- 

Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  erhält  man  aus  Fig.  482  für 
diejenige  Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  H  mindestens  haben 
muss,  um  das  Gleiten  nach  innen  zu  yerhindem,  die  Gleichung: 

c\         tgg 

2y     tg(a  +  <p)  ' 

27* 


7)    H^c 


hr} 
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Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  a 
genommen,  gleich  Nnll  setzt,  findet  man  (anf  dieselbe  Weise  wie 
im  §  98  in  Bezog  anf  den  Winkel  B  gezeigt  wurde)  für  a  den 
Werth: 

8)  a  — 45°  — -|-, 

und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  für  den  Orenzwerth 

r 
H^j  indem  man  zugleich  wieder  — ^n  setzt,  die  Gleichung: 

c 

9)  H,~>(n  +  ^e^ig{^h''--^^- 

Ware  der  Winkel  o>  kleiner  als  45° 2_,  go  wttrde  statt  dessen 

a=^w  zvi  setzen  sein,  nnd  man  erhielte  fUr  H^  den  Werth: 

10)  5,-.f«4.-J-V.-r-;^-T— r- 

'      V        2y       tg(w  +  9)) 

Um  den  Grenzwerth  £i  zn  finden,  hat  man  in  den  letzteren 
vier  Gleichungen  die  GrOsse  +  tp  mit  der  Grösse  —  9>  zu  rertan- 
schen,  nnd  erhält  —  je  nachdem  der  Winkel  ta  grOsser  oder  klei- 
ner ist  als  45= -I — 2 die  Gleichnngen: 

11)  F,-(«  +  i-)c».tg(45''  +  -|-y, 

12)  -r      f    .    W  .         tec. 


^^-[^-^^y-i^- 


tg(o}  —  q>) 

Bei  Vergleichung  der  für  H^  und  ff^  gefundenen  Ausdrücke 
erkennt  man  sofort,  dass  unter  allen  Umständen  H^  kleiner  ist 
als  jEr4.  Da  femer  der  Grenzwerth  H^  unendlich  gross  ist,  so 
kann  der  Grenzzustand  des  Gleichgewichtes  nur  auf  die  Weise 
eintreten,  dass  H^^^H^  wird.  Wenn  also  —  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll  —  der  Winkel  u)  kleiner  ist  als  45'  -{-  -2-, 

so  hat  man,  um  die  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  ent- 
sprechende Gewölbstärke  e  zu  finden,  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  12)  gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  zu  setzen, 
und  erhält  daraus  fttr  n  die  Gleichung: 

i3)    (3„._l)c'.J^=(„  +  |)e«.^|^,      oder: 
14)   l^lzil» L__. 

'      6n  +  3        tgwtg(ft)  —  9)) 
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Wenn  man  den  anf  der  rechten  Seite  dieser  letzteren  Gleichung 
stehenden  Ao^dmck  abkflrznngsweise  mit  e  bezeichnet,  so  nimmt 
dieselbe  für  n  aufgelöst  die  folgende  Form  an: 


15)     «  —  €  + 


/ 


«'  +  «  +  -3-- 


Für  g>  =»  30°  ergeben  sich  ans  dieser  Gleichung  die  nach- 
folgend zusammengestellten  Zahlenwerthe: 
«i;_60°  50*>20'        42*50'        37*35'  31°  50'        30° 

w=    2,5275         5  10  20  100  00, 

Den  auf  solche  Weise  berechneten  Werthen  der  Verhältniss- 
zahl  12 »»  —  entspricht  eine  Gewölbstärke  e,  bei  welcher  das  scheit- 
rechte Gewölbe  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  sich 

befinden    würde.     Diesem 
Fig.  IW.  Grenzzustande  entspricht  die 

in  Fig.  499  dargestellte  Lage 
derStützlinie,  wobei  zugleich 
der  Winkel,  welohen  die  Mit- 
telkraft R  Yon  den  beiden 
ELräften  H  und  Q  mit  der 
Normalen  der  Widerlager- 
fage  einschliesst,  die  Grösse 
desBeibungswinkels  erreicht 
Bei  noch  kleinerer  Gewölb- 
stärke würde  der  Einsturz 
auf  die  Weise  erfolgen :  dass 
die  Scheitelfuge  an  der  unteren  Seite,  und  die  Widerlagerfuge  an 
der  oberen  Seite  sich  öffnet,  wobei  zugleich  ein  Gleiten  längs  der 
Widerlagerfuge  nach  aufwärts  eintreten  würde.  Die  obige  Tabelle 
zeigt  zugleich,  dass  ein  solcher  Einsturz  überhaupt  nicht  mehr 
möglich  sein  würde,  wenn  der  Winkel,  den  di^ Widerlagerfage 
mit  der  Verticalen  einschliesst,  kleiner  ist  als  der  ReibungswinkeL 


§153. 
Ableitung  einer  praetlsohen  Formel  für  die  Gewttibetarke. 

Die  nach  den  Gleichungen  der  letzteren  Paragraphen  zu  be- 
rechnenden Werthe  der  Gewölbstärke  c  dürfen  nur  als  vorläufige 
Annäherungswerthe  für  die  wirklich  erforderliche  Gewölbstärke 
betrachtet  werden,  insofern  dieselben  nur  in  dem  Falle  als  wirklich 
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genügende  Werthe  der  Gewölbstärke  würden  gelten  können,  wenn 
der  Gewölbbogen  ans  einem  absolut  festen  Materiale  bestände. 

Bei  Betrachtang  der  in  Fig.  496  und  Fig.  499  dargestellten 
Stützlinie  erkennt  man  sogleich,  dass  bei  dem  dort  angenommenen 
Grenzznstande  des  Gleichgewichtes  sowohl  in  der  Scheitelfnge,  als 
auch  in  der  Bmchfage  resp.  Widerlagerfnge,  der  Druck  —  anstatt 
auf  eine  Fläche  sich  zu  vertheilen  —  auf  eine  Linie  (oder 
Kante)  sich  concentriren  würde,  wobei  für  den  Druck  pro  Fläch  en- 
einheit  an  diesen  Stellen  ein  unendlich  grosser  Werth  sich  ergeben 
würde.  Um  eine  practisch  brauchbare  Formel  für  die  G^wölb- 
stärke  zu  erhalten,  hat  man  auf  die  Festigkeit  des  Materials  Rück- 
sicht zu  nehmen  und  zu  den  oben  gefandenen  Gleichungen  noch 
die  Bedingung  hinzuzufügen:  dass  die  Druckspannung  pro  Flächen- 
einheit an  keiner  Stelle  grösser  sein  darf  als  die  practisch  zuläs- 
sige Druckspannung  für  das  betreffende  Material. 

Die  Tabelle  des  §  151  zeigt,  dass  im  Halbkreisgewölbe  der 
Bruchwinkel  —  bei  solchen  Gewölbstärken,  wie  sie  in  practisch 

ausgeführten  Gewölbe- 
Constructionen  vorzukom- 
men pflegen  —  in  der  Re- 
gel nur  wenig  von  60"*  ver- 
schieden ist  Wenn  man 
demgemässannimmt,  dass 
die  Bruchfuge  um  einen 
Winkel  von  60  Graden  ge- 
gen die  Verticale  geneigt 
ist,  so  kann  man  einen  An- 
näherungswerth  für  den  in 
der  Scheitelfttge  wirken- 
der Horizontaldruck  nach 
Fig.  500  berechnen,  indem 
man  den  Mittelpunkt  der 
Scheitelfuge  als  Angriffs- 
punkt desselben  betrach- 
tet und  das  statische  Mo- 
ment der  Kraft  Bin  Bezug 
auf  den  Drehpunkt  J  gleich  dem  statischen  Momente   des  Ge- 


wichtes Q  setzt,  aus  der  Gleichung 

1)  H{,r+-^)=Q 
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Dem  auf  solche  Weise  zq  berechnenden  Horizontaldrucke  würde 
die  in  Fig.  500  angegebene  Lage  der  Stützlinie  entsprechen. 

Indem  man  alsdann  bei  der 


Fig.  501. 


Fig.  502. 


(f^e^hjl 


Berechnung  von  Q  das  Gewicht 
des  gtttckes  JENP  vernach- 
lässigt, begeht  man  einen  Feh- 
ler, welcher  insofern  als  un- 
schädlich betrachtet  werden 
kann,  als  der  Einfluss  desselben 
darin  bestehen  wird,  den  Werth 
von  jB^etwas  zu  vergrössem  und 
für  die  Stützlinie  eine  solche 
Lagenveränderung  herbeizu- 
führen, bei  welcher  dieselbe 
mehr  in  das  Innere  des  Bogens 
hineinrückt  (Fig.  601). 

Da  femer  der  Kreisbogen 
L  J  annäherungsweise  als  Pa- 
rabelbogen betrachtet  werden 
darf,  so  kann  die  in  Fig.  501 
mit  F  bezeichnete  Fläche  L  KJ 

2 
gleich  -3-/',  und  der  Abstand 

ihrer  Schwerpunkts- Verticalen 

von  dem  Punkte  J  gleich  -^  l 

o 

gesetzt  werden.*)  Hiemach  er- 
hält man  aus  Fig.  502,  indem 
man  die  Fläche  LMPJ  als 
Differenz  zwischen  der  Recht- 


eckfläche üTi/PJ  und  der  Parabelfläche  ÜTZJ  behandelt,  die  Glei- 
chung: 

2)    H[f-^^yif+c  +  h)^—l-fl^, 

welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  das  Belastungsmaterial 
dasselbe  specifische  Gewicht  hat,  wie  das  Gewölbbogenmaterial, 
dass  femer  als  Krafteinheit  das  Gewicht  dieses  Materials  pro 
Cubikeinheit,  und  als  Längeneinheit  die  rechtwinkelig  zur  Bild- 
fläche gerichtete  Dimension  der  Masse  gewählt  wird.    Wenn  statt 

*)  Analytische  Mechanik,  (2.  Aufl.)  §  73. 
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dessen  angenommen  wird^  dass  diese  letztere  Dimension  1  Meter 
beträgt,  nnd  dass  das  Gewicht  des  Materials  pro  Cubikmeter  die 
Grosse  y  hat,  so  ist  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung 
noch  der  Factor  ^y"^  hinzuzufügen,  und  man  erhält  durch  Auf- 
lösung derselben  für  H  den  Werth: 


»'  «-A^^^\ 


Da  der  Flächeninhalt  der  Scheitelfngenfläche,  auf  welche  der  Ho- 
rizontaldruck H  gleichförmig  sich  yertheilt,  die  GrOsse  c  .  1  hat, 
so  ist  zugleich: 

4)  H^S.c 

zu  setzen,  wenn  die  practisch  zulässige  Druckspfumung  pro  Quadrat- 
meter dieser  Fläche  mit  S  bezeichnet  wird. 

Da  erfahrungsgemäss  feststeht,  dass  schwereres  Baumaterial 
im  Allgemeinen  eine  grössere  Druckfestigkeit  besitzt,  als  leich- 
teres, so  ist  es  —  innerhalb  der  Grenzen,  welche  hier  in  Be- 
tracht kommen  —  zulässig,  die  Grösse  S  proportional  der  Grösse 
y  anzunehmen.  Da  ferner  die  von  den  mobilen  Belastungen  her- 
vorgebrachten Erschütterungen,  sowie  auch  die  Yon  denselben 
yerursachten  Schwankungen  der  Sttttzlinie,  bei  grösseren  Ge- 
wölbe-Constructionen  eine  weniger  nachtheilige  Wirkung  ausüben 
als  bei  kleineren,  so  darf  man  ausserdem  die  Grösse  S  an- 
näherungsweise der  Ge^ölbstärke  c  proportional  setzen.  Hiemach 
würde  die  Grösse  S  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

5)  5  ==  & .  y .  c, 

in  welcher  k  einen  numerischen  Erfahrungscoefficienten  bedeutet, 
welcher  nach  practisch  ausgeführten,  bewährten  Gewölbeconstruc- 
tionen  festzustellen  ist  und  erfahrungsgemäss  gleich  25  gesetzt 
werden  kann.    Nach  Gleichung  4)  ist  also: 

6)  i?— 25.y.c« 

zu  setzen,  und  wenn  man  diesen  Werth  für  H  in  Gleichung  3) 
substituirt,  so  erhält  man  für  die  Gewölbstärke  c  die  folgende 
Gleichung: 

'    /+6(e  +  Ä)     ] 


7)     c» 


-'■{- 


300  ./+  150  .  c  I 

Um  die  Grösse  c  ans  dieser  Gleichung  zn  berechnen,  hat  man 
zunächst  abktlrzongsweise  den  Ansdrack: 
8)    300./+150,c=(7 
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za  setzen  und  naeh  Substitation  desselben  alsdann  der  obigen 
Gleichung  die  folgende  Form  zu  geben: 

9)    ^-2c.^^^^£+^. 

Indem  man  diese  Gleichung  als  quadratische  Gleichung  behan- 
delt, erhält  man  durch  Auflösung  derselben  fttr  c  den  Werth: 


,0)  «_j^+|/(^:^v^Ew: 

Mittelst  der  beiden  Gleichungen  8}  und  10)  kann  man  nun- 
mehr die  Grösse  c  auf  folgende  Weise  berechnen.  Indem  man 
zuerst  das  Glied  150 .  e  in  Gleichung  8)  vemachlftssigt  und  dem- 
gemäss  C^^  SOO./setzt,  findet  man  aus  Gleichung  10)  zunächst 
einen  Annäherungswerth  für  die  Grösse  e.  Nach  Substitution 
dieses  Annäherungswerthes  kann  man  aus  Gleichung  8)  den  ge- 
naueren Werth  von  ^berechnen,  und  mit  Benutzung  dieses  letzteren 
findet  man  nachher  aus  Gleichung  10)  den  genaueren  Werth  von 
<?,  worauf  -^  falls  dies  erforderlich  scheint  —  die  obige  Correc- 
tion  noch  ein  Mal  wiederholt  werden  kann. 

Die  in  den  obigen  Gleichungen  mit  /  und  /  bezeichneten 
Grössen  sind  nach  Fig.  501  und  Fig.  500  zu  berechnen  aus  den 
Gleichungen: 

U)    f—r(i-  cos  60")  =  0,5  .  r, 

12)  l  =  r.  sin  60=  =  0,866  .  r, 

welche  nicht  nur  fUr  YoUe  Halbkreis-Gewölbe  gelten,  sondern  über- 
haupt fUr  alle  Kreisbogen-Gewölbe,  deren  halber  Gentri- Winkel  a 
zwischen  90""  und  60""  beträgt.  Wenn  dagegen  dieser  Winkel  a 
kleiner  ist  als  60"^,  so  hat  man  für  jene  Grössen  die  unmittelbar 
gegebenen  Werthe:  /=  r  (1  —  cos  a)  und  /  =  r  sin  a  zu  sub- 
stituiren. 

Hiemach  würde  man  aus  den  obigen  Gleichungen  für  r  =  0 
den  Werth  c  =  0  erhalten  und  überhaupt  für  sehr  kleine  Halb- 
messer einen  Werth,  welcher  für  die  practische  Ausführung  als 
zu  klein  verworfen  Werden  müsste.  Es  empfiehlt  sich  daher  aus 
practischen  Gründen:  zu  der  berechneten  (von  r  abhängigen) 
Grösse  c  noch  das  constante  (von  r  unabhängige)  Glied  c^  hin- 
zuzufügen, und  die  definitiv  zu  wählende  Gewölbstärke  aus  der 
Gleichung: 

13)  c  =  Co  +  <? 
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ZU  berechnen,  in  welcher  c«  =  0",1  gesetzt  werden  kann,  als  Mini- 
mum  der  practisch  ausführbaren  Gewölbstärke,  oder  derjenige 
Grenzwerth,  welchen  die  Grösse  c  erreichen  soll,  wenn  r  =  0  wird. 
Für  die  in  Gleichung  10)  mit  h  bezeichnete  Grösse  hat  man 
diejenige  Belastungshöhe  einzusetzen,  welche  man  erhält,  indem 
man  sich  die  mobile  Belastung  durch  eine  Belastungsschicht  vom 
specifischen  Gewichte  des  Gewölbmaterials  repräsentirt  denkt  und 
die  Höhe  dieser  Schicht  zu  der  permanenten  Belastungshöhe 
hinzu  addirt.  . 

Um  z.  B.  für  ein  Halbkreisgewölbe,  dessen  innerer  Halbmesser:  r  =  2» 
und  dessen  totale  Belastangshöhe :  A  »  1"  beträgt,  die  erforderliche  Gewölb- 
st&rke  zu  berechnen,  hat  man  nach  Gleichang  11)  und  Gleichong  12)  die 
Werthe:  /«-  1"  und  /=  l'n,732  zu  substituiren.  Man  erhält  dann  nach  Glei- 
chung 8),  indem  man  zunächst  das  Glied  150 .  c  vernachlässigt,  f&r  die  Grösse 
C  den  Annäherungswerth  C«300.  Mit  Benutzung  desselben  findet  man  aus 
Gleichung  10)  für  die  Grösse  c  den  Annäherungswerth  ^  =  0,296.  Hiemach 
ergiebt  sich  ans  Gleichung  8)  der  genauere  Werth:  C«-344,  und  nach  Snb- 
stitution  desselben  erhält  man  aus  Gleichung  10)  den  genaueren  Werth: 
c  =  0,275.  Für  die  wirklich  zu  wählende  Gewölbstärke  ergiebt  sich  nunmehr 
aus  Gleichung  13)  der  Werth: 

C  =  0,1  +  0,275  =  0"»,375. 

Far  r»10°*  und  k'^X^  würde  man  auf  gleiche  Weise,  indem  man 
/»5°^  und  /=S'',66  setzt,  zunächst  die  Annäherungswerthe:  (7«  1500  und 
c  «=  0,892  erhalten.  Die  Anwendung  des  oben  erklärten  Gorrectionsverfahrens 
fahrt  alsdann  zu  den  genaueren  Werthen:  C— 1629  und  <;==  0,863.  Hiemach 
ergiebt  sich  far  die  wirklich  zu  wählende  Gewölbstärke  in  diesem  Falle 
der  Werth: 

c  =  0,1  +  0, 863  =  0»,963. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  r»2"^  und  /<«=  lO"*  setzt,  so  erhält  man 
auf  dieselbe  Weise  den  Werth:  c^O^'OS. 

Für  einen  Gewölbbogen,  dessen  halber  Centriwinkel  a  nur  30  Grad  be- 
trägt, ist;  /—r(l  — cos 30°)  =  0,134  r  und  /«r.  8in30<»  =  0,5  .r  zu  setzen. 
Wenn  also  die  Spannweite  10  Meter  beträgt,  so  ist  r  =  10°*  zu  setzen; 
folglich  wird  far  diesen  FaU:/=l%34  und  /«=5'o.  Hiernach  erhält  man 
für  A— 1°*  aus  den  obigen  Gleichungen  zunächst  die  Annähemngswerthe 
C»402  und  c«=  0,887.  Die  Anwendung  des  oben  erklärten  Gorrections- 
Verfahrens  führt  alsdann  zu  den  genaueren  Werthen :  C^hXI  und  r»  0,760. 
Für  die  wirklich' erforderliche  Gewölbstärke  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth: 
c  =  0",860.*) 


*)  Vergl.:  v.  KaTcn,  «Vorträge  über  Ingenieur-Wissenschaften*.  Erste 
AbtheQung:  ^Wegebau''.  (Zweite  Auflage.  HannoTer.  Carl  Rümpler.)  Das 
oben  erklärte  Verfahren  ist  dasjenige,  welches  v.  Karen  beiAbldtung  seiner 
(im  zwölften  Abschnitte  des  Anhanges  aufgestellten)  empirischen  Formeln  an- 
wendete. 
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Die  obigen  Gleichungen  würden  anch  bei  Halbmessern  von 
mehreren  tausend  Metern  noch  einen  bestimmten  endlichen  Werth 
fttr  die  Gewölbstärke  ergeben,  obwohl  nach  §  130  ein  Gewölb- 
bogen Yon  solchen  Dimensionen  die  Grenzen  der  AusfUhrbarkeit 
weit  überschreiten  würde.  Die  obige  Berechnungsmethode  ist  daher 
—  wie  überhaupt  die  Anwendung  empirischer  Formeln  —  nur  be- 
dingungsweise zu  empfehlen,  und  man  darf  keineswegs  erwarten, 
immer  brauchbare  Werthe  mittelst  derselben  zu  erhalten.  Viel- 
mehr wird  man  —  insbesondere  bei  grösseren  Spannweiten  und 
Belastungshöhen  —  die  mittelst  jener  Methode  berechneten  Werthe 
stets  nur  als  vorläufige  Annähemngswerthe  betrachten  dürfen, 
welche  noch  einer  näheren  Prüfung  und  einer  Correction  mittelst 
der  früher  entwickelten  Theorien  unterworfen  werden  müssen.  Bei 
diesem  Corretionsverfahren  wird  man  dahin  zu  streben  haben, 
für  die  Gewölbstärke  wo  möglich  eine  solche  Grösse  au&ufinden, 
bei  welcher  die  Stützlinie  ganz  in  das  innere  Drittel  des  Bogens 
hineingelegt  werden  kann,  und  bei  welcher  zugleich  die  practisch 
zulässige  Druckspannung  an  keiner  Stelle  überschritten  wird. 
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§154. 
Definitionen. 

Die  flüssigen  Körper  können  betrachtet  werden  als  elastische 
Körper,  in  welchen  die  Widerstände  gegen  Zug -Kräfte,  sowie 
die  Widerstände  gegen  A  b  sehe  er  nngs- Kräfte  ^bizlich  fehlen, 
und  bei  welchen  zugleich  der  Reibungscoefficient  der  Ruhe  die 
Grösse  Kuli  hat.  Auf  ein  Flächenelement  im  Innern  einer  flüs- 
sigen Masse  können  daher  von  den  anliegenden  Theilchen  der- 
selben nur  Druck-Kräfte  übertragen  werden,  welche  recht- 
winkelig gegen  das  Flächenelement  gerichtet  sind. 

Wenn  man  sich  durch  die  flüssige  Masse  eine  ebene  Schnitt- 
fläche hindurchgelegt  denkt  und  die  Summe  der  yon  der  einen 
oder  von  der  andern  Seite  her  gegen  den  beliebig  gewählten 
Theil  F  dieser  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  mit  P  bezeichnet, 
so  wirkt  auf  jede  Flächeneinheit  dieser  Fläche  durchschnittlich 

p 
der  Druck  -tt  *    Denkt  man  sich  die  Fläche  F  allmählich  ab- 
nehmend  und    schliesslich    zu  einem  Punkte   zusammenschmm- 

p 
pfend,  so  erkennt  man,  dass  der  Quotient  -tt  alsdann  einem  be- 
stimmten Grenzwerthe: 


1)    /»=Um.(^) 


sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  p  wird  der  Druck 
pro  Flächeneinheit  in  jenem  Punkte  genannt.  Die  Grösse  dieses 
Druckes  ist  unabhängig  von  der  Richtung  desselben,  d.  h.  unab- 
hängig Yon  der  Richtung  der  Normalen  jener  Druckfiäche.*) 

*)  Vergl.  S  137  und  „Techmscfae  Mechanik",  Cap.  XXYIII. 
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Wenn  femer  mit  M  die  in  einem  bestimmten  Raomtheile  J 

enthaltene  Masse  bezeichnet  wird,  so  ist  in  jeder  Gnbikeinheit 

M 
dieses   Rauminhaltes  dnrchschnittlieh  die  Masse  -j-  ^i^thalten. 

Denkt  man  sich  den  Saominhalt  J  allmählich  abnehmend  und 
endlich  bis  auf  einen  Punkt  zusammenschrumpfend ,  so  erkennt 

man ,  dass  jener  Quotient  -y-  alsdann  einem  bestimmten  Grenz- 
werthe : 


2)    |u  =  lim.(^) 


sich  nahem  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  ii  wird  die  Masse 
pro  Gnbikeinheit  oder  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  jenem 
Punkte  genannt 

Ausser  den  inneren  (Drack-)Eräften,  welche  die  benach- 
barten Flttssigkeitstheilchen  in  ihren  Grenzflächen  auf  einander 
gegenseitig  Übertragen,  werden  im  Allgemeinen  auch  noch  äussere 
Kräfte  yorhanden  sein,  welche  aus  der  Feme  her  auf  die  Massen- 
theilchen  der  Flüssigkeit  einwirken.  Von  diesen  äusseren  Kräften 
wird  vorausgesetzt,  dass  Richtung  und  GrOsse  derselben  nur  von 
den  Orten  der  Massentheilchen  abhängen  und  mit  den  Coordinaten 
dieser  Orte  stetig  sich  ändem.  Die  auf  einen  bestimmten  Massen- 
theil wirkenden  äusseren  Kräfte  werden  alsdann  um  so  mehr  als 
ein  durch  eine  Mittelkraft  darstellbares  System  yon  Parallelkräften 
betrachtet  werden  dürfen,  je  kleiner  dieser  Massentheil  angenommen 
wird.   Wenn  mit  K  die  Grösse  dieser  Mittelkraft  ftlr  das  Massen- 

theilchen  M  bezeichnet  wird,  so  ist  -^  die  Kraft,  welche  durch- 
schnittlich auf  jede  Masseneinheit  dieser  Masse  M  wirkt.  Denkt 
man  sich  die  Masse  M  allmählich  abnehmend  und  den  von  der- 
selben ausgeftlllten  Raum  auf  einen  Punkt  zusammenschmmpfend, 

so  erkennt  man,  dass  jener  Quotient  -^  alsdann  einem  bestimmten 
Grenzwerthe: 


3)    X  =  lim. 


© 


sich  nähern  wird.    Dieser  feste  Grenzwerth  x  wird  die  in  jenem 
Punkte  wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit  genannt 

Die  auf  solche  Weise  definirten  Grössen  ;',iu,x  sind  als  stetige 
Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten.  Wenn  also  mit  u  der 
Werth  bezeichnet  wird,  welchen  eine  dieser  Grössen  in  demjenigen 
Punkte  hat,  dessen  Coordinaten  ^,.y, ^  sind,  und  mit  Aii  der 
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Zuwachs,  welchen  die  Grösse  u  erhält,  wenn  die  Coordinate  a;  am 
die  Grösse  A^r  vergrössert  wird,  so  kommt  auf  jede  Längeneinheit 

der  Strecke  Aa?  dorchschnittlich  die  Zunahme  -^ —  Der  partielle 
Differenzialquotient : 

bedeutet  also  die  Zunahme  der  Grösse  u  pro  Längeneinheit  in 
der  Richtung  der  X-Achse  ftir  jene  Stelle.  Um  die  unendlich 
kleine  Aenderung  zu  erhalten,  welche  die  Grösse  u  erleidet,  wenn 
die  Coordinate  a;  um  die  unendlich  kleine  Grösse  dx  zunimmt, 
hat  man  demnach  jenen  Differenzialquotienten  mit  der  Grösse  dx 
zu  multipliciren.  Auf  analoge  Weise  sind  die  Aenderungen  der 
Grösse  u  in  Bezug  auf  die  Richtungen  der  anderen  beiden  Coordi- 
naten- Achsen  zu  bestimmen. 

§  155. 
AUgemeine  Differenzialgleichung  des  hydrostatischen  Druckes. 

Wenn  mit  fz  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  mit>  der  Druck 
pro  Flächeneinheit,  mit  x  die  Kraft  pro  Masseneinheit  bezeichnet 
wird  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Goordinaten  ^,  y,  z  sind,  so 
können  die  auf  ein  daselbst  befindliches  Flüssigkeitstheilchen  wir- 
kenden Kräfte  auf  folgende  Weise  berechnet  werden.  Denkt  man 
sich  das  von  diesem  Theilchen  erfüllte  Raumelement  dJ  von  der 
Form  eines  Parallelepipedons,  dessen  Kanten  da;^  dy,  dz  sind,  so 
erhält  man  für  die  in  diesem  Raumelemente  enthaltene  Masse  dM 
den  Ausdruck: 

1)    dM^=^ fi .  rf/«a  ^.dx ,dy .  dz. 

Auf  dieses  Massenelement  wirkt  von  aussen  her  die  Kraft: 
X .  dM.  Wenn  also  mit  X^  Y^  Z  die  drei  Seitenkräfte  der  Kraft  x 
bezeichnet  werden,  so  ergiebt  sich  flir  die  in  der  Richtung  AX 
auf  das  Massenelement  wirkende  Seitenkraft  der  in  Fig.  503  an- 
gegebene Werth:  X.dM,  Ausserdem  wirken  auf  dieses  Massen- 
element noch  die  rechtwinkelig  gegen  die  Seitenflächen  des  Pa- 
rallelepipedons gerichteten  Flächendrttcke,  und  zwar  parallel  zur 
Achse  AX  die  Drücke  gegen  diejenigen  beiden  Seitenflächen, 
welche  der  Ebene  A  YZ  parallel  sind.  Nach  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  ergeben  sich  ftlr 
diese  beiden  Flächendrücke  die  in  Fig.  503  angegebenen  Werthe. 
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Indem  man  nnnmehr  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  parallel 
zur  Achse  AX  gerichteten  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  erhält 
man  die  Gleichung: 

2)    0-X.rfJl/— (^Vrfa7.dy.rfÄ, 

und  wenn  man  hierin  ftlr  dM  den  in  Gleichung  1)  angegebenen 
Werth  substituirt,  so  erhält  man  für  den  partiellen  Differenzial- 

quotienten  von  y,  nach  x 
^^'  ^^^*  genommen,  den  folgenden 


z 


Ausdruck: 


p.dif.di 


fr=l\. .  ^^    -fe^^-^- 


^'"^  Auf  gleiche  Weise  findet 

man  in  Bezug  auf  die  an- 
deren beiden  Coordinaten- 

^         Achsen  die  Gleichungen : 


Nachdem  auf  solche  Weise  die  Werthe  der  drei  partiellen 
Differenzialquotienten  gefunden  sind,  kann  man  das  totale  Diffe- 
renzial  yon  p  berechnen  aus  der  Gleichung: 

6,    «_(*-)^+(*)*+(-g^).., 

welche  nach  Substitution  der  obigen  drei  Ausdrücke  die  folgende 
Form  annimmt: 

7)     rfp  —  |u  {Xdx  H-  Ydy  +  Zds), 

und  in  dieser  Form  die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  einer 
ruhenden  flüssigen  Masse  oder  das  hydrostatische  Grund- 
gesetz darstellt. 

Diese  Gleichung  kann  man  auf  zweierlei  Weise  benutzen,  um 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der  Druck  pro  Flächenein- 
heit im  Innern  der  fltlssigen  Masse  sich  ändert.  Wenn  man  für 
die  Grössen  iu,X,  y,Z,  welche  nach  der  im  vorigen  Paragraphen 
gegebenen  Erklärung  als  Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten 
sind,  die  dem  gegebenen  Falle  entsprechenden  Ausdrücke  in  der 
obigen  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man  durch  Integration 
derselben  eine  Gleichung  von  der  Form: 
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8)  p  =  F{x,y,z), 

welche  die  Grösse  p  als  Function  der  drei  Goordinaten  x^  y,  s 
darstellt  und  in  dieser  Form  zur  Berechnung  des  in  jedem  be- 
liebigen gegebenen  Punkte  stattfindenden  Druckes  pro  Flächen- 
einheit direct  benutzt  werden  kann. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  der  obigen  Gleichung  die 
Grösse  dp  —  als  diejenige  unendlich  kleine  Druck-Aendemng, 
welche  den  beliebig  gewählten  unendlich  kleinen  Coordinaten- 
Aenderungen  dx^dy^dz  entspricht  —  gleich  Null  setzt,  so  werden 
durch  diese  Bedingungsgleichung  jene  Coordinaten-Aendemngen 
in  solcher  Weise  beschränkt,  dass  die  Grössen  dx^  dy^  dz  nunmehr 
ausschliesslich  solche  Combinationen  Yon  Goordinaten- Aenderungen 
repräsentiren,  mit  welchen  keine  Aenderung  des  Druckes ;?  ver- 
bunden ist.    Die  Gleichung: 

9)  Xdr  + Yrfy +  Zrf«  =  0 

ist  demnach  als  Differenzialgleichung  eines  Flächenelementes  zu 
betrachten,  welches  einer  Fläche  constanten  Druckes  (oder 
einer  sogenannten  Kiveau-Fläche)  angehört,  und  durch  Inte- 
gration derselben  erhält  man  eine  Gleichung  yon  der  Form: 

10)  /(^,y,«)  =  Const., 
welche  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  darstellt  Jedem  Werthe 
der  Gonstanten  entspricht  eine  besondere  Niyeau-Fläche.  Dem 
Uebergange  von  einer  Fläche  zur  andern  entspricht  eine  Aende- 
rung des  Druckes.  In  den  Punkten  einer  und  derselben  Niveau- 
Fläche  aber  hat  der  Druck  überall  gleiche  Grösse.  Zugleich 
ergiebt  sich  aus  §  46  der  „analytischen  Mechanik"  (2.  Aufl.),  dass 
die  oben  mit  x  bezeichnete  Mittelkraft  der  drei  Kräfte  X,  F,  Z  in 
jedem  Punkte  der  Fläche  rechtwinkelig  %u  derselben  gerichtet  ist. 

§  156. 
EinfluBS  der  Schwerkraft  auf  den  Druck  tropfbar  flüseiger  Körper. 

Bei  allen  flüssigen  Körpern  wächst  die  Dichtigkeit  mit  zu- 
nehmendem Drucke.  Bei  den  sogenannten  „tropfbaren  Flüssig- 
keiten*', als  deren  Repräsentant  das  Wasser  betrachtet  werden 
kann,  sind  jedoch  diese  Dichtigkeitsänderungen  so  klein,  dass 
unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  bei  solchen  Flüssigkeiten  die 
Dichtigkeit  ii  als  eine  nach  Baum  und  Zeit  unyeränderliche  Grösse 
behandelt  werden  darf.  Für  den  Fall,  dass  die  von  aussen  her 
auf  die  Massentheilchen  der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  in  den 
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Gewichten  derselben  bestehen,  hat  man  die  im  vorigen  Para- 
graphen mit  X  bezeichnete  Kraft  pro  Masseneinheit  gleich  g  zu 
setzen,  und  wenn  zugleich  das  Goordinaten-System  so  gelegt  wird, 
dass  die  Achse  AZ  mit  der  Richtung  der  Schwere  zusammenfällt, 
so  wird: 

X=0,  F«=0,         'Z~g. 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefundene  allgemeine  Differenzialgleichung  die  folgende 
Form  an: 

1)  dp  =  figdz. 

Hierin  bedeutet  das  Product  ju^  das  Gewicht  einer  Masse,  deren 
Rauminhalt  gleich  der  Gubikeinheit  ist  Wenn  also  mit  y  das 
Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Gubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
fig  sr:^y  zu  setzen,  und  es  wird: 

2)  dp  ss^  y  ,  dz. 

Indem  man  hierin  dp^^O  setzt,  erhält  man  für  die  Niveau-Flächen 
oder  die  Flächen  constanten  Druckes  die  Gleichung: 

3)  dz  =  0,    oder:    z  =  Const. 

Die  Niveau -Flächen  sind  also  in  diesem  Falle  horizontale 
Ebenen.  Jedem  bestimmten  Werthe  der  Gonstanten  entspricht 
eine  bestimmte  Horizontal-Ebene,  in  deren  Punkten  der  Druck  p 
eine  bestimmte  überall  gleiche  Grösse  hat.  Diejenige  Horizontal- 
Ebene,  in  welcher  der  Druck  p  die  Grösse  Null  hat,  bildet  die 
freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Wenn  also  der  Anfangs- 
punkt des  Goordinaten-Systems  in  die  freie  Oberfläche  gelegt  wird, 
so  ist  /^  =  0  zu  setzen  Älr  :;  »»  o,  und  durch  Integration  der  Glei- 
chung 2)  erhält  man  fttr  den  von  der  Schwere  hervorgebrachten 
hydrostatischen  Druck  pro  Flächeneinheit  im  Abstände  z  von  der 
freien  Oberfläche  die  folgende  Gleichung: 

4)  p  =  y.z. 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  von  der  freien  Oberfläche 
befindliches  Flächenelement  dF  hat  also  die  Grösse : 

5)  p.dF=yzdF. 

Da  der  Gleichgewichtszustand  der  Flüssigkeit  nicht  gestört 
wird,  wenn  durch  dieselbe  eine  feste  Wandfläche  hindurchgelegt 
wird,  so  erkennt  man,  dass  die  obige  Gleichung  auch  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  das  Flächenelement  der  inneren  Wandfläche 
eines  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefässes  angehört. 

Bitter,  iBgeBienr-Kechaiiik.   2.  AiiiL  28 
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§  157. 
Drack  des  Wassers  gegen  ebene  Rächen. 

Um  den  Gesammtdruck  des  Wassers   gegen  eine  vertieale 
Rechteckfläche  zu  berechnen,  hat  man  sich  dieselbe  auf  die  in 

Fig.  604  angedeutete 
Fig.  504.  Fig.  505.     WeUe  in  horizontale 

Streifen  von  unend- 
lich kleiner  Höhe  zer- 
legt zu  denken,  nnd 
die  gegen  die  einzel- 
nen Flächenstreifen 
wirkenden  Drücke 
zusammen  zu  addiren 
(Fig.  606).  Der  Druck 
gegen  den  in  der  Tiefe 
z  unter  dem  Wasserspiegel  befindlichen  Streifen  hat  nach  Glei- 
chung 5)  des  vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

1)    dK=ys.bdz. 
Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man  für  den  Druck 
gegen  die  ganze  Fläche  AB  den  Ausdruck: 


dz 


2) 


K=  yb  l  zdz  =  yb  l j 


Den  Abstand  des  Angriffspunktes  J  von  dem  Wasserspiegel 
findet  man  —  auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  102  der  Angriffspunkt 
des  Erddruckes  bestimmt  wurde  —  indem  man  das  statische 
Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  0  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  der  gegen  die  einzelnen  Flächen- 
streifen wirkenden  Drücke  setzte  aus  der  Gleichung: 

3)    Kl«=:i  yzbdz  ,  z^    oder: 


4)    Kl=yb  I  s*dz  =  yb(— 


Weüa  m»n  hierin  für  K  den  oben  gefnndta  Ansdmek  einsetzt, 
so  erhält  man  für  den  Hebelann  /  den  Werth: 
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Auf  analoge  Weise  kann  der  Druck  gegen  die  in  Fig.  506 
dargestellte  Dreieckfläche  ABC  berechnet  werden.    Der  Druck 


Fig.  506. 


des  Wassers  gegen  den 
im  Abstände  z  vom 
Wasserspiegel  befind- 
lichen Flächenstreifen 
hat  die  Grösse: 
6)   dK=yz  ,udz=s 

und  durch  Integration 
dieser  Gleichung  erhält 
man    fttr   den  Druck 


gegen  die  ganze  Dreieckfläche  den  Ausdruck: 

H 

^)    ^ ~  H^h   /  (£?— ^) « dz,    oder: 

s,  ._^{.(--l)_(J!-l)). 

welchem  man  nach  Substitution  des  Werthes  H — A  =  a  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

9)    K^ll(^±l^. 

Der  Abstand  des  AngriflbpankteB  J  vom  Wasserspiegel  ist 
nonmehr  za  bereehnen  ans  der  Oleichnng: 


10) 


Kl—f  dK.z~> -ff^  jiH—  X) »*dx,     oder : 


11)    Kl-~ 


H-k 


{ 


yh      lH{H'  —  h*) 


(^^)|- 


aus  welcher  man  nach  Substitution  des  oben  für  K  gefundenen 
Ausdruckes  y  indem  man  zugleich  wieder  H —  k  =  a  setzt,  fllr  / 
den  folgenden  Werth  erhält: 


12)    /= 


6A  +  2a 


28* 
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Um  die  andere  Coordinate  des  Angriffspunktes  J  zu  finden, 
hat  man  sich  die  Dreieckfläche  anf  die  in  Fig.  507  angedentete 
pig  ^07  Weise    in    verticale   unendlich 

schmale  Flächenstreifen  zerlegt 
zu  denken.  Der  Drack  gegen 
den  im  Abstände  x  von  dem 
Eckpunkte  A  befindlichen  Strei- 
fen hat  nach  Gleichung  2)  des 
vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

13)    rfZ=yrf..{i*±f -*' 

ond  indem  man  das  statische 
Moment  der  Kraft  K  in  Bezog 
anf  die  Verticale  des  Panktes  A  gleich  der  Summe  der  statischen 
Momente  der  gegen  die  einzelnen  Flächenstreifen  wirkenden  Drücke 
setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

i ^^' 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  v  =  -t-*^  auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 


1' 


14)    Ks' 


.fr^\St 


15)    Ks 


(2  Ä  Ä  a;  +  ß^)  xda:^    oder : 


16)    Ks'=y 

Wenn  man  hierin  fttr  Ä'den  oben  gefundenen  Aasdrack  einsetzt, 
80  erhält  man  fttr  «  den  Werth: 
/SA- 


IT)     S' 


V12A  + 


ia) 


b. 


Aas  den  Gleichungen  12)  nnd  17)  ergeben  sich  z.  B.  fOr 

A  —  0  die  Werthe:  /  =  -^  und  «  =  -|-  *■*) 

2  4 

§  158. 
Draok  im  Innern  einer  tropfbar  flBsaigen  KngeL 

Nach  §43  der  „analytischen  Mechanik"  (2.  Aufl.)  ändert  sich 
die  von  einer  homogenen  Engel  auf  einen  materiellen  Ponkt  ans- 

*)  Yergl.  .Technische  Mechanik",  (5.  Anfl.)  §'  172. 
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geübte  Anziehmigskraft  im  Innern  der  Engel  proportional  dem  Ab- 
stände vom  Mittelpunkte  derselben.  Wenn  also  mit  A  der  Werth  be- 
zeichnet wirdy  welchen  die  in  §  155  mit  x  bezeichnete  „Kraft  pro 

Masseneinheit  ^  im  Abstände 
„Eins''  vom  Mittelpunkte 
annimmt,  so  ist  flir  die  im 
Abstände  q  vom  Mittelpunkte 
befindliche  Stelle: 
1)  x^Aq 
zu  setzen,  und  für  die  drei 
Seitenkräfte  dieser  Kraft 
ergeben  sich  aus  Fig.  508 
die,  Werthe : 


2)X=  —  Aq 


Z=^Aq 


X 


=  —  Ax. 
Q 


%, 


•  —  =  —  Az. 
Q 

Nach  Substitution  derselben  nimmt  die  allgemeine  Differenzial- 
gleichung  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 
5)  dp^=^  —  fiA(xdx  -{-ydy  +  zdz)  =  —  iiAqdij. 
Wenn  man  hierin  dp^=^{S  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
d{jf)  SB  0  oder  q  =  Consi,  welche  zeigt,  dass  die  Flächen  constan- 
ten  Druckes  in  diesem  Falle  Kugelflächen  sind.  Der  Gleichung 
^s=r  entspricht  diejenige  Kngelfläche,  in  welcher  der  Druck 
gleich  Null  ist,  nämlich  die  freie  Oberfläche  der  flüssigen  Kugel. 
Indem  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  p,  auf  der  rechten  zwischen 
den  zugehörigen  Grenzen  r  und  q  —  gelangt  man  zu  der  folgenden 

Gleichung: 

p  e 

6) 


Idp^^  —  liA  j  (jd(j^     oder: 

0  r 


Wenn  mit  g  der  Werth  gezeichnet  wird,  welchen  die  Grösse  x 
an  der  Oberfläche  der  Kugel  annimmt,  so  ist  die  Gonstante  A  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 
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8)    Ar^g, 
und  nach  Snbstitation  des  hieraus  für  A  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  rorhergehenden  Gleichung  die  folgende  Fonn  geben: 

Hierin  bedeutet  das  Prodnct  fig  die  Kraft,  mit  welcher  die  in  der 
Cnbikeinheit  enthaltene  Flttssigkeitsmasse  an  der  Oberfläche  der 
Kugel  von  letzterer  angezogen  wird,  und  wenn  man  diese  Kraft 
mit  y  bezeichnet,  so  wird: 

Für  ^  —  0  wird  p  =«  -^'  Der  Druck  pro  Flächeneinheit  im 

Mittelpunkte  der  Kugel  beträgt  also  die  Hälfte  von  demjenigen 
Drucke,  welchen  eine  Flttssigkeits-Sänle,  deren  Höhe  gleich  dem 
Halbmesser  der  Kugel  ist,  an  ihrer  Grundfläche  ausüben  würde, 
wenn  das  Gewicht  pro  Masseneinheit  (oder  die  Fallbeschleunigung) 
längs  der  ganzen  Höhe  der  Säule  die  constante  Grösse  g  hätte. 
Denkt  man  sich  die  flüssige  Kugel  in  eine  feste  Kugel  Ter- 
wandelt,  so  erkennt  man,  dass  die  von  derselben  ausgeübte  An- 
ziehungskraft dabei  keine  Aendorung  erleiden  würde.  Wenn  also 
die  Erde  als  eine  homogene  Kugel  betrachtet  werden  dürfte,  so 
würde  man  die  obige  Gleichung  —  indem  man  darin  für  /  das 
Gewicht  eines  Oabikmeters  Wassers  setzt  —  benutzen  können,  um 
bei  einem  mit  Wasser  geftlUten  bis  zum  Erdmittelpunkte  reichen- 
den Schachte  den  hydrostatischen  Druck  in  einer  gegebenen  Tiefe 
daraus  zu  berechnen. 

§  159. 
Relatives  eielohgewlcht  einer  rotireodee  WasoemaNe. 

Eine  Wassermasse,  welche  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  » 
um  eine  verticale  Drehachse  gleichförmig  sich  dreht,  befindet  sich 
in  relativem  Ruhezustande  in  Bezug  auf  einen  Baum,  welcher  die 
gleiche  Drehbewegung  ausfährt.  Um  die  Bedingungen  des  rela- 
tiven Gleichgewichtes  zu  finden,  hat  man  zu  den  wirklich  vorhan- 
denen Kräften  noch  die  jener  Drehbewegung  entsprechenden  Gen- 
trifugalkräfte  hinzuzufügen  und  alsdann  die  Wassermasse  als  im 
absoluten  Ruhezustande  befindlich  anzusehen.  Die  Oentrifugalkraft 
eines  im  Abstände  q  von  der  Drehachse  befindlichen  Massentheil- 
chens  dM  hat  die  Grösse:  dM  qu*'^  folglich  hat  die  Centriftigalkiaft 
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pro  Masseneinheit  an  dieser  Stelle  die  Grösse  q  (o\   Die  wirklich 
Torhandene  Kraft  ist  die  Schwerkraft,  welche  pro  Maseeneinheit 

überall  die  Grösse  g  hat    Hier- 


Fig.  609. 


o 


Flg.  510. 


>CB?« 


nach  ergeben  sich  aas  Fig.  609 
nnd  Fig.  610  für  die  drei  Seiten- 
krUfte  der  in  §  155  mit  x  be- 
zeichneten Kraft  die  Werthe: 

1)  X=  ^  w* ,  cos  a  =  w'a?, 

2)  y=pta*.  sin  a  =  w'y, 

3)  Z^-g, 

nnd  nach  Sabstitntion  derselben 
nimmt  die  allgemeine  Differen- 
zialgleichnng  des  hydrostatischen 
Druckes  die  folgende  Form  an : 

4)  dp=fi{a)^ia;dx+y(b/)'-gdz}, 

oder: 

5)  rfp  =  ^  {w* .  QdQ  —  g  .  dz). 

Durch  Integration  dieser  Glei- 
chung erhält  man  ftlr  den  Druck 
an  der  im  Abstände  g  yon  der 
Drehachse  und  in  der  Höhe  z 
über  der  Bodenfläche  befindlichen 
Stelle  die  Gleichung: 


6) 


^  ■*  ^  \2 **}■*"  ^^^^ 


Für  e=0  und  z^h  wird  p^O; 
also  ist  die  Constante  zu  berech- 
nen aus  der  Gleichung: 
7)    0  — —  ^jA  +  Coast. 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  von  der  yorhergehenden  sub- 

trahirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


8) 


P  =  ^{-^+i^(Ä-4 


welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe  u^Qt^v  und  (ig^^Y 
«nch  die  folgende  Form  geben  kann: 


9)  p-Y[4^+h-.y 
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In  dieser  Gleichang  bedeutet  v  die  Peripheriegeschwindigkeit 
des  im  Abstände  q  von  der  Drehachse  befindlichen  Punktes^  und 

-^—  die  derselben  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe.  Wenn  die 

Drehbewegung  nicht  stattfände,  so  würde  die  dem  Drucke  p  ent- 
sprechende Druckhöhe  die  Grösse  A  —  z  haben.  Die  obige  Glei- 
chung zeigt  also,  dass  durch  den  Einfluss  der  Drehbewegung  diese 
Druckhöhe  um  jene  Geschwindigkeitshöhe  vergrössert  wird. 

Wenn  man  in  Gleichung  5)  die 

^^'       ^    Grösse  dp  gleich  Null  setzt,  so  kann 

man  derselben  die  Form  geben: 

10)    dz  =  —  •  QdQ^ 

und  durch  Integration  derselben  er- 
hält man  für  die  Fläche  constanten 
Druckes  die  folgende  Gleichung: 

11)  *=^+'-. 

in  welcher  dieConstante  c  denjenigen 
Werth  von  z  bezeichnet,  welcher  dem 
Werthe  v  =  0  entspricht,  oder  die 
Coordinate  desjenigen  Punktes,  in  welchem  jene  Fläche  die  Dreh- 
achse schneidet  (Fig.  511).  Die  obige  Gleichung  zeigt,  dass  die 
Fläche  constanten  Druckes  eineParaboloid-Oberfläche  bildet,  welche 
man  sich  durch  Umdrehung  einer  Parabel  um  ihre  Achse  ent- 
standen denken  kann.  Die  Höhendifferenz  zwischen  dem  in  der 
Drehachse  liegenden  Scheitelpunkte  und  einem  ausserhalb  der 
Drehachse  befindlichen  Punkte  dieser  Fläche  ist  stets  gleich  der 
Geschwindigkeitshöhe  des  letzteren.  Wenn  man  in  der  obigen 
Gleichung  für  die  Gonstante  c  den  Werth  h  einsetzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche. 

§  160. 
Druck  der  atmosphSrisohen  Luft 

Während  bei  den  tropfbar  flüssigen  Körpern  die  Dichtigkeit 
fi  als  eine  nach  Raum  und  Zeit  unyeränderliche  Grösse  betrachtet 
werden  konnte,  hat  man  bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten  —  als 
deren  Repräsentant  die  atmosphärische  Luft  gelten  kann  —  die 
Grösse  ^  als  eine  Function  des  Druckes  p  zu  behandeln.    Nach 
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dem  Mariotte'schen  Gesetze  ist  im  Imiern  einer  rahenden  Oas- 
masse von  constanter  Temperatur  der  Drack  überall  proportional 
der  Dichtigkeit  derselben.  Wenn  also  mit  f  der  Druck  be- 
zeichnet wird,  welcher  der  Dichtigkeit  ^'  entspricht,  so  kann  das 
Hariotte'sche  Gesetz  aasgedrückt  werden  durch  die  Gleichung: 

und  nach  Sabstitntion  des  hieraas  flir  die  Grösse  /u  sich  ergeben- 
den Werthes  nimmt  die  allgemeine  Differenzialgleichang  des  hydro- 
statischen Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  df^^p  {Xdx  +  Ydy  +  Zd%\ 

Um  den  Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  atmosphärischen 
Druck  zu  bestimmen  und  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der 
Luftdruck  mit  der  Höhe  über  der  Erdoberfläche  sich  ändert,  hat 
man  in  der  obigen  Gleichung  —  indem  man  sich  die  Z- Achse 
vertical  aufwärts  gerichtet  denkt  —  die  Werthe: 
X  =  0,  F=0,  Z=  —  g 
zu  substituiren,  und  erhält  alsdann  für  die  Druckzunahme  df^ 
welche  der  Höhenzunahme  d%  entspricht,  die  Gleichung: 

3)  df £^.^'g,dz. 

Hierin  bedeutet  das  Product  fi'g^^y  das  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Luft  bei  der  dem  Drucke  p'  entsprechenden  Dichtigkeit 
Nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

4)  rf^  =  _4.-*, 

y    p 

und  wenn  man  dieselbe  nunmehr  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  Js^  und  ^a,  auf  der  rechten  zwischen  den 
zugehörigen  Grenzen  p^  und  p^  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 


6)    *.-'.-f  •lg(^)- 


Bei  mittlerem  Barometerstande  hat  in  der  Höhe  des  Meeres- 
spiegels der  atmosphärische  Druck  pro  Quadratmeter  die  Grösse: 
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7)  ;»'-:  10336  Kil, 

nnd  bei  der  Temperatur  Null  Grad  (Celsius)  hat  das  Gewicht  eines 
Cubikmeters  Luft  von  der  diesem  Drucke  entsprechenden  Dichtig* 
keit  die  Grösse: 

8)  /  =  1,293  Kil. 

Der  Quotient  ^  hat  also  fttr  atmosphärische  Luft  bei  einer  Tem- 
peratur von  Null  Grad  die  Grösse: 
j^^  10  336 


9) 


—  7992. 


r  1,293 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  oben  gefundene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 


10)    ^,- 


7992 


^(^)- 


Mittelst  dieser  Gleichung  wtlrde  man  die  einem  gegebenen  Druck- 
verhältnisse  entsprechende  Höhendifferenz  berechnen  können,  wenn 
die  Luft-Temperatur  überall  Null  Grad  betrüge,  und  die  Atmosphäre 
frei  von  Wasserdämpfen  wäre. 

Indem  man  <//?  =  0  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
in  §  156),  dass  die  Flächen  constanten  Druckes  Horizontal-Ebenen 
sind,  und  da  die  Dichtigkeit  eine  Function  des  Druckes  ist,  so 
sind  die  Flächen  constanten  Druckes  zugleich  Flächen  constanter 
Dichtigkeit. 

§  161. 
Berücksichtigung  der  Veranderticlikelt  der  Schwerkraft 

Nach  dem  Newton'schen  Gravitationsgesetze  ändert  sich  die 
von  der  Erdkugel   auf  einen   ausserhalb  derselben  befindlichen 


Fig.  512. 


materiellen  Punkt  ausgeübte 
Anziehungskraft  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate 
seiner  Entfernung  vom  Erd- 
mittelpunkte. Wenn  also  mit 
a  eine  noch  näher  zu  bestim- 
mende Constante  bezeichnet 
wird,  so  kann  für  eine  ausser- 
halb der  Erdoberfiäche  im 

AbStande  q  rom  Erdmittelpunkte  befindliche  Stelle  die  daselbst 

wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit: 
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1)  x--^ 

gesetzt  werden,  und  fttr  die  drei  Seitenkräfte  derselben  ergeben 
sich  nach  Fig.  612  die  Werthe: 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  allgemeine  Differenzial- 
gleichung  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  dp  =  —  f^a^ /     ^ 

3)  dp^  —  fxa^' 

Fttr  ^  »=  r  wird  x  »=  ^^  also  ist  die  Constante  a  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

und  nach  Substitution  des  hieraus  fttr  a  zu  entnehmenden  Wßrthes 
erhält  man  die  Gleichung: 

5)    dp  ^=  —  figt^  '  —^ I    oder: 

Wenn  man  hierin  (wie  im  yorigen  Paragraphen)  wieder  fi'g^^^y 
setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben : 

und  indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  r  und  ^,  auf  der  linken  zwischen  den  zu- 
gehörigen Grenzen  p^  und  p  —  erhält  man  die  Gleichung: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  f  die  Grösse  des  atmosphärischen 
Druckes  an  der  Erdoberfläche,  und  fttr  den  Quotienten  -^  ist  der 
in  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  angegebene  numerische 
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Werth  zu  sabstitairen.  Man  erhält  alsdann  fttr  das  Verhältniss 
des  Druckes  p  zu  dem  gewöhnlichen  atmosphärischen  Drucke  den 

Werth:  _lf_/J._lA 

10)      -£._e"*»W       r). 
P' 

Da  die  Länge  des  Erdhalbmessers  angefähr  6  370  000  Meter  be- 
trägt, 80  ergiebt  sich  hieraas  fUr  ^  =  oo  der  Werth : 

6S70000 

11)  A=«r""^-e-'"-io-"^". 

p' 

Wenn  man  also  annehmen  dürfte ,  dass  das  Mariotte'sche  Gesetz 
auch  für  beliebig  kleine  Drücke  noch  seine  Gültigkeit  behält, 
so  würde  ans  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  folgen,  dass  die 
Höhe  der  Atmosphäre  unendlich  gross  ist,  und  dass  der  Druck 
derselben  im  unendlich  fernen  Weltenraume  10  Atmosphären 
beträgt 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  würde  man,  da  dem* 
Werthe  g  =  2r  nach  obiger  Gleichung  der  Werth: 

6S70000 

12)  A=r"^^^-r''^'^=io""' 
p^ 

entspricht,  zu  dem  Resultate  gelangen,  dass  an  einer  Stelle,  deren 
Höhe  über  der  Erdoberfläche  gleich  dem  Erdhalbmesser  ist,  der 

—  173 

Luftdruck  10        Atmosphären  beträgt 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  im  Inneren  der 
Erdkugel  —  z.  B.  in  einem  mit  der  äusseren  Atmosphäre  commu- 
nicirenden  bis  zum  Erdmittelpunkte  hinab  reichenden  verticalen 
Schachte  —  der  Luftdruck  mit  der  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
zunimmt,  würde  man  in  der  Gleichung  5)  des  §  158  für  ^  den 

Werth  -^p  m  substituiren  und  nachher  die  Integration  derselben 

auszuführen  haben.  Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen: 

13)    dp  =  —  p'-^A.QdQ, 


*jp  J^ 


-9" 
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Wenn  man  hierin  für  die  Oonstante  A  den  aus  der  Gleichnng  8) 

des  §  158  zu  entnehmenden  Werth  —  substituirt,  so  kann  man 

der  obigen  Gleichung,. indem  man  zugleich  wieder  |ii'y  =  /  setzt, 
auch  die  folgende  Form  geben: 

16)    f^lg(f-)-^^'    «der: 


17)     7992.  lg  (5-)--^^^^ 


■K^) 


Hierin  bedeutet  f  den  Druck  im  Abstände  q  vom  Erdmittel- 
punkte und  j^  den  Druck  an  der  Erdoberfläche.  Für  den  Druck 
;?o9  welcher  dem  Werthe  ^  =  0  entspricht,  erhält  man  hiernach 
die  Gleichung:  ^ 

18)     ^  _  .^^=  «»»«•*=  lo'". 

Wenn  also  angenommen  werden  dürfte,  dass  das  Mariotte'sche 
Gesetz  auch  für  beliebig  grosse  Dichtigkeiten  noch  seine  Gültigkeit 
behält,  so  würde  hieraus  folgen,  dass  der  Druck  am  Boden  jenes 
Schachtes  (d.  i.  im  Erdmittelpunkte)  lO"^  Atmosphären  betragen 
würde. 

§  162. 
Relatives  Gleichgewicht  einer  rotirenden  Uiftmaeee. 

Die  Gleichung  5)  des  §  159  behält  auch  dann  noch  ihre  Gül- 
tigkeit, wenn  das  in  Fig.  609  dargestellte,  um  seine  verticale  Dreh- 
achse rotirende  Gefäss  —  statt  mit  Wasser  —  mit  Luft  gefüllt 
angenommen  wird.  Da  jedoch  in  letzterem  Falle  der  Einflnss  der 
Schwerkraft  —  insofern  die  Wirkung  derselben  lediglich  darin 
bestehen  wird,  eine  geringe  Zunahme  des  Luftdruckes  in  der  Sich- 
tung von  oben  nach  unten  hervorzubringen  —  bei  der  vorauszu- 
setzenden geringen  Höhe  des  Gefässes  unberücksichtigt  gelassen 
werden  darf,  so  kann  man  das  die  Wirkung  der  Schwerkraft  re- 
präsentirende  Glied  gdz  in  jener  Gleichung  auch  fortlassen.  Man 
erhält  alsdann  für  den  vorliegenden  Fall  die  Gleichung: 

1)    dp '^  fji  w*  Q  dg, 
welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Dichtigkeit  ju  aus  dem 
Mariotte'schen  Gesetze  sich  ergebenden  Werthes  -^p,  indem  man 

zugleich  wieder  i^'g^^/  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 
^.      ü'      dp         cü'        , 
y      P  9  ^ 
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Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  Null  und  Qy  auf  der  linken  zwischen  den 
entsprechenden  Orenzwerthen  p^  und  p  —  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 

p  e 


"  f/^-f>*. 


Po  0 


4)       PL]ir(jL]^j!^ 


Wenn  man  hierin  die  der  Peripheriegeschwindigkeit  qw=^v 
entsprechende  Geschwindigkeitshohe: 

setzt,  und  zugleich  flir  den  Quotienten  -^  dessen  numerischen 
Werth  substituirt,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form: 

6)     I-^e^ 

Po 

benutzen,  um  das  Verhältniss  der  beiden  Drücke  p  und  p^  daraus 

zu  berechnen. 

So  z.  B.  erhält  man  für  A  »=  160"^  aas  dieser  Gleichung  den  Werth 

JL  =  1,02,  und  da  dem  Werthe  A  »  160«  nach  Gleichong  5)  der  Werth 

Po 

v  =  56"  entspricht,  so  folgt  hieraus:  dass  an  derjenigen  Stelle,  deren  P^- 

pheriegeschwindigkeit  56  Meter  betr&gt,  der  Druck  1,02  mal  so  gross  ist  als 

in  der  Drehachse. 

§  163. 
Attsfline  des  Wassers. 

Wenn  zwei  Wasserbehälter  A  und  B  durch  ein  horizontales 
Rohr  mit  einander  verbunden  sind,  und  der  Wasserspiegel  in  dem 
Gefässe  A  höher  liegt  als  in  dem  Gefässe  J?,  so  wird  ein  Aus- 
fliessen  des  Wassers  von  A  nach  B  stattfinden  (Fig.  518).  Die 
Ausflussgeschwindigkeit  kann  nach  dem  Principe  der  lebendigen 
Kraft  berechnet  werden,  insofern  man  annehmen  darf,  dass  nach 
eingetretenem  Beharrungszustande  die  ganze  während  des  Zeit- 
theilchens  dt  von  dem  Druck- Ueberschusse  verrichtete  mechanische 
Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  während  dieses  Zeittheilehens 
ausfliessenden  Wassermasse  dM  die  der  Ausfiussgeschwindigkeit  v 
entsprechende  lebendige  Ejraft  mitzutheilen. 
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't 

■  '-^-^ 

1) 


Wenn  mit  /  der  Querschnitt  der  aoBfliessenden  Wassersäule 
(oder  der  Querschnitt  des  Rohrs)  bezeichnet  wird,  so  hat  die  wäh- 
rend des  Zeittheil- 
^'«•^^^'  chens    dl    ausflies- 

sende  Wassermasse 
die  Grosse: 

9 
Diese  Hasse  hatte 
'^«  in  dem  Gefässe  A 
die  Geschwindigkeit 
Null  und  erlangt  bei 
dem  Eintritte  in  das 
Rohr  die  lebendige 
Kraft: 


Indem  man  diese  lebendige  Kraft  der  Yon  dem  Druck-Ueberschusse 
y/(Ai — A»)  während  des  Zeittheilchens  dt  verrichteten  Arbeit  gleich- 
setzt, erhält  man  die  Gleichung: 
yfvdt 
9 

Für  die  dem  Beharrungszustande  entsprechende  Ausflussgesehwin- 
digkeit  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

4)    r  — V2<7(Ä,  — AJ,    oder: 
5) 


3) 


T-ym 


h^.vdi. 


=  V2e7(Ä,-AJ, 
=  -K2ffX 
Da  die  Drücke  an  den 
Fig.  &14. 


f. 


iL 


beiden  Enden  des  Rohrs  nur  von  den 
Druckhöhen  abhän- 
gen und  im  Uebrigen 
unabhängig  sind  von 
den  Formen  der  bei- 
den Gefässe,  so  gilt 
die  obige  Gleichung 
auch  für  den  in 
Fig.  614  dargestellten 
Fall,  bei  welchem 
die  Druekhöhen  in 
den  beiden  Gefässen 
B  A  und  B  durch  die 


_^ 


^^^     i 


»ili"ltr-ij 
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Wasserstandshöhen  in  den  beiden  aufgesetzten  verticalen  Röhren 
yeranschanlicht  sind. 

Für  den  in  Fig.  615  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  Aus- 
flussöffnnng  in  der  horizontalen  Bodenwand  des  Gefässes  A  sich 
befindet  and  der  Ausflass  in  den  leeren  Baum 
'^'       *         ,  erfolgt,  ist  Ai=0  und  A,=A  zu  setzen.  Die 
Ausflussgeschwindigkeit  kann  daher  auch  fUr 
diesen  Fall  aus  Gleichung  5)  berechnet  werden. 
Die  pro  Secunde  ausfliessende  Wassermasse 
kann  als  eine  prismatische  Wassersäule  be- 
trachtet werden,  deren  Länge  gleich  der  Aus- 
flussgeschwindigkeit und  deren  Querschnitt 
gleich  der  Ausflussöffnung  ist.   Der  Raumin- 
halt dieser  Wassermasse  hat  also  die  Grösse: 


6)  Q=/.y2^A. 
Die  auf  solche  Weise  berechnete  Ausflussmenge  wird  die  „  theore- 
tische Ausflussmenge  '^  genannt.  Da  die  Voraussetzungen,  aus  wel- 
chen die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  der  Wirklich- 
keit nicht  genau  erfUUt  sind,  so  hat  man,  um  die  „wirkliche 
Ausflussmenge  zu  erhalten,  den  obigen  Ausdruck  noch  mit  einem 
Erfahrungscoefflcienten  zu  multipliciren,  welcher  der  „Ausfluss- 
coefficient''  genannt  wird.'*')  Wenn  dieser  Ausflusscoefficient  mit  \i 
bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  wirkliche  Ausflussmenge 

derWerth:  

7)     Q  =  ^i.f^y29h. 

§  164. 
Theoretische  Ausflussmenge. 

Um  fUr  den  in  Fig.  616  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
Ausflussöffnung  in  der  verticalen  Wand  des  Gef  ässes  sich  befindet 
und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Raum  erfolgt,  die  theoretische  Aus- 
flussmenge zu  berechnen,  hat  man  sich  die  Querschnittsfläche  des 
ausfliessenden  Wasserstrahles  auf  die  in  Fig.  617  angedeutete  Weise 
in  horizontale  Flächenstreifen  von  unendlich  kleiner  Höhe  zerlegt 
zu  denken  und  die  pro  Secunde  durch  diese  unendlich  kleinen 
Querschnittstheile  fliessenden  Wasserquantitäten  nachher  auf  dem 
Wege  der  Integration  zu  summiren.  Im  Abstände  z  vom  Wasser- 
spiegel hat  die  Ausflussgeschwindigkeit  die  Grösse: 

♦)  Vergl.  „Technische  Mechanik«,  (5.  Aufl.)  §  198. 
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1)     v—y-lgz, 

und  die  pro  Secunde   durch  den  an   dieser  Stelle   befindlichen 
Flächenstreifen  ausfiiessende  Wasserqnantität  hat  nach  Fig.  517 

die  Grösse: 
Fig.M«.  Fig.  517.  2j     dQ^^d,y2^, 

Die  ganze  pro  Secunde 
ausfliessende  Wasser- 
menge ist  also  zu  be- 
rechnen aus  der  Glei- 
chung: 


3)    Q 


■f 


dzy2^ 


s. 


Hiemach  erhält  man 
z.  B.  für  den  in  Fig.  618 
dargestellten   rechtecki- 
gei^  Querschnitt,  indem  man  b  statt  a:  setzt,  die  Gleichung: 


4)     Q 


5)    Q 


Y^glz^ds^    oder 


Fttr  den  Fall,  in  welchem  die  obere  Seite  des  Bechtecks  in 
der  Höhe  des  Wasserspiegels  liegt,  wflrde  man  hierin  A »»  0  zu 

setzen  haben.  Die  pro  Secunde  durch 
einen  rechteckigen  Wandeinschnitt 
(oder  bei  einem  Ueber&Uswehre)  aus- 
fliessende Wassermenge  hat  demnach 
die  Grösse: 


Fig.  518. 


6)     Q  =  bH 


ivw^, 


also  dieselbe  Grösse,  welche  man  er- 
halten würde,  wenn  man  annähme, 

dass  die  Ausflussgeschwindigkeit  in 
2 


allen  Punkten  des  Querschnittes  die  Grösse  '^y2gH  hat 


Wenn  man  ^  =~  A^,  -t-  -^ 


und  Ä  =  A^  —  y 


setzt,  so 
man  der  Gleichung  5)  auch  die  folgende  Form  geben: 

KUt«r,  Ing6Bi«iiT.MMhanik.    2.  Anil.  29 


kann 
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7)     Q  =  -jbk,y2gk\ 


{('+i^f-(-^f}- 


oder: 


9,  «_.*,yij^[,-^.(0_^.(^)-...j. 

Für  -T-  =  0  wird  der  eingeklammerte  Ausdruck  gleich  Eins.  Wenn 

also  die  Höhe  der  Ansnassöffhung  sehr  klein  ist  im  Yerhältniss  zu 
dem  Abstände  des  Schwerpunktes  vom  Wasserspiegel,  so  kann  man 
die  Ausflussmenge  annäherungsweise  berechnen  aus  der  Gleichung: 

9)     Q-fl*-V2^, 
welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  annähme,  dass  sämmtliche 

Wassertheilchen  mit  der  Gresch windig* 
keit  y2^Ao  ausfliessen,  welche  der 
Druckhöhe  des  Schwerpunktes  ent- 
spricht 

Fttr  die   in  Fig.  519  dargestellte 
dreieckige  Ausflussöffnung  hat  man: 

10)    iL  =  J^ZLL 
^"^      b  H  —  h 

zu  setzen,  und  wenn  man  den  hieraus 
für  a:  zu  entnehmenden  Werth  in  Glei- 
chung 3)  substituirt,  so  erhält  man  die 


Fig.  51». 


folgende  Gleichung 
11)     Q«« 


f  {H  —  z)  z   dz,    oder : 


Für  den  Fall,  in  welchem  die  obere  horizontale  Seite  des 
Dreiecks  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels  liegt,  hat  man  hierin 
A  =  0  zu  setzen.  Die  Wassermenge,  welche  pro  Secunde  durch 
einen  dreieckigen  Wandeinschnitt  atrsfliesst,  hat  also  die  Grösse: 

13)     Q~^bHy2^. 

Um  die  wirklichen  Ausflussmengen  zu  erhalten,  hat  man  die 
oben  gefundenen  Werthe  noch  mit  dem  AusflhsscoefGcienten  fi  zu 
multipliciren. 
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Fig.  520. 


§  165.       ^ 
Theoretische  AuaflMseit 

Der  Rauminhalt  der  während  des  Zeittheilchens  dl  durch  die 
BodenOffnung  des  in  Fig.  620  dargestellten  cylindrischen  Gefässes 
pro  Secunde  ausfliessenden  Wassermasse  hat  die  Grösse: 

1)  dQ^f.vdt 
Der  sinkende  Wasserspiegel  legt 
während  dieses  Zeittheilchens  die 
Strecke  wdt  zurück.  Der  Raum- 
inhalt der  in  dem  Gefässe  enthal- 
tenen Wassermasse  vermindert  sich 
also  während  des  Zeittheilchens  dt 
(nach  Fig.  620)  um  die  Grösse: 

2)  dQ^F.wdt. 
Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden 
Ausdrücke  erhält  man  für  die  Ge- 
schwindigkeit w  die  Gleichung: 

8)     ir  =  ^.t', 

welche  nach  Substitution  des  für  die 
Ausflussgeschwindigkeit  in  der  Figur  angegebenen  Werthes  die 
folgende  Form  annimmt: 


v^Vigz 


4)     w 


-iv^i 


Die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels  kann  als 
Geschwindigkeit  des  Abnehmens  —  oder  als  negative  Ge- 
schwindigkeit des  Zunehmens  —  der  Wasserstandshöhe  z  auf- 
gefasst  werden;  folglich  ist: 

6)  ■" 


tO  ss= 


dt 


zu  setzen,  und  durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  Ausdrücke 
erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  dl  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 

F 

6)      - 


dt=~  — 


/y2? 


•  dx. 


Die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  H  bis  h  ab- 
nimmt, hat  also  die  Grösse: 

29* 
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7)     ^  = 


f^/^ 


ig  J 


dz,    oder: 


8)    /  = 


2F    /,/-R- 


iVH-  yi). 


Indem  man  hierin  A  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  ganze  Ausflass- 
zeit  den  Werth: 

Hierin  bedeutet  FH^=^J  den  ganzen  Rauminhalt  der  ausgeflossenen 
Wassermasse,  und  y2gH=^  F  die  anfängliche  Grösse  der  Aus- 
flassgesehwindigkeit  v.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben:  ' 

10)    t  =  2^jL^, 

und  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Ausflusszeit  das  Dop- 
pelte von  derjenigen  Zeit  beträgt,  in  welcher  dieselbe  Wassermasse 
bei  unverändert  bleibender  Druckhöhe  ausgeflossen  sein  würde. 
Für  den  in  Fig.  521  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
Wasserspiegelfläche  qn  mit  der  Wasserstandshöhe  z  abnimmt,  hat 
man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 


11)    di^ SP 


fV^g 


und  darin  fUr  q>  die  der 
Form  des  Gefässes  ent- 
sprechende Function  von 
z  zu  substituiren.  Wenn 
z.  B.  die  Wasserspiegel- 
flächen wie  die  n-ten  Po- 
tenzen der  Wasserstands- 
höhen sich  verhalten,  so 
ist  (nach  Fig.  621): 


F 


12)    ^-^P 


erhält  man  die  Gleichung: 


zu  setzen,  und  nach  Sub- 
stitution des  hieraus  fttr  (f 
zu  entnehmenden  Werthes 
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F 


i 


13)      A= "    ^L—    «g         ^-rfjj. 


Die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshohe  von  H  bis  A  abnimmt, 

hat  also  die  GrOsse: 

1 


14)    t -—-^Iz      *efa,    oder: 


15)    t 


Indem  man  hierin  A  »»  0  setzt,  erhält  man  für  die  ganze  Ans- 
flnsszeit  den  folgenden  Aasdmck: 

Der  Rauminhalt  der  ganzen  aasgeflossenen  Wassermasse  ist 
zu  berechnen  ans  der  Gleichung: 

H  H 

17)  j-Lrf.=|Lr,-^«-^. 

Nach  der  in  Gleichung  10)  eingeführten  Bezeichnungsweise  kann 
man  daher  dem  obigen  Ausdrucke  fttr  die  Ausflusszeit  auch  die 
folgende  Form  geben: 


Der  Werth  w  =  0  entspricht  dem  in  Fig.  620  dargestellten 
Falle,  fttr  welchen  man  wieder  den  in  Gleichung  10)  gefundenen 
Werth  erhält, 

Fttr  ein  Gefäss  yon  der  Form  eines  Rotations -Paraboloides 
(oder  auch  eines  dreiseitigen  Prismas  mit  horizontalen  Kanten) 
bat  man  n  =  1  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichung: 

19)  t^±.-^. 

Fttr  ein  Gefäss  von  der  Form  eines  Kegels  (oder  auch  einer 
Pyramide)  hat  man  n«»2  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichung: 

20)  <-|-;^- 
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<ler  Aosfluss  durch   einen   bis  zu 
Fig.  522. 


Um  die  wirklichen  Ansflosszeiten  zu  erhalten,  würde  man  die 
oben  gefundenen  Wertbe  noch  durch  den  Ansfiasscoefficienten  zn 
dividiren  haben. 

Wenn  das  Gefäss  die  Form  eines  Parallelepipedons  hat,  nnd 

der  horizontalen  Bodenfläche 
hinabreichenden  rechteckigen 
yerticalen  Wandeinschnitt  er- 
folgt, so  hat  bei  der  Wasser- 
standshöhe s  die  pro  Secnnde 
aosfliessende  Wassermenge  nach 
§  164  (Gleichung  6)  und  nach 
Fig.  522  die  Grösse: 

21)     Q  =  lbzy2^= 


.        / 

/ 

\ 

/ 

_   .  ... , 

F 

•        / 

4 i 

>i/..y 

4 

/ 

/ 

1 

/ 

—  F 


dz 
dl 


Um  die  Zeit  zu  berechnen,  in 
welcher  die  Wasserstandshöhe 
Yon  ü  bis  h  abnimmt,  hat  man  die  obige  Gleichung  fUr  dt  auf- 
zulösen und  hernach  die  Integration  zwischen  den  Grenzen  H  und 
h  auszuführen.  Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


22)    Ä  =  -4 


23)    t ^ 


by2g 
F 


dz. 


A]/2^ 


h        3 

fz'^'dz, 


24)     ^  = 


3F 


f-J L^V 

*]/27  Vyi     yh) 

Für  A  »  0  wird  ^  >—  ^.  Es  würde  also  —  wenn  die  Voraussetzungent 
aus  welchen  die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  warden,  in  aller  Strenge  erfüllt 
wftren  —  hieraus  folgen,  dass  der  sinkende  Wasserspiegel  erst  nach  unendlich 
langer  Zeit,  d.  h.  mit  anderen  Worten  niemals,  die  Bodenfl&che  des  Geftsses 
erreicht. 

§  166. 
Hydraulischer  Druck. 

Bei  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  auf  die 
Berechnung  der  Ansflussgeschwindigkeit  wurde  in  Bezug  auf  die 
in  Fig.  615  und  Fig.  614  dargestellten  Fälle  die  Voraussetzung  ge- 
macht, dass  die  Wassertheilchen,  bevor  dieselben  zum  Ausflusse 
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gelangten,  im  Ruhezustände  sich  befanden.  Für  diesen  Fall  kann 
man  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  indem  man  dieselbe  auf 
die  Bewegung  eines  Wassertheilchens  von  der  Masse  m  anwendet, 
auch  die  folgende  Form  geben: 

1)  -2 O^mgh. 

Wenn  statt  dessen  angenommen  wird,  dass  dieWassertheilchen 
vor  dem  Ausflusse  schon  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  besassen, 
so  fuhrt  die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  zu  der 
Gleichung: 

_.      wir*         mc^  . 

2)  -2 2"  ^  ^^*' 

in  welcher  die  Geschwindigkeit  c  aus  dem  Verhältnisse  der  Quer- 
schnittsflächen der  bewegten  Wassermasse  zu  berechnen  ist.  Da 
annäherungsweise  angenommen  werden  darf,  dass  in  allen  Punkten 
einer  und  derselben  Querschnittsfläche  des  ausfliessenden  Wasser- 
strahles die  Wassertheilchen  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich 
bewegen,  und  die  gleiche  Voraussetzung  aifch  in  Bezug  auf  die 
Bewegung  des  Wassers  innerhalb  des  Ausflussgefässes  gemacht 
werden  darf,  so  kann  die  Geschwindigkeit  c  berechnet  werden 
aus  äer  Gleichung: 

3)  Fc^fv, 

in  welcher  F  die  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  genommene 
Querschnittsfläche  der  Wassermasse  innerhalb  des  Ausflussgefässes 
bedeutet  (also  in  Fig.  515  die  horizontale  Querschnittsfläche  des 
Gefässes  und  in  Fig.  514  die  verticale  Querschnittsfläche  des 
Rohres  A).  Nach  Substitution  des  hieraus  fUr  c  zu  entnehmenden 
Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  2j  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit den  folgenden  Ausdruck: 


''  -y^' 


welcher  zeigt,  dass  die  Qtlltigkeit  der  Gleichung  5)  des  §  163  auf 
solche  Fälle  sich  beschränkt,  in  welchen  die  Fläche  F  im  Ver- 

hältniss  zu  der  Fläche  /  so  gross  ist,  dass  das  Glied  i;^  im  Nenner 
rernachlässigt  werden  darf. 

Wenn  man  die  Gleichung  2)  direct  für  v  auflöst,  so  erhält 
man  für  die  Ansflussgesch windigkeit  diQ  Gleichung: 
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5)     .-1/2<,(a4-^). 


welche  zeigt,  dass  das  VorhandeDsein  der  Anfangsgeschwindigkeit 
c  denselben  Einfluss  hat,  wie  wenn  die  Dmckhöhe  h  um  die  6e- 


Fig.  528. 


schwindigkeitshöhe   -^  ver- 

grössertwäre.  Zugleich  erkennt 
man  aus  Fig.  623,  indem  man 
der  obigen  Gleichung  die  fol- 
gende Form  giebt: 

6)    h~4^--f. 

dass  die  Differenz  der  hydrau* 
lischen  Druckhöhen  gleich  der 
Differenz  der  Geschwindigkeits- 
höhen ist 

Dasselbe  Gesetz  bleibt  auch 
dann  noch   gültig,   wenn  die 
Querschnittsfläche  und  die  Geschwindigkeit  der  fliessenden  Wasser- 
masse stetig  sich  ändern.    Für  den  in  Fig.  624  dargestellten  Fall 
ergeben  sich  aus  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  dieGleichungeu: 


d 

*^j 

» 

. * 

} 

^ 

h 

i 

* 

. — i 

^BM^ 

Fig.  524. 


w^ 


7)    B-.-^. 


8)     H—h^ 


^9' 

welche  zeigen,  dass  die  hy- 
draulische Druckhöhe  ihren 
kleinsten  Werth  an  derjenigen 
Stelle  annimmt,  an  welcher 
die  Geschwindigkeit  ihren 
grössten  Werth  erreicht  Die 
pro  Secunde  durchfliessende 
Wassermasse  hat  den  Raum- 
inhalt: 
9)  Fc  =  (pw=fv. 
Die  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  also  umgekehrt  wie  die 
Querschnitte.  Hieraus  folgt,  dass  die  hydraulische  Druckhöbe  an 
der  engsten  Stelle  des  Rohres  ihren  kleinsten  Werth  annimmt 
Aus  Gleichung  9)  ergeben  sich  für  die  Geschwindigkeiten  c  und  w 
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die  in  Fig.  524  angegebenen  Wertbe;  man  kann  daher  den  61ei- 

chungen  7)  nnd  8),  indem  man  zugleich  abkttrzongsweise  -4-  =  Ar 
f  t 

und  —  =  n  setzt,  aneh  die  folgenden  Formen  geben: 


10)  H—x^ 

11)  B—h 


nnd  wenn  man  die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

^^^      H-h   ~    \-ie' 

nach  welcher  man  das  Yerhältniss  der  Druckhöhen -Differenzen 
aus  den  gegebenen  Querschnittsverhältnissen  berechnen  kann.    Zu- 

gleich  ergiebt  sich  für  die  Aus- 
**  flussgeschwindigkeitü  aus  Glei- 

chung 11)  der  Werth: 

Wenn  der  Querschnitt  der 
fliessenden  Wassermasse  nicht 
allmählich y  sondern  sprung- 
weise von  qp  bis/zunimmt, 
und  in  Folge  dessen  die  Ge- 
schwindigkeit derselben  an  der 
üebergangsstelle  plötzlich 
Yon  w  bis  V  abnimmt  (Fig.  526), 
so  entsteht  durch  den  Stoss 
des  rascher  fliessenden  Massentheilchens  m  gegen  die  langsamer 
vorangehende  Wassermasse  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  von 
der  Grösse*): 

14)     g^^  "»(">-">'. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  nimmt  also  f&r  diesen  Fall 
die  folgende  Form  an: 

mv^         mC'                ,  rr       rx         ^  (^  —  ^f 
-"2 ^^mg{H-    ^^ 


e=kv 


15) 


A). 


oder: 


*)  Yergl  „TechDische  MechaDik%  (5.  Aufl.)  §  154  und  §  196. 
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16j 


H-h==-^{l-k'  +  in-lf}- 


Statt  der  Gleichungen  12}  nnd  13)  erhält  man  hiemach  ftir  den 
in  Fig.  526  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen : 

^''     H  —  h         i_A»4.(n_i)»' 
10-,    „  -  1/       2g  (H-  h) 

Wenn  z.  B.  Ar  =  0  und  n  =  2  gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  aus  den  obigen 
Gleichungen  die  Werthe :  i^  —  a;  =- 2 (Ä  —  ä)  und  »  =  yi g  /^~^1 . 

Für  -^==0  oder  n«oc  wird  R  —  x^^H^h.   Wenn  also  das  Wasser 

durch  ein  Zuflussrohr  von  sehr  kleinem  Querschnitte  in  ein  Gef&ss  Ton  sehr 
grossem  Querschnitte  hineinfliesst,  so  wird  die  hydraulische  Druckhöhe  in  dem 
Zuflussrohre  gleich  der  Wasserstandshöhe  in  dem  Gef&sse  sein.  Die  ganze  leben- 
dige Kraft  des  zufliessenden  Wassers  wird  in  diesem  Falle  durch  den  Stoss  gegen 
die  in  dem  Gefässe  ruhende  Wassermasse  yernichtet. 

§  167. 
Zusammenfluss  zweier  Waseeretrahlen.   (Wasserstrahlpumpe.) 

Wenn  die  beiden  aus  den  Gefässen  A  und  B  mit  ungleichen 
Geschwindigkeiten  ausfliessenden  Wasserstrahlen  innerhalb  des  ge- 
meinschaftlichen Ansflussrohres  C  zu  einem  Wasserstrahle  von  der 
Querschnittsfläche  /  sich  vereinigen,  so  wird  an  der  Stelle  des 
Zusammentreffens  eine  Ausgleichung  der  Geschwindigkeiten  ein- 
treten, nnd  zugleich  wird  dnrch  den  Stoss  der  ans  dem  Gefässe  A 
mit  der  grösseren  Geschwindigkeit  to  dort  ankommenden  Wasser- 
theilchen  gegen  die  in  dem  gemeinschaftlichen  Ausflussrohre  C 
mit  der  kleineren  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Wassermasse 
ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  entstehen  (Fig.  526). 

Die  Qnerschnittsfläche  des  gemeinschaftlichen  Ansflnssrohres 
kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  e/  nnd  (1  —  i)f  zerlegt 
denken,  von  denen  der  erstere  durch  den  vom  Gefässe  A^  nnd  der 
letztere  durch  den  vom  Gefässe  B  herkommenden  Theil  des  Wasser- 
strahles ansgeftillt  wird.  Die  ganze  während  des  Zeittheilchens  dt 
in  das  Gefäss  D  hineinfliessende  Wassermasse  m  setzt  sich  dem- 
nach zusammen  aus  dem  Theile  e^Ti,  welcher  von  dem  Gefässe  A 
herkommend,  und  dem  Theile  (1  —  «)  wi,  welcher  von  dem  Gefässe 
B  herkommend  dorthin  gelangte.  Wenn  also  die  Querschnitts- 
flächen  der  beiden  Gefässe  A  und  B  so  gross  angenommen  werden, 
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dass  die  Anfangsgeschwindigkeiten  yemaehlässigt  werden  dürfen, 
so  fährt  die  Anwendung  des  Prineips  der  lebendigen  Kraft  zu  der 
Gleichung: 


1) 


mv"^ 


0  =  emg{H—h)  +  (1  —  «)  mg  (s  —  h) 


€m(u) — vf 


Da  auch  hier  wieder  angenommen  werden  darf,  dass  in  einem 
und  demselben  Wasserstrahle  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt 

Fig.  626. 


wie  die  Querschnitte  sich  verhalten,  so  ergeben  sich  für  die  Ge- 
schwindigkeiten, welche  die  beiden  Wasserstrahlen  vor  ihrer  Ver- 
einigung besassen,  aus  den  in  Fig.  626  angegebenen  Quersohnitts- 
flächen  die  Werthe: 


2)     w  = 


3) 


''=(V)- 


Hiernach  kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  für  die  Ge- 
schwindigkeit u)  den  obigen  Werth  substituirt,  auch  die  folgende 
Form  geben: 

e»  e  {H—  z)  —  {h  —  s) 


4) 


2// 


1  +  « 


(v-.y 


Wenn  man  nunmehr  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch 
auf  die  Berechnung  der  beiden  Ausflnssgeschwindigkeiten  te  und  u 
anwendet,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


5) 
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6)     :?  — ii?  =  -— -=    -IT--» 

2g         \    u)    J      2g 

und  gelangt,  indem  man  die  letztere  von  der  ersteren  snbtrahirt, 
zu  einer  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

,)    ^_ B-. 

^'     (t)-(^) 

Durch  Gleichsetzung  der  beiden  in  Gleichung  4)  und  Gleichung  7) 

für  die  Grösse  -k—  gefundenen  Ausdrücke  erhält  man  endlich  eine 

Gleichung,  aus  welcher  für  das  Verhältniss  der  beiden  Grössen 
h  —  z  und  H —  z  der  folgende  Werth  sich  ergiebt: 


Wenn  man  hierin  —  =» setzt,  so  inrd:   -5 =  —  oc,  oder: 

z^  ü,  entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  die  beiden  ausfliessenden  Wässer- 
strahlen mit  gleich  grossen  Geschwindigkeiten  in  dem  Rohre  C  zusammentreffen 
und  ohne  einander  gegenseitig  zu  stören  ihre  Bewegung  daselbst  gemeinschaft- 
lich fortsetzen. 

Der  Werth  e»l  entspricht  dem  Falle,  in  welchem  aus  dem  Gefässe  ß 
gar  kein  Wasser  zum  Ausflusse  gelangt.  Nach  Gleichung  8)  wird  für  diesen 
FaU: 

9)    J_l«2«(l-«), 

also  wenn  z.  B.  a  =  -5-  ist,  so  wird  ä  —  2  =  Ä  —  ä  oder  2  =  ä  —  (Ä^— Ä), 

d.  h.  der  Wasserspiegel  des  Gefässes  B  liegt  um  die  Höhe  ff—k  tiefer  als 
der  Wasserspiegel  des  Gefässes  2>,  und  nach  Gleichung  7)  hat  die  Ausflnss- 
geschwindigkeit  in  diesem  FaUe  die  Grösse: 


10) 


.->/^5H5); 


115 
Wenn  man  «»-^>   a«.-— ,  oi«-^  setzt,  so  ergiebt  sich  aus  Glei- 

X  o  o 

chung  8)  der  Werth:    „^^  =  -^;  also  wenn  ä  —  2  =  8"»  ist,   so  wird 

Ä  — z  =  52'»,36  nnd  iJ  —  Ä  «=  44»  36.  Nach  Gleichung  7)  hat  die  Aus- 
flussgeschwindigkeit in  diesem  Falle  die  Grösse:  v  »  10^904,  und  wenn 
/s  o°'°,01  ist,  so  fliesst  aus  jedem  der  beiden  Gef&sse  A  und  ^  pro  Se- 
cunde  eine  Wassermenge  ab,  deren  Rauminhalt  0,054  52  Kubikmeter  betrftgt 
Die  hydraulische  Druckhöhe  in  dem  Rohre  E  hat  nach  Gleichung  5)  die 
Grösse:  a; « iT— 54»,545.    Da  Yon  negativem  hydraulischen  Drucke  selbst- 
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verst&ndhch  nicht  die  Rede  sein  kann,  so  dürfen  die  obigen  Resultate  nur 
dann  als  gültig  betrachtet  werden,  wenn  zugleich  die  Höhenlage  des  Ausfluss- 
rohres  E  so  gewählt  ist,  dass  die  von  dem  höchsten  Punkte  seines  Quer- 
schnittes aus  gemessene  Druckhöhe  H  grösser  ist  als  54'",545  (oder  die  auf 
gleiche  Weise  gemessene  Druckhöhe  z  grösser  als  21",  182). 

.  Die  Wirkung  des  atmosphärischen  Druckes  auf  den  Wasser- 
spiegel kann  man  sich  durch  eine  aufgelegte  Wasserschicht  Ton 
der  Höhe  h^  =  10°,336  veranschaulichen.  Die  oben  gefundenen 
Gleichungen  können  daher  auch  für  den  in  Fig.  627  dargestellten 

Fig.  527. 


T I 

I  s 

;  ' 

!  e 

i  i 

4  I 

I  i 


Fall  als  gültig' betrachtet  werden,  bei  welchem  die  Wasserspiegel- 
flächen in  den  Gefässen  A^D^F  der  Wirkung  des  atmosphärischen 
Druckes  ausgesetzt  sind  und  in  Folge  dessen  ein  jeder  um  die 
Höhe  h^  tiefer  liegt  als  der  Wasserspiegel  in  dem  betreflfenden 
luftleeren  Rohre,  dessen  Wasserstandshöhe  die  wirkliche  Druck- 
höhe anzeigt.  Durch  den  aus  dem  Gefässe  A  mit  grosser  Ge- 
schwindigkeit ausfliessenden  Wasserstrahl  wird  an  der  Ausfluss- 
mündung desselben  eine  Erniedrigung  der  hydraulischen  Druck- 
höhe heryorgebracht  und  dadurch  bewirkt,  dass  das  Wasser  aus 
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dem  Gefä8se  F,  getrieben  durch  den  atmosphärischen  Druck,  za 
dem  höher  gelegenen  Wasserbehälter  D  hinaufsteigt.  Da  bei  Ab- 
leitung der  obigen  Gleichungen  die  Druckhöhenverluste,  welche 
durch  die  Reibung  des  Wassers  an  den  Röhren  wänden'*')  yerursacht 
werden,  unberücksichtigt  geblieben  sind,  so  wird  die  pro  Secunde 
geförderte  Wassermenge  in  Wirklichkeit  etwas  kleiner  ausfallen 
als  die  obige  Rechnung  ergab. 

§  168. 
GlelchfSrmioe  Bewegung  des  Wassere  In  Kanälen. 

Die  in  den  vorigen  Paragraphen  mehrfach  angewendete  ver- 
einfachende Hypothese,  nach  welcher  die  Wassertheilchen  in  allen 
Punkten  einer  und  derselben  Querschnittsfläche  der  abfließsenden 
Wassermasse  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  sich  bewegen,  darf 
annäherungsweise  auch  für  den  in  Fig.  528  dargestellten  Fall  als 
gültig  betrachtet  werden,  bei  welchem  das  Wasser  durch  einen 
Kanal   aus  dem  Wasserbehä^er  A  nach  dem  tiefer  gelegenen 

Wasserbehälter    B 
Fig.  528.  hinabfliesst     Hier- 

aus folgt,  da£S  die 
Bewegung  des  Was- 
sers in  dem  Kanäle 
eine  gleichför- 
mige sein  wird, 
sobald  die  Quer- 
schnittsfläche der 
abfliessenden  Was- 
sermasse überall 
dieselbe  Grösse  hat.  Bei  einem  geradlinigen  prismatischen  Kanäle 
wird  diese  Bedingung  erfüllt  sein,  wenn  die  Wassertiefe  an  den 
beiden  Enden  des  Kanales  dieselbe  Grösse  hat. 

Diejenige  Grösse,  welche  die  Höhendifferenz  der  beiden 
Wasserspiegel  haben  muss,  wenn  das  Wasser  mit  der  Geschwin- 
digkeit c  abfliessen  soll,  kann  annäherungsweise  berechnet  wer- 
den nach  der  Erfahrungsformel: 


1)    k 


F      c- 


in  welcher  C  einen  Erfahrungscoefficienten,  F  die  Querschnittsfläche 
*)  Yergl.  „Technische  Mechanik",  (5.  Aufl.)  §  199. 
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der  abfliessenden  WaBsermasse  und  P  den  sogenannten  Wasser- 
perimeter LMNR  bedeutet  oder  denjenigen  Theil  des  Quer- 
schnittsumfanges,  in  welchem  die  Querschnittsfläche  durch  den 

Boden  und  die  Seiten- 
ysssa,  wände  des  Kanales  be- 
grenzt wird  (Fig.  629). 
Der  Erfahrungscoeffi- 
cient  C  hat  im  Mittel 
die  Grösse: 

2)     ^=0,008. 

Bei  grosser  Stromgeschwindigkeit  hat  derselbe  einen  etwas  klei- 
neren Werth,  bei  kleiner  Stromgeschwindigkeit  einen  etwas  grös- 
seren Werth.  Den  genaueren  Werth  dieses  Coefficienten  kann  man 
berechnen  aus  der  Erfahrungsformel: 


3)     C=  0,00741  (l+.M^); 


welche  zeigt,  dass  der  obige  Mittelwerth  einer  Stromgeschwindig- 
keit von  0,734  Metern  pro  Secunde  entspricht. 

Nach  Fig.  628  kann  y  =  sin  a  gesetzt  werden;  man  kann 

daher  der  Gleichung  1),  indem  man  dieselbe  für  c  auflöst,  auch 
die  folgende  Form  geben: 


4)     ^_|/2g/-8m« 


und  dieselbe  in  dieser  letzteren  Form  zur  Berechnung  der  Strom- 
geschwindigkeit benutzen,  indem  man  aus  derselben  mit  Benutzung 
des  in  Gleichung  2)  fttr  ^  angegebenen  Mittelwerthes  zunächst  einen 
Annäherungswerth  von  e  berechnet  und  hernach  mit  dem  aus  Glei- 
chung 3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthe  von  ?  die  Rechnung 
wiederholt. 

§  169. 
Vortheilhaftestes  Kanalprofil. 

Für  den  Wasserquerschnitt  F  und  den  Wasserperimeter  P  er- 
hält man  nach  Fig.  629  die  Gleichungen: 


2)    P=«  + 


1a 


sind 
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Aus  der  ersteren  Gleichung  ergiebt  sich  fttr  die  Breite  des  Ka- 

nales  am  Boden  der  Ausdruck: 

F 
3)    *=--  — 


und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  zweite  Gleichung 
die  folgende  Form  an: 

4)    P  =  Z_      «     +     2« 


a  tgÖ  ^  sinö 
Die  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dass  zum 
Hervorbringen  einer  vorgeschriebenen  Stromgeschwindigkeit  c  un- 
ter sonst  gleichen  Umständen  ein  um  so  kleineres  Gefälle  ausreicht, 
je  kleiner  der  Wafiserperimeter  P  ist.  Da  der  Wasserquerschnitt  F 
und  der  Neigungswinkel  6,  welchen  die  Seitenwände  mit  der  Hori- 
zontalen einschliessen  sollen,  als  gegebene  Grössen  zu  betrachten 
sind,  so  hat  man  in  Gleichung  4)  die  Grösse  P  als  eine  Function 
der  Wassertiefe  a  zu  behandeln,  und  erhält,  indem  man  den  Diffe- 
renzialquotienten  derselben  (nach  a  genommen)  gleich  Null  setzt, 
die  Gleichung: 

Fttr  die  Tortheilhafteate  Wassertiefe  ergiebt  sich  ans  dieser  Glei- 
chung der  Werth: 

R^    n      1/    ^8ing 

^^    °°^2-cosg- 
Die  zugehörigen  Werthe  der  Grössen  b  und  P  kann  man  nunmehr 
aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  berechnen,  indem  man  darin  für  a 
diesen  Werth  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  der  folgen- 
den Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


e  =  90° 

60" 

45° 

35° 

30« 

a 

A  707 

0,760 
0,877 

0,740 
0,613 

0,697 
0,439 

0,664 
0,356 

, — -    —  u,  #u/ 

yw      ' 

-4=^  -=  1,414 

■]/F           ' 

W  =  2,828 

2,632 

3,704 

2,870 

3,012. 

Vfenn  z.  B.  die  VITerthe:  jP=4°'"  und  0  =  35°  gegeben  sind,  so  erhUt 
man  aus  der  obigen  Tabelle  die  Werthe:  a  =  l'»,394  und  b^^O^SlS,  wdchen 
der  Wasserperimeter:  P=«5'»,74  entspricht. 
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Um  für  das  auf  solche  Weise  bestimmte  Eanalprofil  diejenige  Strom- 
geschwindigkeit zu  berechnen,  welche  dem  Werthe:  sin  a  :=  0,001  entspricht, 
hat  man  in  der  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  S  =  0,008  zu 
setzen  und  erhält  daraus  zunächst  den  Ann&herungswerth:  ^— 1%31.  Dieser 
Stromgeschwindigkeit  entspricht  nach  der  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen 
der  Werth :  ?  =  0,007  74,  und  mit  Benutzung  desselben  findet  man  durch  Wie- 
derholung der  Rechnung  für  die  Stromgeschwindigkeit  den  genaueren  Werth: 
c  =  1>»,33.  Für  den  Kauminhalt  der  pro  Secunde  abfliessenden  Wassermenge 
ergiebt  sich  hiemach  der  Werth:  Q  «  4  . 1,33  »-  5,32  Gubikmeter. 


§  170. 
Ungleichförmige  Bewegung  des  Wassers  In  Kanälen. 

Wenn  die  Wassertiefe  ^o  &ni  oberen  Ende  des  Eanales  grösser 
ist  als  die  Wassertiefe  t^  am  unteren  Ende  (Fig.  530),  so  wird  die 

Geschwindigkeit  v^ 
^'^'^^'  am    oberen    Ende 

kleiner  sein  als 
die  Geschwindigkeit 
V,  am  unteren  Ende; 
die  Bewegung  des 
abfliessenden  Was- 
sers ist  also  in  die- 
sem Falle  eine  be- 
schleunigte. 

Während  bei  der 
gleichförmigen 
Bewegung  des  Wassers  das  ganze  Gefälle  auf  Ueberwindung  des 
Widerstandes  der  Reibung  des  Wassers  an  den  Eanalwänden  ver- 
wendet wird,  kann  man  sich  bei  dem  Falle  der  beschleunigten 
Bewegung  das  Gefälle  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der 
eine  auf  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände,  und  der  andere 
auf  Vergrösserung  der  lebendigen  Kraft  der  abfliessenden  Wasser- 
masse verwendet  wird.  Die  Anwendung  des  Princips  der  leben- 
digen Kraft  auf  die  Bewegung  des  Wassers  längs  des  in  Fig.  531 
dargestellten  unendlich  kleinen  Theiles  der  Kanalstrecke  führt  hier- 
nach zu  der  Gleichung: 

i;     «*        ^^  p    2g  ^        2g  2g' 

in  welcher  F  und  P  resp.  den  Wasserquerschnitt  und  den  Wasser- 
perimeter im  Abstände  a;  von  dem  oberen  Ende  des  Kanales  be- 
deuten.   Da  die  Differenz  der  letzteren  beiden  Glieder  dieser  Glei- 
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chang  als  Differenzial  der  Grösse  -7—  zu  betrachten  ist,  so  kann 
man  statt  dessen  auch  setzen:  ^ 


2)    dz^%dx-yf 


2? 


+ 


2<7 


Fig.  531. 


<ie«iDa, 


Die  pro  Secunde  abfliessende 
Wassermasse  hat  den  Banm- 
inhalt:    Q^-Fv;  folglich  ist: 


3)    rf(o»)_rf 
2(^dF 


m 


^^^ 


2v^dF 
F'      ~  F      * 

Wenn  der  Kanal  ein  rechtecki- 
ges Profil  von  der  Breite  b  hat, 
so  ist:    F=bt  und  dF=bdt 
zu  setzen,  hiernach  wird: 
.,      ,,  ,,  2  ü*  dt 


und  die  Gleichung  2)  nimmt  nach 
Substitution  dieses  Werthes  die  folgende  Form  an: 

Nach  der  in  Fig.  531  angegebenen  Bezeichnungsweise   hat  das 
Gefälle  des  Wasserspiegels  die  Grösse: 

6)    </;9  >»  fl^  .  sin  a  —  dt. 
Indem  man  die  obigen  beiden  Werthe  von  dx  einander  gleich  setzt, 
erhalt  man  eine  Gleichung,  ans  welcher  fttr  den  Differenzialquo- 
tienten  von  t  (nach  x  genommen)  der  folgende  Ausdruck  sich  er- 
giebt:  p 

sin  a  —  ^  •  -icT 


dt 


V* 

27 


1  — 


gt 


Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  bei  gegebener  Wasser- 
tiefe t  diejenige  Grösse  dt  berechnen,  um  welche  längs  der  un- 
endlich kleinen  Strecke  dx  die  Wassertiefe  sich  ändern  muss,  wenn 
das  Wasser  mit  der  gegebenen  Geschwindigkeit  v  durch  den  be- 
treffenden Querschnitt  hindurchfiiessen  soll. 

Wenn  z.  B.  r=»l'°  und  /^i— 10»  ist»  so  hat  der  Wasserquerschnitt  den 

und    der    Wasserperimeter    die    L&nge: 


Fl&cheninhalt:    F  ^  bt 


10 


Om 
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P^b  +  2t=  12".   Wenn  femer:  sin  «  « 


»QQQ  ist,  so  ergiebt  sich  für  die 

Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Bewegung,  welche  bei  überall  gleich 
grosser  Wassertiefe  ?on  1"*  stattfinden  würde,  (nach  §  168,  Gleichung  4)  der 
Werth:  r  =  l"',0214,  und  für  die  pro  Secunde  abfliessende  Wassermenge  der 
Werth:  F.  <;»  10,214  Cubikmeter.  Bei  dieser  gleichförmigen  Bewegung  würde 
das  L&ngenprofil  des  Wasserspiegels  eine  dem  Eanalboden  parallele  gerade 
Linie  bilden. 

Indem  man  dem  Wasserspiegel  ein  grösseres  GefUle  giebt,  kann  man 
bewirken,  dass  die  Geschwindigkeit  den  grösseren  Werth:  v  =  l",4,  und  die 
abfliessende  Wassermenge  den  grösseren  Werth:  Q»10.1,4»14  Cubikmeter 
pro  Secunde  erreicht.  Der  (Geschwindigkeit  v  ^  1"*,4  entspricht  (nach  §  168, 
Gleichung  3)  der  Coefficient:  ;>=  0,007  72,  und  nach  Gleichung  7)  der  Werth: 


Fig.  582. 


^  «r  —  0,000  533. 


die  Grösse:  /  sin  a  +  ^^  —  i^ 
Der  Wassertiefe  /©  =  1° 


Die  Wasser- 
tiefe muss  also  in  der  Richtung 
stromabwärts  um  0"',000  533  pro 
Meter  der  Eanalstrecke  abnehmen. 
Da  fQr  eine  yerhältnissmässig  kurze 
Strecke  das  Längenprofil  des  Was 
serspiegels  bei  dem  hier  roraus- 
gesetzten  geringen  GeflÜle  annähe- 
rungsweise als  geradlinig  ange- 
sehen werden  darf,  so  erhält  man 
nunmehr  nach  Fig.  530,  indem  man 
darin:  x  =»  lOO™  «  /  —  a:  und 
t^\^  setzt,  für  die  Wassertiefen 
an  den  beiden  Enden  des  Kanales 
die  Werthe:  ^o  =  1»0533  und 
t^  1-  0",9467.  Das  ganze  Gefälle 
des  Wasserspiegels  hat  hiemach 
0,1  + 0,1066  =  0°,2066. 

1,4 


'^,0533  entspricht  die  Geschwindigkeit:  v^ «» 
a 
— 1»,329,  und  die  Geschwindigkeitshöhe:  y^  — 0",09. 


1,0533 
Wenn  also  der  Quer- 
schnitt des  Wasserbehälters  A  so  gross  ist,  class  die  Wassermasse  in  demselben 
als  ruhend  betrachtet  werden  darf,  so  wird  die  Oberfläche  derselben  um  0,09 
Meter  höher  liegen,  als  der  Wasserspiegel  am  oberen  Ende  des  Kanales  (Fig.  532). 
Die  ganze  Höhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel  A  und  B  in  Fig.  530  muss 
demnach:  0,2966  Meter  betragen,  wenn  eine  Wassermenge  ?on  14Cubikmetem 
pro  Secunde  durch  den  Kanal  yon  A  nach  B  abfliessen  soll. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  den  kleine- 
ren Werth:  v  «.  0",7  anoimmt  (welchem  der  Coefficient  g  =  0,00803  entspricht), 

so  erhält  man  auf  gleiche  Weise  den  Werth:  -^  =  +  0,000  272  7.  Die  Be- 
wegung des  Wassers  ist  in  diesem  Falle  eine  verzögerte,  und  es  wird: 
^  »  0",972  73,  ^i  =  1»,027  27,  v«  =  0»  7196,  -p^  —  0»,0264.  Die  Wasser- 

i^  —  t^^  0",054  54;  der  Wasserspiegel  hat 
30* 


tiefen-Differenz  hat  die  Grösse: 
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das  GeflUle:  0,1  —  0,054  54  ^  0,045  46;  die  ganze  Höhen-Differenz  der  beiden 
Wasserspiegel  beträgt  in  diesem  Falle:  0,071  86  Meter,  and  bei  dieser  Hdhen- 
Differenz  werden  nur  7  Gnbikmeter  pro  Seconde  abfliessen. 

§  171. 
Grenzbedlngungen  der  beschleunigten  Bewegung. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  dem  Kanäle  ist  eine  beschleu- 
nigte, wenn  der  Differenzialquotieüt  -j—  negativ  ist  Nach  der 
im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  allgemeinen  Differenzialglei- 
chung:  ^  ^  P      v' 

gt 

wird  diese  Bedingung  erfüllt  sein,  sobald  von  den  beiden  im 
Zähler  und  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seit«  stehen- 
den Qrössen  die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

Wenn  mit  c  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  flir  wel- 
chen der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 


-V 


2gFsina 


2)     v-p.  ^ 

also  (nach  §  168,  Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen  F,  P  und  sin  a  für  den  Fall  der  gleich- 
förmigen Bewegung  entsprechen  würde. 

Wenn  mit  C  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist; 


3)     C 


^'-^^.(1). 


also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe als  Geschwindigkeitshöhe  entsprechen  würde. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  528  das  Wasser  anfangs  in  gleich- 
förmiger Bewegung  von  A  nach  B  abfliessend  und  nachher  in 
Folge  einer  Senkung  des  Wasserspiegels  B  in  eine  beschleu- 
nigte Bewegung  übergehend,  so  erkennt  man  sogleich,  dass  bei 
diesem  neuen  Bewegungszustande  die  Geschwindigkeit  des  Wassers 
an  jeder  Stelle  desKanales  grösser  sein  wird  als  diejenige  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  das  Wasser  im  Falle  der  gleichför- 
migen Bewegung  bei  gleich  grosser  Wassertiefe  an  dieser  Stelle 
vorbeifliessen  würde.    Wenn  also   eine  beschleunigte  Bewegung 
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wirklich  stattfindet,  so  wird  v  jedenfalls  grosser  sein  als  c;  folg- 
lich wird  der  Zähler  des  obigen  Ausdruckes  in  diesem  Falle  einen 
negativen  Werth  annehmen,  und  der  Nenner  muss  positiv  sein, 

wenn  -t—  negativ  werden  soll.    Der  Nenner  würde  aber  negativ 

werden,  wenn  v  grösser  als  C  wäre.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Be- 
schleonigung  überhaupt  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  v  zugleich 
grösser  als  c  und  kleiner  als  C  ist.  Diese  j^edingung  hört  auf  er- 
füllbar zu  sein,  wenn  c=^  C  ist.  Durch  Gleichsetzung  der  oben 
für  diese  beiden  Grössen  gefandenen  Ausdrücke  erhält  man  für 
diesen  Grenzfall  die  Bedingungsgleichung: 


4)  >/MpiI_i/^U, 


welcher  man  nach  Substitution  der  Werth e  F=bt  und  P=  4  +  2^ 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

5)  8ma  =  |(l  +  4i). 

Eine  beschleunigte  Bewegung  wird  also  nur  dann  möglich  sein, 

wenn  siü  a  kleiner  ist  als  -|-  ( 1  +  -x-)* 

Dass  eine  fernere  Geschwindigkeitsveränderung  nicht  mehr 
eintreten  kann,  sobald  die  Geschwindigkeitshöhe  gleich  der  halben 
Wassertiefe  geworden  ist,  lässt  sich  auch  direct  mittelst  der  bei- 
den Gleichungen  2)  und  4)  des  vorigen  Paragraphen  nachweisen. 

Wenn  man  die  Geschwindigkeitshöhe  -r—  mit  H  bezeichnet,  so 

kann  man  jenen  beiden  Gleichungen  auch  die  folgenden  Formen 
geben: 

6)  dz  =  ^da:^-^  +  dH, 

7)  d£?= 

Nach  Fig.  531  besteht  das  ganze  Gefälle  dz  aus  zwei  Theilen, 
von  denen  der  eine  gleich  dem  Gefälle  des  Eanalbodens  und  der 
andere  gleich  der  Wassertiefenänderung  ist.  Der  erst^re  Theil  des 
Gefälles  würde  bei  der  kleineren  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  zur  Ueberwindung  der  Reibungs widerstände 
gerade  ausreichen.  Bei  der  wirklich  vorhandenen  grösseren  Ge- 
schwindigkeit V  wird  derselbe  nicht  mehr  dazu  ausreichen;  es  wird 
vielmehr  zur  Ueberwindung  der  Reibungswiderstände  auch  noch 
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ein  Theil  der  Wassertiefenändenmg  in  Ansprach  genommen  werden. 


—  Awird,  sobald  ^=-0" 


2 


Die  Gleichung  7)  zeigt  aber,  dass  dH 

ist,  dass  also  für  diesen  Fall  zum  Hervorbringen  einer  beliebigen 
Oeschwindigkeitsvergrösserang  dv  ein  Gefälle  erforderlich  sein 
würde,  welches  gleich  der  ganzen  zugehörigen  Wassertiefenände- 
rnng  ist.  Es  kann  daher  eine  Geschwindigkeitsvergrösserung  über- 
haupt nicht  stattfin- 
den, wenn  H^ 
ist,  und  noch  weni- 
ger, wenn  ^>y 
ist.  Die  Bewegung 
des  Wassers  von  A 
nach  B  wird  daher 
eine  gleichför- 
mige bleiben,  wie 
tief  auch  immer  der 
Unterwasserspiegel  B  sinken  möge,  sobald  der  Neigungswinkel  a 
den  aus  der  Bedingungsgleichung  5)  zu  berechnenden  Werth  er- 
reicht oder  übertriflFt  (Fig.  588).  Die  Bewegung  längs  der  ganzen 
Eanalstrecke  wird  auch  dann  noch  eine  gleichförmige  bleiben, 
wenn  der  Unterwasserspiegel  B  bis  unter  den  Eanalboden  herab- 
sinkt, und  demge- 
^»«-  ^^*  mäss  die  Wasserbe- 

wegung am  unteren 
Ende  des  Eanales 
in  einem  Wasserfalle 
ihren  Abschluss  fin- 
det (Fig.  634). 

Wenn  z.  B.  wieder 
^  -=  1»  und  ft  =  10« 
gesetzt  wird,  so  ergiebt 
sich  aus  Gleichong  3) 
der  Werth:  C— 3M32. 
Dieser  Qeschwindigkeit 
entspricht  (nach  §  168,  Gleichung  3)  der  Coefficient:  g  »  0,007  55.    Hiernach 


erhält  man  aus  der  für  den  Grenzwinkel  a  gefundenen  Gleichung  5)  den  Werth: 

.in  «  =  ^^«(1+^).  0.004  53. 

Wenn  also  der  Eanalboden  bei  einer  Länge  von  1000  Metern  ein  Gefälle  Ton 
4,53  Metern  hat,  so  wird  das  Wasser  gleichförmig  mit  einer  Geschwindig- 
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keit  Ton  3,132  Metern  pro  Secande  von  Ä  nach  B  auch  dann  noch  abfliessen» 
wenn  der  Unterwasserspiegel  B  um  eine  beliebige  Grösse  s  sich  senkt  (F^r.  534). 
Der  obere  Wasserspiegel  Ä  wird  in  diesem  Falle  um  die  Geschwindigkeitshöhe 
-^  »  0,5  Meter  höher  liegen  als  der  Wasserspiegel  am  oberen  Ende  des  Eanales. 


§  172. 
BasoMeunlgta  Bewegung  In  bergan  steigendem  Kanäle. 
Da  die  Geschwindigkeitshöhe  niemals  über  die  halbe  Wasser- 
tiefe  hinaus  wachsen  kann  —  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  von 
vornherein  einen  kleineren  Werth  hatte  —  so  wird  in  der  all- 
gemeinen Differenzialgleichung: 

dt  Bipg-g^.-g- 

dx 


1)    ^  = 


1  — 


_ 
9t 


der  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  immer  positiv 
sein,  wenn  der  Neigungswinkel  a  kleiner  ist  als  der  .aus  Glei- 
chung 5)  des  vorigen  Paragraphen  zu  berechnende  Grenzwerth. 

Der  Dififerenzialquotient  -r-  wird  daher  immer  negativ  sein,  wenn 

sina  negativ  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die  Bewegung  unter  allen 
Umständen  eine  beschleunigte  sein  wird,  wenn  das  Wasser  in  Be- 
zug auf  den  ansteigenden  Eanalboden  bergan  fliesst  statt  bergab. 
Indem  man  „—  sin  a"  statt  „-f-  sin  a**  setzt,  erhält  man  fttr  diesen 

Fall  die  Gleichung: 

P      v" 


^)^— 


sina  +  C^— 27 


1  — 


9i 


Fig.  5a&. 


Mit  Beibehaltong  der 
am  Schlüsse  des  {  170 
angenommenen  Zahlen- 
werthe:  ^=1",  *— 10«, 
i>— n^F^lOD»,  sina 
=  0,0005,  »=0'°,7  und 
gr»  0,008  03  erh&lt  man 
aas    obiger   Gleichung 

den  Werth:  -J^  =  — 
dx 

0,000  78,  und  wenn  man 
wie  dort:  a?  =  100"=-/—ic  setzt,  so  wird:  ^p  — 1»,078  und  t,  =  0»922.  Hier- 
nach hat  das  GeflLUe  des  Wasserspiegels  die  Grösse:  /q—^  — /sin  a— 0,156— 0,1 
—  0°>,056.   Die  Geschwindigkeit  hat  am  oberen  Ende  des  Kanales  die  Grösse: 
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Vo  »  O^fib,  und  am  unteren  Ende  die  Grösse:  Vi  -«  0">,76.  Der  Wassergpiegel  A 
liegt  um  die  Geschwindigkeitshöhe:  -^=»  0^,0215  höher  als  der  Wasserspiegel 

am  oberen  Ende  des  Eanales.  Die  ganze  Höhendifferenz  der  beiden  Wasser- 
spiegel A  und  B  muss  also:  0,0775  Meter  betragen»  wenn  die  der  angenommenen 
mittleren  Geschwindigkeit:  9b0*",7  entsprechende  Wassermenge  von  7  Gnbik- 
metem  pro  Secnnde  abfliessen  soll. 

Die  obige  Oleichnng  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  der 
Neigungswinkel  des  Kanalbodens  die  Qrösse  Null  hat.  Hiemach 
erhält  man  fttr  die  Bewegung  des  Wassers  in  einem  horizon- 
talen Kanäle  die  Gleichung: 

A  _      f   ^F   2g 

''    ^  —  (734 
\         gt 

Bei   den  oben    angenommenen   Zahlenwerthen   wird    für    diesen   Fall: 

-4^—0,0002536,  also  /o  =  l"',02536  und  ^  — 0",97464,  folglich  »o«=0",6827, 

t7j  -»0«»,7182  und  -|5-«Bom^o237.  Für  das  Gefälle  des  Wasserspiegels  ergiebt 

sich  hiemach  der  Werth:  /^  —  /^  »  0">,050  72,  und  für  die  ganze  Höhendifferenz 
der  beiden  Wasserspiegel  A  und  B  der  Werth:  0",0735. 

§  173. 
Lfingenprofll  des  Wasserspiegels. 

Nur  bei  geringem  Qef  alle  des  Wasserspiegels  darf  das  Längen- 
profil desselben  fttr  eine  kurze  Strecke  annäherungsweise  als  gerad- 
linig betrachtet  werden.  Um  die  genauere  Form  dieses  Längen- 
profiles  zu  bestimmen,  hat  man  sich  die  ganze  Länge  /  in  mehrere 
Theile:  1^,  4 .  . .  /n  zerlegt  zu  denken  und  die  allgemeine  Diffe- 
renzialgleichung  7)  des  §  170^  welcher  man  nach  Substitution  der 
Werthe:  i^=  bt  und  P  =  *  +  2f  auch  die  folgende  Form  geben 

^^  dt    «^°"-H^+^j^ 

gi 

alsdann  der  Reihe  nach  auf  jede  einzelne  dieser  Strecken  anzu- 
wenden^ indem  man  fttr  die  OrOssen  v  und  t  ihre  jedesmaligen 
Mittelwerthe  einsetzt  (Fig.  536). 

Wenn  die  von  dem  Kanäle  pro  Secunde  fortzuftthrende  Wasser- 
menge Q  Yorgeschrieben,  und  die  Wassertiefe  ^0  ^^^  oberen  Ende 
gegeben  ist,  so  kann  man  zunächst  aus  der  Gleichung: 
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2)     ^o=Tf 


Q_ 


die  Geschwindigkeit  am  oberen  Ende  des  Eanales  berechnen.  In- 
dem man  alsdann  für  die  Wassertiefe  t^  (am  unteren  Ende  der 
ersten  Strecke  /»)  einen  beliebigen  Werth  willktlrlich.  annimmt, 
findet  man  auf  gleiche  Weise  die  Geschwindigkeit  am  unteren  Ende 


Fig.  586. 


der  ersten  Strecke 
aas  der  Gleichung: 

3)    ..»-^. 

Hiemach  kann 
man  aus  der  Glei- 
chung 1),  indem  man 

darm:  v  =-  -^^ — ' 


2 

^0    +    ^t 


den 


2 

Mittel- 


werth  des  Diflferenzialquotienten  -t—  für  die  erste  Strecke,  und 

mit  Benutzung  dieses  Werthes  zugleich  die  Streckenlänge  /^  be- 
rechnen, welche  der  willkürlich  angenommenen  Wassertiefen- Ab- 
nahme ^0  —  ^t  entspricht.  Durch  Wiederholung  dieser  Berechnung 
in  Bezug  auf  die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  kann 
man  nachher  auf  gleiche  Weise  die  tlbrigen  Theile  des  Längen- 
profiles  bestimmen. 

In  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  §  170  wurde:  0»14<^",  ^  =  10°*» 
sin  a»  0,0005  angenommen,  worans  die  Werthe:  /q"*  l^t^SSS,  f;o«l'",3292 
nnd  eine  Wassertiefen  -  Abnahme  ron  0,1066  Metern  für  die  ganze'  L&nge  des 
Kanales  berechnet  wurden.  Indem  man  sich  diese  ganze  Wassertiefen -Ab- 
nahme in  yier  gleiche  Theile  zerlegt  denkt,  findet  man  ftlr  die  Wassertiefen 
an  den  unteren  Endpunkten  der  vier  zugehörigen  Strecken  die  Werthe: 
/j  — 1«,02665,  ^=-1",  r3  =  0"',97335,  /4  =  0">,9467,  nnd  fttr  die  Geschwin- 
digkeiten an  diesen  ?ier  Stellen  die  Werthe:  v^  ^  1",3646,  v,  ^  1b,4, 
Vg  B.  l",4377,  V4  =  1"',4788.   Hiemach  hat  man  bei  der  Berechnung  der  ersten 


ii±£i- — 1-347,  <  =  Ai^«l-,04    und   £—0,007  73   zu 
setzen;  man  erhält  dann  aus  Gleichung  1)  den  Werth: 

^^         0.0005-0,007  73  (i+-^^)  ^•'^'— 

^^     "SS""  ,  1,347« 


Strecke:   v» 


2  .  9,81 . 1,04 


—  0,000  401  3, 


1- 


9,81 .  1,04 
als  Wassertiefen -Zunahme  pro  L&ngeneinheit  der  ersten  Strecke. 


Da  die 
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ganze  Wassertiefen- AbDahme  für  diese  Strecke  gleich  — ^-^ — »0"',02665  ist, 

so  ex^giebt  sich  für  die  Länge  der  ersten  Streclce  der  WerÜi: 

,  _     0,026  65     _^^„,, 
^>    ^>°  0,000  4013"^^'^^- 

Bei  der  Berechnung  der  zwdten  Strecke  hat  man:  v  —  '  j^  ' 
«1",3823,  r  = -^i-i^  ="  ^"  ^^^3  ^^  g  =  0,007  72  zu  setzen;  man  erhUt 

Ja 

dann  die  Werthe:  -^^  =»  —  0,000  486  und  l^  =  54"»,84.    Auf  gleiche  Weise 

findet  man  für  die  dritte  und  vierte  Strecke  die  Werthe:   /,  — >  45*,82  uod 
l^  »  38%40. 

Die  genauere  Berechnung  des  in  §  170  annäherungsweise  als  geradlinig 
betrachteten  L&ngenprofiles  führt  also  zu  dem  Resultate,  dass  die  ganze  L&nge 
des  Eanales  nicht  200  Meter  —  wie  in  { 170  angenommen  wurde  —  sondern 
205,47  Meter  betragen  mOsste,  wenn  bei  der  vorausgesetzten  Wasaertiefen- 
Abnahme  von  0,1066  Metern  me  Wassermenge  von  14  Cubikmetem  pro  Secnnde 
abfllessen  soll. 

Man  erkennt  an  dem  oben  berechneten  Zahlenbeispiele,  dass 
nach  dem  unteren  Ende  des  Eanales  hin  die  Wassertiefe  immer 
rascher  abnimmt,  und  die  Geschwindigkeit  immer  rascher  zu- 
nimmt. Da  nach  §  171  die  Geschwindigkeitshöhe  niemals  über 
die  halbe  Wassertiefe  hinaus  wachsen  kann,  so  muss  es  fttr  die 
Wassertiefe  selbst  einen  unteren  Grenz werth  geben,  unter  wel- 
chen hinab  dieselbe  niemals  abnehmen  kann,  wie  tief  auch  immer 
der  Wasserspiegel  B  sinken  möge.  Diesen  Grenzwerth  t  findet 
man  aus  den  gegebenen  Grössen  v^  und  fo>  indem  man  die  der 

Geschwindigkeitshöhe  -^  entsprechende  Geschwindigkeit  gleich 

derjenigen  Geschwindigkeit  setzt,  welche  dem  umgekehrten  Quer- 
schnittsyerhältnisse  entspricht,  aus  der  Gleichung: 

So  z.  B.  würde  man  bei  den  oben  angenommenen  Werthen:  Vq—  1",3292 
und  ^0  —  l'°,0533  for  diese  untere  Grenze  der  Wassertiefe  den  folgenden  Werth 
erhalten:  , 

Denkt  man  sich  den  oben  als  Beispiel  gewählten  Kanal  ström- 
abwärts  noch  weiter  sich  fortsetzend  und  den  unteren  Endpunkt 
gerade  bis  zu  derjenigen  Stelle  hinausgerttckt,  fttr  welche  nach 
der  oben  angewendeten  Berechnungsmethode  die  Wassertiefe: 
i  :==:  0"',585  sich  ergeben  würde,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem 
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Falle  die  angenommene  Grösse:  Q='14^  zugleich  den  oberen 
Grenzwerth  bilden  würde  fttr  die  Wassermenge,  welche  unter 
solchen  Umständen  tlberhaupt  von  dem  Kanäle  fortgeführt  werden 
kann,  und  die  Grösse:  v^  =  1",3292  den  oberen  Grenzwerth  fttr 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  bei  der  angenommenen  Wasser- 
tiefe: fo=  1",0533 
^^-  ^'-  am  oberen  Ende  das 

Wasser  von  A  ab- 
fiiessenkann.  Diese 

Geschwindigkeit 
wird  selbst  dann 
nicht  femer  wach- 
sen können f  wenn 
derWasserspiegeljB 
bis  unter  den  Eanal- 
boden  hinab  sinkt 
(Fig.  687).  Zugleich 

ergiebt  sich  aus  Gleichung  1):  dass  an  dieser  Stelle:  -j— ==  —  cx> 

wird,  dass  also  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  an  dieser 
Stelle  eine  verticale  Tangentenrichtung  annimmt. 

Läge  das  untere  Ende  noch  weiter  entfernt,  so  würde  das 
Wasser  überhaupt  nicht  mehr  mit  der  Geschwindigkeit:  üo=1",3292 
in  den  Kanal  eintreten  können.  Es  würde  in  diesem  Falle  vielmehr 
ein  neuer  —  und  zwar  kleinerer  —  Grenzwerth  v^'  fttr  die  Ein- 
trittsgeschwindigkeit «0  sich  bilden,  und  wiederum  würde  an  dem 
unteren  Ende  —  falls  der  Ausfluss  (wie  in  Fig.  637)  in  dem  leeren 
Raum  stattfindet  —  diejenige  Wassertiefe  f  sich  herstellen,  welche 
nach  Gleichung  6)  dem  neuen  Werthe  »o'  der  Eintrittsgeschwindig- 
keit entspricht,  sowie  umgekehrt  aus  dem  gegebenen  Werthe  f  der 
zugehörige  Werth  von  vj  aus  der  obigen  Gleichung  berechnet  wer- 
den kann. 

Wenn  man  z.  B.  t'  -»  0»,55  setzt«  so  erhält  man  ans  Gleichnng  6)  für  die 
zagehörige  Eintrittsgeschwindigkeit  den  Werth: 


8)     w_l/MLi5!5^- 1-213 
®^     ""'  -y      1,0533«     -^  •^^^• 


Da  jedoch  die  Ungenauigkeit  der  hinsichtlich  der  Bewegung 
des  Wassers  in  §  168  gemachten  Voraussetzungen  mit  wachsender 
Neigung  des  Wasserspiegels  zunimmt,  so  wird  man  für  den  hier 
betrachteten  Grenzfall  einer  verticalen  Lage  des  Wasserspiegels 
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selbstverständlich  eine  vollkommene  Uebereinstimmong  der  Rech- 
nnngsresnltate  mit  den  Erüahrnngsresnltaten  nicht  erwarten  dürfen. 

§  174. 
Stau-Curve. 
Die  in  §  170  gefandene  allgemeine  Dififerenzialgleichong  kann 
—  wie  das  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen  berechnete  zweite 
Zahlenbeispiel  zeigt  —  ebensowohl  auf  die  verzögerte,  als  auf 
die  beschleunigte  Bewegung  angewendet  werden,  und  wenn 
man  jener  Gleichung  wiederum  die  im  vorigen  Paragraphen  an- 
gegebene Form: 

2r 


■>■& 


sm 


-Kil^^ir 


>-4 


giebt,  so  kann  man  bei  der  Berechnung  des  Längenprofiles  genau 

dasselbe  Verfahren  anwenden,   welches  im  vorigen  Paragraphen 

auf  den  Fall  der  beschleunigten  Bewegung  angewendet  wurde. 

Man     berechnet 
Fig.  538. 


zunächst    aus    der 
gegebenen  Wasser- 


tiefe fo  <^n^  oberen 
Ende  des  Kanales 
und  der  gleichfalls 
gegebenen  Wasser- 
menge Q  die  Ein- 
trittsgeschwindig- 
keit  Vq,  nimmt  als- 
dann für  die  Was- 
sertiefe t^  am  un- 
teren Endpunkte  der  eristen  Strecke  /,  einen  willkürlich  zu  wäh- 
lenden Werth  an  und  berechnet  daraus  die  Geschwindigkeit  t\  an 
dem  unteren  Endpunkte  dieser  Strecke  (Fig.  638).  Hiemach  kann 
man  aus   der    obigen   Differenzialgleichung,    indem    man    darin 


^o  +  ^x 


und  t 


tp  +  t, 


setzt,  die  Wassertiefen -Zunahme 


pro  Längeneinheit  fttr  die  erste  Strecke  und  damit  zugleich  die 
Länge  derselben  berechnen.  Indem  man  diese  Berechnung  in  Be- 
zug auf  die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  wiederholt, 
findet  man  successive  die  übrigen  Theile  des  ganzen  Längenprofiles. 
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Bei  dem  am  SchlpisBe  des  §  170  berechneten  zweiten  Zahlenbeispiele 
wurde:  0  =  7  Cubikmeter,  ft  «  10",  sin  «  =  0,0005  gesetzt,  woraus  die 
Werthe:  t^  «  0",972  73,  ^o  —  0'",7196  und  eine  Wassertiefenzunahme  von 
0,054  54  Metern  für  die  ganze  L&nge  des  Eanales  berechnet  wurden.  Indem 
man  sich  diese  ganze  Wassertiefenzunahme  in  vier  gleiche  Theile  ron  der 

Grösse:  — ^— j =0"',013  635  zerlegt  denkt,  findet  man  für  die  Wassertiefen 

an  den  unteren  Endpunkten  der  vier  zugehörigen  Strecken  die  Werthe: 
t^  ^  0«',9864,  /,  =  1",  ^3  =  l^OlSe,  ^4  «-  l'°,027  27,  und  für  die  Ge- 
schwindigkeiten an  diesen  vier  Stellen  die  Werthe:  »j  =  0",7097,  v^  =  O",?, 
t?,  »  O'OjOgoO,  »4  =  O^jBSU.    Hiernach  hat  man  bei   der  Berechnung  der 

obersten  Strecke:   v  =  ^^"^^^    —  0",7146,    t  =   ^"  "^  ^'    =  0"',9795  und 

£;  s  0,008  016  zu  setzen:  man  erh&lt  dann  aus  Gleichung  1)  den  Werth: 

0,7146« 


0,0005  -  0,008  016  .  ( 1  +  1:M!^\ 


2)      ^^   ^   '               '                \    ^        10       J   2.9,81.0,9795         r..^.^.or. 
2)    -^ 0,7146« 0,000  258  9, 

9,81 . 0,9795 

als  Wassertiefenzunahme  pro  L&ngendnheit  der  ersten  Strecke,  und  für  die 
L&nge  derselben  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 
^    0,013  635 
^^    '«        0,000  2589  ^^^  '^^• 

Bei  der  Berechnung  der  zweiten  Strecke  hat  man :  v  =  ■  'T^^'  =  0",7048, 
f«r    '^  «  ««0%9932  und  S»»  0,008  024  zu  setzen;  man  erh&lt  dann  die 

Werthe:  -^—0,000  268  45  und  l^  =  50",8.   Auf  dieselbe  Weise  findet  man 
für  die  dritte  und  vierte  Strecke  resp.  die  Werthe:  /,  =  49™,15  und  ^4  =  47'",7. 

Die  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  denjenigen  Werthen, 
welche  aus  der  in  §  170  gemachten  Voraussetzung  einer  gerad- 
linigen Form  des  Längenprofiles  sich  ergeben  würden,  zeigt:  dass 
bei  der  verzögerten  Bewegung  im  Allgemeinen  der  Fehler  sehr 
klein  sein  wird,  welchen  man  begeht,  indem  man  für  die  verhält- 
nissmässig  kurze  Strecke  von  einigen  hundert  Metern  das  Längen- 
profil des  Wasserspiegels  als  geradlinig  annimmt. 

Wenn  man  in  Gleichung  1)  den  Zähler  des  Ausdruckes  auf 
der  rechten  Seite  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


4,  .,.„_j(.+4i)^, 


welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  v  —  -^  auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 


')  '-VT^^i^+^y 
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Indem  man  zunächst  annäherungsweise:  (^  +  ~]r)  "^  ^  ^^^ 
Cc»  0,008  setzt,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  den  Annähe- 
rungswerth :  t  =>  O'^jlS ,  und  nach  Substitution  desselben  in  dem 
Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  mit  Benutzung  des  nunmehr 
(aus  §  168,  Gleichung  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthes  von 
^  den  genaueren  W^rth :  t  =  0™,77.    Dieser  Werth  von  i  würde 

dem  Werthe:  '^'^^j  ^^^  dem  Falle  der  gleichförmigen 

Bewegung  entsprechen;  d.  h.  wenn  bei  gleichförmiger  Bewegung 
die  oben  angenommene  Wassermenge  von  7  Cubikmetem  pro  Se- 
cunde  durch  den  ELanal  fortgeführt  werden  sollte,  so  müsste  die 
Wassertiefe  überall  0,77  Meter  betragen. 

Die  Gleichung  1}  zeigt,  dass  mit  abnehmender  Wassertiefe  t 

der  Differenzialquotient  -r-  immer  kleiner  wird,  und  dass  der- 
selbe gleich  Null  wird,  wenn  f-i=0",77  wird.  Denkt  man  sich 
den  in  Fig.  538  dargestellten  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt 
hinaus  beliebig  weit  verlängert,  und  die  Berechnung  des  Längen- 
profiles  in  Bezug  auf  den  stromaufwärts  gelegenen  Theil  immer 
weiter  fortgesetzt,  so  erkennt  man,  dass  die  in  der  Richtung 
stromaufwärts  allmählich  kleiner  werdende  Wassertiefe  dem  oben 
gefundenen  Grenzwerthe:  t=  0^,77  immer  mehr  sich  nähern  wird, 
ohne  denselben  jemals  wirklich  zu  erreichen.  In  der  Richtung 
stromaufwärts  nähert  sich  also  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels 
asymptotisch  derjenigen  (dem  Eanalboden  parallelen)  geraden  Linie, 
welche  für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  (bei  gleich  grosser 
Wassermenge  Q)  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  bilden  würde. 
Dasselbe  Resultat  wOrde  auch  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  686  dargestellten 
Fall  sich  ergeben,  wenn  man  sich  den  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt  hinaas 
yerl&ngert  denkt  und  die  Berechnung  des  L&ngenprofiles  in  der  Richtung  strom- 
aufwärts immer  weiter  fortsetzt.  Der  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen 
Wassermenge  von  14  Cubikmetera  pro  Seconde  würde  fQr  den  Fall  der  gleichför- 
migen Bewegung  nach  Gleichung  5)  die  Wassertiefe:  t »«  1b,245  entsprechen.  In 
Fig.  586  würde  also  eine  in  der  Höhe:  t »  1">,245  über  dem  Kanalboden  parallel 
zu  demselben  gelegte  gerade  Linie  die  Asymptote  bilden  für  das  in  der  Richtang 
stromaufwärts  bis  ins  Unendliche  fortgesetzte  L&ngenprofil  des  Wasserspiegels. 

§  175. 
Wasser -Schwelle. 
Bei  der  verzögerten  Bewegung  des  Wassers  in  einem  Kanäle 
hat  der  in  §  170  (Gleichung  7)  für  die  Wassertiefen- Aenderung  ge- 
fundene Ausdruck : 
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gt 

immer  einen  positiven  Werth,  nnd  zwar  ist  sowohl  der  Zähler 
als  der  Nenner  des  Ansdmekes  anf  der  rechten  Seite  stets  eine 
positive  Grösse.  In  der  Richtung  stromaufwärts  findet  ein  bestän- 
diges Abnehmen  der  Wassertiefe  t  und  ein  beständiges  Zunehmen 
der  Geschwindigkeit  v  statt.  Es  wird  daher  sowohl  der  Zähler 
als  der  Nenner  des  obigen  Ausdruckes  in  der  Richtung  stromauf- 
wärts allmählich  kleiner  werden  und  dem  Werthe  Null  immer 
mehr  sich  nähern. 

Wenn  mit  c  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 

2)     e-=]/S^, 

also  nach  §  168  (Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen:  F^  P,  sin  a  als  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  entsprechen  würde. 

Wenn  mit  C  derjenige  Werth  von  v  bezeichnet  wird,  für  wel- 
chen der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 


3) 


c-V^. 


also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe als  Geschwindigkeitshohe  entsprechen  würde.  (Vergl.  §  171.) 
Hieraus  folgt,  dass  bei  allmählichem  Wachsen  von  v  der 
Zähler  den  Werth  Null  früher  erreichen  wird  als  der  Nenner, 
sobald  die  der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Geschwindigkeits- 
hohe kleiner  ist  als  die  halbe  zugehörige  Wassertiefe.  Wenn  aber 
der  Zähler  den  Werth  Null  erreicht,  während  der  Nenner  noch 
positiv  geblieben  ist,  so  wird  an  der  betreffenden  Stelle  der  Diffe- 

renzialquotient  -^  den  Werth  Null  annehmen,  welcher  dem  Falle 

der  gleichförmigen  Bewegung  entsprechend  eine  fernere  Wasser- 
tiefen-Abnahme ausschliesst,  und  das  Längenprofil  des  Wasserspie- 
gels wird  in  diesem  Falle  (auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Para- 
graphen auf  dem  Wege  der  Rechnung  ermittelt  wurde)  in  der 
Richtung  stromaufwärts  an  das  geradlinige  Längenprofil  der  gleich- 
förmigen Bewegung  asymptotisch  sich  anschliessen  (Fig.  589). 
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Denkt  man  sich  in  dem  (nnendlich  lang  yorausgesetzten)  Ka- 
näle die  Wassermenge  Q  pro  Secunde  anfangs  in  gleichförmi- 
ger Bewegung  bei  überall  gleich  grosser  Wassertiefe  a  mit  der 
Geschwindigkeit  c  abfliessend  und  hernach  in  Folge  einer  durch 

Steigen  des  Unter- 
Fig.  5M.  Wasserspiegels      B 

hervorgebrachten 
Stauung  die  Was- 
sertiefe überall  so 
lange  wachsend,  bis 
nach  eingetretenem 
Beharrungsznstande 
wiederum  dieselbe 
Wassermenge  Q  pro 
Secunde  zum  Ab- 
flüsse gelangt,  so  er- 
kennt man,  dass  ein 
solcher  asymptotischer  Anschluss  der  Staucurve  an  das  geradlinige 
Längenprofil  der  gleichförmigen  Bewe^ng  immer  dann  stattfinden 
wird,  wenn  die  der  anfänglichen  Geschwindigkeit  der  gleichför- 
migen Bewegung  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  kleiner 
als  die  halbe  anfängliche  Wassertiefe  war.  Nach  §  171  (Glei- 
chung 5)  wird  also  die  Staucurve  die  in  Fig.  539  dargestellte  Form 
annehmen,  sobald  der  Neigungswinkel  des  Eanalbodens  der  fol- 
genden Bedingung  entspricht: 


4)     sin  a  < 


('-")■ 


Wenn  z.  B.  a^l^  und  b  »=  10°*  gesetzt  wird,  so  nimmt  diese  Bedingong 
die  Form  an:  sin  «  <  ^'^^     (l  -f  ^j^) ,  oder:  sin  «  <  0,0048, 

Eine  von  der  vorigen  gänzlich  verschiedene  Form  dagegen 

wird  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  annehmen,  wenn  -x— 

a  ^ 

grösser  als  -^  war,  denn  in  diesem  letzteren  Falle  wird  in  Glei- 
chung 1)  bei  allmählichem  Wachsen  von  v  der  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  den  Werth  Null  erreichen  und  nach  der  negativen 
Seite  hin  tiberschreiten,  während  der  Zähler  noch  positiv  ge- 
blieben ist.  Der  Differentialquotient  -^  wird  also  an  der  betreffen- 
den Stelle  durch  den  Werth  oo  aus  dem  positiven  in  das  negative 
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Gebiet  tibergehen  —  entsprechend  einer  Umbiegang  der  Staueurve 
and  einem  Zarttckkehren  derselben  nach  dem  anteren  Ende  des 
Kanales  hin.  —  Um  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  für  diesen 
Fall  za  bestimmen,  würde  man  zanächst  der  Gleichting  1),  indem 

"  "Tt  ®®^*'  ^^®  folgende  Form  za  geben  haben: 
dt  ^  «^'^^-H^  +  T"J'27FF 

dx 


man  darin  v 


5) 


1 


Nach  dieser  Gleichang  würde  man  für  jeden  gegebenen  Werth 
von  t  den  zagehörigen  Werth  des  Differenzialquotienten  -j-  be- 
rechnen nnd  (aaf  dieselbe  Weise  wie  in  den  vorigen  beiden  Pa- 
ragraphen gezeigt  worde)  die  einzelnen  Theile  des  Längenprofiles 
nach  nnd  nach  bestimmen  können. 

Darch  Aasführang  dieser  Bechnnng  würde  man  für  das  Län- 
genprofil des  Wasserspiegels  eine  Carve  erhalten,  welche  mit  dem 

oberen  Zweige  an 
Fig.  540.  die^     Horizontale, 

and  mit  dem  an- 
teren wieder  rück- 
wärts gewendeten 
Zweige  an  das  ge- 
radlinige Längen- 
profil der  gleich- 
förmigen Bewe- 
gang  asymptotisch 
sich  anschliesst  — 
in  solcher  Weise, 
dass  in  der  strom- 
abwärts von  jenem 
Umkehrpankte  geleg;enen  Kanalstrecke  jedem  Werthe  von  o;  zwei 
verschiedene  Werthe  von  t  entsprechen  würden  (Fig.  640).  Wenn 
aber  der  Wasserspiegel  wirklich  eine  solche  Form  hätte,  so  würden 
jedenfalls  in  der  Nähe  derjenigen  Stelle,  an  welcher  nach  obiger 

Gleichang  der  Differenzialqaotient  -^—  einen  anendlich  grossen 
Werth  annimmt,  die  in  §  168  gemachten  Voraassetzangen,  nach 
welchen  in  allen  Punkten  eines  and  desselben  Qaerschnittes  die 
Wassertheilchen  mit   gleichen  Geschwindigkeiten  sich   bewegen 

Bitter,  Ingenieor-Hechanik.  2.  Aafl.  3 1 
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sollten,  nnmöglich  noch  erfüllt  sein  können,  nnd  da  die  obige 
Differenzialgleichnng  eben  aus  jenen  Yoranssetzangen  abgeleitet 
wor4en  war,  so  folgt  hieraus:  dass  dieselbe  anf  den  vorliegenden 
Fall  überhaupt  nicht  mehr  angewendet  werden  darf. 

Obwohl  hiemach  eine  dire et e  Anwendung  der  obigen  Rech- 
nungsresultate nicht  statthaft  sein  wtirde,  so  ist  doch  eine  in- 
directeVerwerthung  derselben  hiermit  keineswegs  ausgeschlossen, 
insofern  man  aus  dem  Ergebnisse  der  obigen  Untersuchung  den 
Schluss  ziehen  darf,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  das  Längen- 
profil des  Wasserspiegels  überhaupt  keine  stetig  gekrümmte  Linie 
bilden  kann.  Man  muss  vielmehr  annehmen,  dass  an  irgend  einer 
Stelle  ein  plötzlicher  Uebergang  aus  dem  geradlinigen  Längen- 
profile der  gleichförmigen  Bewegung  in  das  krummlinige  Längen- 
profil der  ungleichförmigen  Bewegung  stattfinden  wird.  Es  bildet 
sich  in  diesem  Falle  eine  sogenannte  Wasser-Schwelle,  bei 
welcher  die  Wassertiefe  sprungweise  aus  einem  kleineren 
Werthe  in  einen  grösseren  Werth  übergeht.  In  dem  stromauf- 
wärts gelegenen  Theile  wird  die  gleichförmige  Bewegung 
ihren  ungestörten  Verlauf  nehmen,  wie  wenn  gar  keine  Stauung 
eingetreten  wäre.  In  dem  stromabwärts  gelegenen  Theile  wird 
das  Längenprofil  allmählich  in  die  Horizontale  des  Unterwasser- 
spiegels B  übergehen. 

Die  Höhe  der  Wasserschwelle  würde  man 
Fig.  641.  annäherungsweise  mit  Hülfe  des  Princips  der 

lebendigen  Kraft  berechnen  können,  indem 
man  die  Differenz  der  beiden  Oeschwindig- 
keitshöhen  gleich  der  Höhendifferenz  der  bei- 
den Wasserspiegel  setzt;  also  nach  Fig.  641 
aus  der  Gleichung: 


nach 


Substitution   der  Werthe:   »  =  c 


welcher  man 

-^  =  fi^  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 


—    und 


7) 


8) 


9)     t^  —  Ht=-  Ha, 
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10)     t  =  ^+yHa+^. 

Ans  dieser  letzteren  Gleichimg  ergeben  sich  die  nachfolgenden 
znsammengehörigen  Zahlenwerthe: 

a  2 

^""^    —    0  0,618  1,732         2,791. 


Dem  Werthe:  fi^=-y  entspricht  nach  obiger  Gleichung  der 

Werth:  t  —  a  =  0;  dieselbe  zeigt  also  in  Uebereinstimmung  mit 
dem  schon  frtther  gefundenen  Resultate,  dass  eine  Wasserschwelle 
nur  dann  sich  bilden  wird,  wenn  die  Geschwindigkeitshöhe  grösser 
als  die  halbe  Wassertiefe' ist,  oder  nach  §  171  (Gleichung  5),  wenn 
der  Neigungswinkel  des  Eanalbodens  der  folgenden  Bedingung  ent- 
spricht: 

11)    8ma>|(n-Y).- 

Nach  §  168  entsprechen  den  Werthen:   a  »»  OVt   ^  —  2">,   ^  «  2%8 
für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  die  Werthe:   S  »  0,007  56  und 

Bin  a  a-  0,010  584.    Da  die  Qeschwindigkeitshöhe:   H  =   ^^'^^.,    —  0»  4  in 

2  .  {l,ol 

diesem  FaUe  gleich  der  ganzen  Wassertiefe  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle: 

^'~^  <=  0,618,  oder:  /  —  a  =  0,4  .  0,618  «-  0»,247.    Bei  diesem  Gef&Ue  des 

Kanalbodens  wird  also  eine  Wasserschwelle  sich  bilden,  deren  Höhe  etwa 
247  Millimeter  betr&gt. 

§  176. 

.  Aonäherungafbriii  der  Stau-Curve  für  einen  Kanal  von  grosser  BreKe  und 
geringer  Wassertieft.*) 

Wenn  die  Wassertiefe  t  im  Verhältniss  zu  der  Eanalbreite  b 
überall  sehr  klein  ist,  so  kann  man  der  Gleichung  1)  des  §  174, 

indem  man  darin  das  Glied  -r—  gegen  das  Glied  „l"*  yernach- 

lässigt,  die  folgende  Form  geben  : 

w 

,.         sm  a  —  -^f— 
1)    ^_ M. 

9^ 

*)  Nach  Bresse:    »Coors  de  m^caniqne  appüqn^e*.    Seconde  Partie: 
»Hydrauliqne«.    Paris.    1860. 

31* 
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Die  Werthe  r  =  c  und  f = a  entsprechen  dem  Falle  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  und  da  für  diesen  Fall  der  Zähler  des  Aus- 
druckes auf  der  rechten  Seite  gleich  Null  werden  muss,  so  ist: 

2)     0  =  sina  — -|^- 

Nach  Substitution  des   hieraus  fllr  den  Coefficienten  ^  zu  ent- 
nehmenden Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 


3)    -^-»sm«^ 

Da  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie  die  Wassertiefen  sich 
verhalten,  so  kann  r  =  c—  gesetzt  werden;  also  ist: 


und  wenn  man  die  der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Geschwin- 

(^ 
digkeitshöhe:  -x—  =  H  setzt,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung 

auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  aar .  sm  a  =  -^ — -5 j-^ — • 

r  —  a 

Wenn  man  wieder  (wie  in  Fig.  681)  das  der  Strecke  da?  und 
der  Wassertiefen-Zunahme  dt  entsprechende  Gefälle  des  Wasser- 
spiegels mit  dz  bezeichnet,  so  ist: 

6)  da? .  sin  a  =  rf^  +  dt 

zu  setzen,  und  man  erhält  durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden 
Ausdrflcke  die  Gleichung: 

7)  dz  +  dt  =  (^^^^^yt,    oder: 

a^a-2H)dt 

Bei  der  verzögerten  Bewegung  ist  die  Wassertiefe  t  an  allen 
Stellen  grösser  als  diejenige  tiberall  gleich  grosse  Wassertiefe  a, 
bei  welcher  eine  gleich  grosse  Wassermenge  pro  Secunde  in  gleich- 
förmiger Bewegung  abfliessen  wflrde.  Hiernach  ist  das  Yerhältniss: 
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9)     —  =  w 
a 

eine  Zahl,  welcher  immer  grösser  ist  als  »Eins^.  Nach  Substitution 
des  aus  der  letzteren  Gleichung  für  t  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung  auch  die  folgende  Form 
geben: 


10)     dz=^{a  —  2H) 


da) 


w«— 1 


oder: 


11)  .-(.-.^|-^ 


Um  die  Integration  auszuführen,  hat  man  zunächst  den  unter 
dem  Integralzeichen  stehenden  Ausdruck  in  folgender  Weise  um- 
zuformen: 

d(jj  du)  j     1 


12) 


du) 


0)' 


1 


w— 1 


W  +  -Ö- 


K'^+Tr+ij 


\W-1  \u,'  +  lü+ijj 


1        n 


d(o 


und  erhält,  indem  man  nach  Substitution  des  letzteren  Ausdruckes 
die  Integration  ausführt,  die  folgenden  Gleichungen: 


•"  «-(t^) 


(-H) 


dof 


(^) 


,,,_(i-«){„„_„-.„[(„+^)Vi]-yT.«.*(l^)} 

+  Gonst,    oder: 

Denkt  man  sich  den  Elanal  über  den  unteren  Endpunkt  hinaus 
bis  ins  Unendliche  sich  fortsetzend,  so  erkennt  man,  dass  mit 
wachsendem  »cci'^  die  Geschwindigkeit  v  dem  Grenzwerthe  Null, 
und  demgemäss  die  Wassertiefe  t  dem  Grenzwerthe  oo  sich  nähern 
würde.  Das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  wird  also  in  der 
Richtung  stromabwärts  einer  festen  Horizontalen  asymptotisch  sich 
annähern.  Wenn  diese  Horizontale  als  Niveau-Linie  gewählt  wird, 
von  welcher  aus  das  Gefälle  »  gemessen  werden  soll,  so  nimmt 
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die  Grösse  s  überall  negative  Werthe  an,  insofern  sämmtliche 
Punkte  des  Längenprofiles  oberhalb  jener  Horizontalen  liegen. 
Ftlr  jy  =  0  würde  alsdann  r  —  oo  und  daher  auch  oi  =  oo  wer- 
den.   Die  Constante  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

16)  0  —  (^^~Y~)  {^^—V^-  Are  tg  oo}  +  Const,  oder: 

17)  Const.  -  (^^^) -J  y  3-. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  Gleichung  15) 
die  folgende  Form  geben: 

oder: 

Wenn  mit  y  die  Höhe  eines  Punktes  im  Längenprofile  des 
Wasserspiegels  über  jener  Niveau -Linie  bezeichnet  wird,  so  ist 
y  =  —  z  zu  setzen;  also  wird: 

und  wenn  die  eingeklanmierte  Function  von  co  abkürzungsweise 
mit  ii  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

21)  y  =  ((i  — 2//)ß, 

Um  den  zugehörigen  Werth  der  Abscisse  a:  zu  finden,  hat 
man:  dz'^  —  dy  zu  setzen  in  Gleichung  6)  und  hernach  die  Inte- 
gration derselben  auszuführen;  man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen: 

22)  dx  .  sin  a  =  A  —  rfy, 


23)    sin 


a     dx^j  dt  —  jd;/, 


24)    (a?,  —  a?,)  sin  a  =  «j  —  ^  —  Cy«  —  yt), 
welcher  letzteren  man  in  Berücksichtigung  der  den  Buchstaben  ta 
und  y  beigelegten  Bedeutungen  auch  die  folgende  Form  geben 
kann : 


25)    a.'  —  x.'= 

'        sm 


£^f.-».-(.-M)(a._a,,}. 


Digitized  by 


Google 


Ann&herangsform  der  Staa-Carve. 


487 


Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  ans  den  gegebenen  (oder 
willktlrlich  angenommenen)  Wassertiefen- Verhältnissen  o^^  und  u^ 
die  Länge  derjenigen  Strecke  berechnen,  deren  Endpunkten  jene 
Werthe  entsprechen.  Die  zugehörigen  Werthe  der  Function  ii 
findet  man  aus  der  Gleichung: 

aus  welcher  die  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlen  werthe  sich  ergeben: 


(!) 

1 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0)    = 

1 

1,1111 

1,25 

1,4286 

1,6667 

2 

ß  — 

oo 

0,6489 

0,4198 

0,2883 

0,198 

0,1318 

J 

w 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0,01 

0 

ü)  => 

2,5 

3,3333 

5 

10 

100 

oo 

Q  — 

0,0821 

0,0455 

0,0201 

0,005 

0,0001 

0 

Den  Werthen  ö  —  1",  &  «=  100»  und  sin  «  =  — —  entspricht  nach  §  168 
für  den  FaU  der  gleichförmigen  Bewegung  die  Geschwindigkeit :  ^«  l'',4  und 


die  Geschwindigkeitshöhe:  ß' 


1,4« 


=  0M. 


2 . 9,81 

Wenn  also  z.  B.  in  Folge  einer  Stauung  die  Wassertiefe  (nach  einge- 
tretenem Beharrungszustande)  an  einer  bestimmten  Stelle  bis  auf  die  Grösse: 
/,  «2">  zugenommen  hat,  und  diejenige  weiter  stromaufw&rts  gelegene  Stelle 
aufgesucht  werden  soll,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  die  Grösse: 
/(  »  1>",25  hat,  so  ist  «»t  »  1,25  und  a^s "- ^  ^n  setzen.  Diesen  Werthen  ent- 
sprechen nach  obiger  Tabelle  die  Werthe:  a^  »  0,4198  und  ß^  ^  0,1318. 
Hiemach  erhält  man  aus  Gleichung  25)  den  Werth: 

ojj  —  a:,  =  1270  {2  — 1,25  —  (1  —  0,2)  (0,1318  —  0,4198)}  —  1245» 

Diejenige  SteUe,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  1»,25  beträgt,  liegt 
also  in  der  Richtung  stromaufwärts  um  1245  Meter  von  derjenigen  Stelle  ent- 
fernt, an  welcher  die  Wassertiefe  2  Meter  beträgt. 

Den  im  Anfange  dieses  Paragraphen  gemachten  Yoraossetzan- 
gen  entsprechend  dürfen  die  ans  den  obigen  Gleichungen  abge- 
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leiteten  Bechnungsresultate  selbstverständlich  nur  dann  als  gültig 
betrachtet  werden,  wenn  das  Verhältniss  -r-  längs  der  ganzen 

Eanalstrecke,  auf  welche  die  Rechnung  angewendet  wurde,  einen 
sehr  kleinen  Werth  hat.  Auf  solche  Fälle,  in  welchen  das  Ver- 
hältniss :  0)  =  —  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  dürfen  die  obigen 

Gleichungen  daher  nur  angewendet  werden  unter  der  Voraussetzung: 
dass  gleichzeitig  die  Wassertiefe  der  gleichförmigen  Bewegung  einen 
sehr  kleinen  Werth  hat.  In  diesem  Sinne  würde  der  in  die  Tabelle 
mit  aufgenommene  Grenzfall:  a>  =  oo  also  nicht  zu  deuten  sein 
als  derjenige  Fall,  in  welchem  t=  oo,  sondern  vielmehr  als  der- 
jenige Fall,  in  welchem  a  —  0  wird,  wobei  die  Möglichkeit  nicht 
ausgeschlossen  ist,  dass  die  Wassertiefe  t  einen  endlichen  und  im 
Verhältniss  zu  der  Eanalbreite  immer  noch  sehr  kleinen  Werth 
hat.  Da  jedoch  ausserdem  nach  Gleichung  2)  der  Coefficient  T 
bei  obiger  Rechnung  als  eine  constante  Grösse  behandelt  wurde, 
so  dürfen  die  gefundenen  Werthe  doch  immer  nur  als  vorläufige 
Annäherungswerthe  betrachtet  werden,  und  in  solchen  Fällen,  wo 
eine  genauere  Berechnung  der  Stau-Curve  erforderlich  ist,  würde 
die  Anwendung  der  in  §  174  erklärten  etwas  umständlicheren 
Methode  nicht  wohl  zu  umgehen  sein. 

Die  obigen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  die  verzögerte, 
sondern  auch  für  die  beschleunigte  Bewegung,  bei  welcher 
letzteren  die  Werthe  der  Verhältnisszahl  w  stets  zwischen  den 
Grenzen  „Eins"  und  „NuU^  liegen.  Aus  Gleichung  26)  erhält  man 
far  diesen  Fall  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlenwerthe: 


Of   s= 

l 

0,95 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

S2  = 

+  00      +  0,8624 

+  0,6138 

+  0,3459 

+  0,1711 

+  0,0325 

£0    -B 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0 

^   r» 

—  0,0878 

-  0,1980 

—  0,3025 

-  0,4042 

—  0,5046 

-  0,6046 

Wenn  man  z.  B.  mit  Beibehaltung  der  bei  dem  vorigen  Beispiele  ange- 
nommenen Zahlenwerthe:  a>i  «0,9  und  o»,  «  0,7  setzt,  so  findet  man  aus 
der  obigen  Tabelle  die  zugehörigen  Werthe:  ßj  =  0,6138  und  Q^  «  0,1711. 
Hiernach  erhält  man  aus  Gleichung  25)  den  Werth: 
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x^—Xy-^  1270  {0,7  -  0,9  —  (1  -  0,2)  (0,1711  —  0,6138)}  »  t95»,78 
für  die  Länge   deijenigen  Eanalstrecke,   an  deren  oberem  £ndpankte  die 
Wassertiefe:  0»,9,  und  an  deren  unterem  Endpunkte  die  Wassertiefe:  0",7 
betr&gt. 

Bei  dem  hier  angenommenen  Falle  würde  dem  Werthe :  to  s=  0,585  der 

Werth:  -t—  =  —  00  oder  eine  Wassertiefe  entsprechen,  welche  gleich  der 

doppelten  zugehörigen  Geschwindigkeitshöhe  ist.  Die  obige  Berechnungsmethode 
würde  daher  im  yorliegenden  Falle  nur  auf  solche  Werthe  von  a>  angewendet 
werden  dürfen,  welche  grösser  sind  als  0,585,  insofern  nach  §  173  die  in  der 
Hichtung  stromabwärts  allmählich  abnehmende  Wassertiefe  niemals  kleiner 
werden  kann  als  die  doppelte  Geschwindigkeitshöhe. 
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Mechanische  Wärmetheorie. 

§  177. 
Mariotte-Gay-Lu88ac'8oh88  Gesetz. 

Wenn  ein  Kilogramm  Luft  yon  der  Temperatur  Null  Grad 
Celsius  bis  zu  einer  Temperatur  von  t  Graden  Celsius  erwärmt 
wird,  während  der  Druck  pro  Quadratmeter  unverändert  gleich 
Pq  bleibt,  so  wächst  das  Volumen  von  der  Grösse  %  bis  auf  eine 
Grösse  »«,  welche  nach  dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  zu  berech- 
nen ist  aus  der  Gleichung: 

1)  ^^-«.     . 

Hierin  bedeutet  a  den  nTemperatur-Ausdehnungscoef&cienten'' oder 
dasjenige  Ausdehnungsverhältniss,  welches  einer  Temperatur -Er- 
höhung von  Null  Grad  bis  auf  + 1  Grad  Celsius  entsprechen  würde. 
Dieser  CoefQcient  hat  für  trockene  atmosphärische  Luft  die  Grösse: 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  verhalten  sich  bei  gleichen 
Temperaturen  die  Drücke  wie  die  Dichtigkeiten  oder  umgekehrt 
wie  die  Volumina.  Wenn  also  jene  Luftmasse,  nachdem  das  Volu- 
men in  Folge  der  Temperatur -Erhöhung  die  Grösse  r«  erreicht 
hatte,  nachher  bei  unverändert  bleibender  Temperatur  t  durch  Ver- 
grösserung  des  Druckes  auf  das  kleinere  Volumen  v  zusammen- 
gepresst  wird,  so  ist  der  diesem  neuen  Volumen  entsprechende 
Druck  p  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

3)  ^^\ 

Po  ^ 

welcher  man  nach  Substitution  des  fttr  die  Grösse  v^  aus  Glei- 
chung 1)  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende  Form  geben 
kann: 

4)  pv=^p^v^{X-^at). 
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Wenn  mit  y  das  dem  Volumen  r  —  und  mit  y^  das  dem  Vo- 
lunen  r^  —  entsprechende  Gewicht  pro  Cnbikmeter  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

5)     yr  =  l=y^r^ 

zu  setzen,  and  nach  Substitution  der  hieraus  fUr  die  Volumina  zu 
entnehmenden  Ausdrttcke  nimmt  die  vorige  Gleichung  die  folgende 
Form  an: 

/  /o 

Bei  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  und  der  Temperatur  von 
Null  Grad  Celsius  beträgt  das  Gewicht  eines  Gubikmeters  Luft: 
1,293  Kilogranmi.  Dem  Werthe  /'o  =  10  333  KU.  entspricht  dem- 
nach der  Werth:  yo  =  1>293  Kil.,  und  wenn  man  zugleich  für  a 
den  oben  angegebenen  numerischen  Werth  einsetzt,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

^,     V         10  333  A    .      M        A 

8)  -2__  29,27  (273  +  /). 

In  letzterer  Gleichung  bezeichnet  der  eingeklammerte  Aus- 
druck denjenigen  Werth,  welchen  man  für  die  Temperatur  erhalten 
wtirde,  wenn  man  statt  des  Nullpunktes  der  Gelsius'schen  Tempe- 
ratur-Scala  den  um  273  Grad  tiefer  liegenden  Punkt  derselben  als 
Nullpunkt  gewählt  hätte.  Dieser  Punkt  wird  der  absolute  Null- 
punkt der  Temperatur,  und  die  Grösse: 

9)  273  +  /  «=  r 

wird  die  absolute  Temperatur  genannt.  Nach  Einführung  dieser 
Bezeichnungsweise  kann  man  der  Gleichung  8)  auch  die  folgende 
Form  geben: 

10)  ^-29,27. 

Diese  Gleichung  zeigt:  dass  die  auf  der  linken  Seite  stehende 
Function  der  drei  veränderlichen  Grössen:  p^  y^  T  den  constanten 
Werth: 

11)  Ä  — 29,27 

stets  beibehält  —  wie  auch  immer  jene  drei  Grössen  sich  ändern 
mögen.    Man  kann  daher  die  Gleichung: 

12)  ^»Ä 
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benutzen,  um  irgend  eine  dieser  drei  veränderlichen  Grössen  zu 

berechnen,  sobald  die  Werthe  der  beiden  anderen  gegeben  sind. 
l 
Da  y  =>  —  zu  setzen  ist  (nach  Gleichung  5) ,  so  kann  man 

der  obigen  —  aus  der  Verbindung  des  Mariotte'schen  Gesetzes 
mit  dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  hervorgegangenen  —  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

13)    pv  =  RT, 
in  welcher  dieselbe  auf  analoge  Weise  zur  Berechnung  irgend 
einer  von  den  drei  Grössen  p,  v^  T  benutzt  werden  kann,  sobald 
die  Werthe  der  beiden  anderen  bekannt  sind. 


§  178. 
Temperaturfläche  der  Luft 

Für  die  absolute  Temperatur  der  Luftmasse  ergiebt  sich  aus 
der  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gleichung  der  Ausdruck: 

Die  Grösse  T  erscheint  in  dieser  Gleichung  als  Function  der  bei- 
den veränderlichen  Grössen  p,  v,  und  dad  Gesetz,  nach  welchem 
die  Grösse  7'  mit  den  Grössen  Py  v  sich  ändert,  kann  man  sich 
durch  eine  krumme  Fläche  auf  folgende  Weise  geometrisch  ver- 
anschaulichen. 

Wenn  man  in  der  Horizontalebene  OX  Y  den  Punkt  aufsucht, 
dessen  Goordinaten  p,  v  sind,  und  in  diesem  Punkte  ein  Perpen- 
dikel von  der  Länge  T  errichtet,  so 
kann  der  Endpunkt  J  dieses  Perpen- 
dikels als  Repräsentant  des  augen- 
blicklichen Zustandes  der  Luftmasse 
betrachtet  werden  (Fig.  642).  Indem 
man  sich  diese  Construction  für 
sämmtliche  Werthen-Combinationen 
der  Grössen  J9,  v  wiederholt  denkt, 
erhält*  man  als  geometrischen  Ort 
für  alle  Lagen,  welche  der  Punkt  / 
annehmen  kann,  eine  krummeFläche, 
welche  abkürzungsweise  die  „  T  e  m  - 
peraturfläche"  genannt  werden  soll.  Jedem  Punkte  dieser  Tem- 
peraturfläche entspricht  ein  besonderer  Zustand  der  Luftmasse,  in- 


z 
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Fig.  548. 


sofern  mit  der  Lage  dieses  Panktes  zugleich  für  jede  der  drei 
veränderlichen  Grössen  /;,  v,  T  ein  bestimmter  Werth  gegeben  ist. 
Denkt  man  sich  durch  den  Punkt  J  eine  Ebene  gelegt,  welche 
der  Vertieal-Ebene  OXZ  parallel  ist,  so  erkennt  man  (aus  Glei- 
chung 1),  dass  die  Temperaturfläche  von  dieser  Ebene  in  einer 

geraden  Linie  geschnitten  wird, 
welche  —  der  Gleichung  p  =  Const. 
entsprechend  —  als  Linie  con- 
stanten  Druckes  mit  dem  Namen 
«Isobare**  bezeichnet  werden  kann. 
Der  Steigungswinkel  dieser  Isobare 
ist  nach  Fig.  543  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 

2)     tgw  =  — ,. 


welcher  man  nach  Gleichung  1)  auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 


3)         tgCCi: 


R 


Fig.  544. 


Denkt  man  sich  ein  anderes  Mal  die  Schnitt -Ebene  parallel 
zur  Vertieal-Ebene  0  YZ  hindurchgelegt,  so  erhält  man  wiederum 

eine  gerade  Durchschnittslinie,  wel- 
che —  der  Gleichung  v  =  Const.  ent- 
sprechend —  als  Linie  constanten 
Volumens  mit  dem  Namen  „Iso- 
piere'' bezeichnet  werden  kann  (nach 
dem  griechischen  Worte:  Ttlriqrig  = 
voll).  Der  Steigungswinkel  dieser  Iso- 
piere ist  nach  Fig.  544  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

T 
4)     tge  = 


V 


welcher  man  nach  Gleichung  1)  auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 

5)    tg.  =  -|-. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  in  jener  krummen  Fläche  die 
Linien  constanten  Druckes  und  die  Linien  constanten  Volumens 
zwei  einander  schneidende  Systeme  von  geraden  Linien  bilden. 
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Fig.  545. 


Die  Temperaturfläche  kann  daher  auch  als  geometrischer  Ort  aller 
Dorchschnittspunkte  dieser  beiden  Linien-Systeme  aufgefasst  wer- 
den (Fig.  545). 

Wenn  man  endlich  drittens:  eine 
horizontale  Schnitt-Ebene  hindnrch- 
legt,  so  wird  die  Temperatarfläche  von 
derselben  in  einer  krummen  Linie 
geschnitten,  welche  —  der  Gleichnng 
r«=Con8t.  entsprechend  —  als  Linie 
constanter  Temperatur  mit  dem 
Namen  „Isotherme''  bezeichnet  wer- 
den kann  (Fig.  546).  Der  Gleichung 
dieser  Isotherme  kann  man  (nachGrlei- 
chung  1)  die  folgende  Form  geben: 
6)    j»v  =  Const, 

und  man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Isotherme  eine 
in  der  Horizontal-Ebene  liegende  Hyperbel  mit  rechtwinkeligen 
Asymptoten  bildet. 

Betrachtet  man  die  Temperatnrfläche 
als  eine  Gebirgsoberfl&che,  so  würden  die 
Isothermen  mit  krummlinigen  Hori- 
zontalwegen  verglichen  werden  können, 
w&hrend  die  Isobaren  und  die  Isopie- 
ren als  geradlinig  ansteigende  W^ 
am  Oebirgsabhange  sich  darsteilen  wür- 
den. Jede  bestimmte  gegebene  Aendemng 
des  Znstandes  der  Luftmasse  würde  hier- 
nach als  eine  Wanderung  auf  dieser  6e- 
birgsfl&che  aufgefasst  werden  können  l&ngs 
einer  bestimmten  vorgeschriebenen  Bahn- 
linie, deren  eineine  auf  einander  folgende 
Punkte  die  nach  einander  durchlaufenen 
Zustände  der  Luftmasse  reprftsentiren. 

Für  die  beiden  partiellen  Differenzial-Quotienten  der  Grösse 
T  ergeben  sich  aus  Gleichnng  1)  die  Werthe: 


'>f 


V 


4r»  8) 


dT 
dv 


ond  für  das  totale  Differenzial  der  OrOsse  T  erhält  man  hiem^h 
die  folgende  Gleichung: 
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welche  letztere  zugleich  die  Differenzialgleichnng  der  Temperatur- 
flache  darstellt. 

Anstatt  die  Grösse  T  als  Function  der  beiden  unabhängigen 
reiünderliehen  Grössen  p  und  v  zu  betrachten,  könnte  man  auch 
die  Grösse: 

^^ 

10)  P  =  -^ 

als  Function  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  T  und  r, 
oder  auch  die  Grösse: 

11)  »  «= 

P 

als  Function  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  T  und  p 
auffassen.  Man  würde  dann  z.  B.  für  die  partiellen  Differenzial- 
quotienten  der  Grössen  p  und  f ,  nach  7'  genommen,  die  folgen- 
den Gleichungen  erhalten: 

^^^     dT  -    v'  ^^^     dT         p' 

welche  zeigen,  dass  die  Werthe  derselben  resp.  mit  den  reciproken 
Werthen  der  oben  für  die  beiden  partiellen  Differenzialquotienten 
der  Grösse  T  gefundenen  Ausdrücke  identisch  sind. 

§  179. 
Mechanisches  Aequivalent  der  Wirme. 

Diejenige  Wärme-Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einer 
Masse  von  1  Kil.  Gewicht  eine  Temperatur-Erhöhung  von  1  Grad 
Celsius  zu  ertheilen,  wird  die  „specifische  Wärme"  oder  die 
„Wärme- Capacität"  des  betreffenden  Stoffes  genannt  Als 
Wärme-Einheit  pflegt  man  hierbei  die  Wärme -Capacität  des 
Wassers  bei  Null  Grad  Celsius  zu  wählen:  nämlich  diejenige 
Wärme-Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  die  Temperatur  eines 
Kilogramms  Wasser  von  Null  Grad  bis  auf  +  1  Grad  Celsius  zu 
erhöhen. 

Wenn  mit  dQ  die  unendlich  kleine  Wärme-Quantität  bezeich- 
net wird,  welche  einer  Masse  von  1  Kil.  Gewicht  die  unendlich 
kleine  Temperatur-Erhöhung  dT  ertheilt,  so  ist: 

'     dT 
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diejenige  Wärme-Quantität,  welche  dieser  Masse  eine  Temperatnr- 
Erhöhnng  von  1  Grad  ertheilen  würde,  oder  die  speeifische  Wärme 
des  betreffenden  Stoffes. 

Für  die  speeifische  Wärme  der  Luft  ergeben  die  Beobach- 
tungen zwei  verschiedene  Werthe,  jenachdem  bei  Zuführung  der 
Wärme  entweder  das  Volumen  oder  der  Druck  unverändert 
erhalten  wird.  Die  speeifische  Wärme  der  Luft  bei  constantem 
Volumen  hat  den  constanten  Werth: 

2)  c,  =  0,1685. 

Die  speeifische  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Drucke  hat  den 
gleichfalls  constanten  Werth: 

3)  cp  =  0,2375. 

Die  Wärme -Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einem  Kilo- 
gramm Luft  bei  constantem  Volumen  die  Temperatur-Erhöhung 
dT  zu  ertheilen,  hat  also  die  Grösse: 

4)  dQ,^c,dT. 

Bei  dieser  Temperatur -Erhöhung  wird  gleichzeitig  die  Druck- 
Vergrösserung  dp  hervorgebracht.  Die  Wärme-Quantität,  welche 
erforderlich  ist,  um  bei  constantem  Drucke  jene  Temperatur- 
Erhöhung  hervorzubringen,  hat  den  grösseren  Werth: 

5)  dQp  =  c,dT. 

Bei  dieser  letzteren  Art  der  Wärme-Zuführung  wird  zugleich  die 
Volumen -Vergrösserung  dv  hervorgebracht,  wobei  von  dem  con- 
stanten Drucke  p  die  unendlich  kleine  mechanische  Arbeit: 


6)    M^pdv=^p(J^\dT 


verrichtet  wird.  Nach  der  Anschauungsweise  der  mechanischen 
Wärme-Theorie  hat  man  die  Ursache  des  Unterschiedes  zwischen 
jenen  beiden  erforderlichen  Wärme -Quantitäten  darin  zu  suchen: 
dass  bei  dem  letzteren  Falle  von  der  zugeführten  Wärme  nicht 
nur  die  Temperatur-Erhöhung  dT,  sondern  zugleich  auch  die  me- 
chanische Arbeit  d^  hervorgebracht  wird.  Man  hat  den  letzteren 
Vorgang  so  aufzufassen,  als  ob  die  zugeftthrte  Wärme -Quantität 
dQp  gleichsam  in  zwei  Theile  sich  zerlegt,  von  denen  der  eine 
Theil  rfQe  auf  das  wirkliche  Hervorbringen  der  Temperatur -Er- 
höhung dT  verwendet  wird,  während  der  andere  Theil: 

7)    dQ,-dQ,==^(Cp  —  c,)dT, 
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welcher  als  Wärme  yerschwindet,  gleichzeitig  in  mechanische 
Arbeit  umgewandelt  wird. 

Nach  den  Hypothesen  der  mechanischen  Wärme-Theorie  steht 
in  allen  solchen  Fällen,  wo  Wärme  in  mechanische  Arbeit  umge- 
wandelt wird,  die  hervorgebrachte  mechanische  Arbeit  in  einem 
constanten  Verhältnisse  zu  der  verschwindenden  Wärme-Quan- 
tität. Wenn  also  mit  A  das  Wärme- Aequivalent  der  Arbeits-Ein- 
heit —  oder  mit  -j-  das  Arbeits-Aequivalent  der  Wärme-Einheit 

—  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  das  Arbeits-Aequivalent 
der  verschwindenden  Wärme-Quantität  dQ,^  —  dQ^  der  Werth : 
8)    ^^  dQp  —  dQ,   ^  (c,  —  c,)dT^ 

und  durch  Gleichsetzung  der  beiden  fttr  die  GrOsse  d^  gefundenen 
Ausdrücke  erhält  man  die  Gleichung: 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  dv  diejenige  Volumen- Yergrösse- 
rung,  welche  bei  constantem  Drucke  eintritt,  wenn  die  Tem- 
peratur-Erhöhung dT  stattfindet.  Wenn  man  also  der  obigen  Glei- 
chung die  folgende  Form  giebt: 


10) 


'^m 


^Vy 


80  bedeutet  hierin  der  eingeklammerte  Quotient  den  partiellen  Diffe- 
renzialquotienten  von  t?,  nach  T  genommen,  und  nach  Substitution 
des  in  Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen  fUr  diesen  Differen- 
zialquotienten  angegebenen  Werthes  erhält  man  die  Gleichung : 
11)    AR  —  c^  —  c. 

Für  das  Wärme- Aequivalent  eines  Mdterkilogrammes  ergiebt  sich 
hieraus  der  Werth: 

.        0,2375  —  0,1685  1 

^  29,27  "  424  " 

Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme-Einheit  beträgt  demnach 
424  Meterkilogramm. 

§  180. 
Poiasoii'sohes  Gesetz. 

Um  diejenige  Wärme -Quantität  zu  berechnen,  welche  einem 
Kilogramm  Luft  zugeftthrt  werden  muss,  wenn  bei  constantem 

Bitter   lagenienr-KeebaBik.  2.  Anfl.  32 
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Volumen  die  Temperatur- ErhöhiiDg  dT  in  demselben  hervor- 
gebracht werden  soll,  hat  man  der  Gleichung  4)  des  vorigen  Para- 
graphen die  folgende  Form  za  geben: 

1)    ^Qh-c,  (-^)rf/^, 

und  darin  ftir  den  eingeklammerten  partiellen  Differenzialqaotienten 
den  in  §  178  (Gleichung  7)  angegebenen  Werth  zu  substituiren ;  man 
erhält  dann  die  Gleichung  : 


2)       rf<2r  =  ^r  (-|-)  ^^     , 


Um  diejenige  Wärme -Quantität  zu  berechnen,  welche  einem 
Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  um  bei  constantem 
Drucke  die  Temperatur-Erhöhung  dT  hervorzubringen,  hat  man 
der  Gleichung  5)  des  vorigen  Paragraphen  die  folgende  Form  zu 
geben: 

3)    dQ,-c,(^^^dv, 

und  darin  ftlr  den  eingeklammerten  partiellen  Differenzialquotienten 
den  in  §  178  (Gleichung  8)  angegebenen  Ausdruck  zu  substituiren; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 


4)    rfQp==Cp^^)rfr. 


Die  Wärme -Quantität  dQ„  vergrössert  den  Druck  um  die 
Grösse  dp^  lässt  aber  das  Volumen  v  unverändert.  Die  Wärme- 
Quantität  dQp  vergrössert  das  Volumen  um  die  Grösse  dv^  lässt 
aber  den  Druck  p  unverändert.  Diejenige  Wärme-t^uantität  dQ^ 
welche  erforderlich  ist,  um  gleichzeitig  die  Druck-Vei^össe- 
rung  dp  und  die  Volumen- Vergrösserung  dv  hervorzubringen,  ist 
gleich  der  Summe  jener  beiden  Wärme -Quantitäten  tn  setzen; 
also  ist: 

5)  dQ~c,(^dp  +  c,\^dv,    oder: 

dO        Crvdp  +  Cppdv 

Um  die  Beziehung  zu  finden,  welche  zwischen  der  Dmck- 
Aenderung  dp  und  der  Volumen -^Aenderung  dv  in  demjenigen 
Falle  stattfinden  wtlrde,  wenn  gar  keine  Wärme  zugeführt  wird, 
hat  man  dQ  gleich  Null  zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

6)  0  =  Cp  ü  rfp  -f^  c^,p  dv. 
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Das  Verhältniss  der  beiden  Wänne-Capacitäten  hat  nach  den  Glei- 
chungen 2)  nnd  3)  des  yorigen  Paragarphen  die  Grösse: 

Hiemach  kann  man  der  obigen  Gleichung,  indem  man  dieselbe 
durch  Ct  dividirty  auch  die  folgende  Form  geben: 

8)  ±. k^. 

p  V 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite  zwi- 
schen den  Grenzen  p^  und  p^^  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den 
Grenzen  v^  nnd  r,  —  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

9)  /^  =  _*/X 


Wenn  mit  T^  die  anfängliche  und  mit  T^  die  nachherige  Tem- 
peratur bezeichnet  wird,  so  ist  nach  dem  Mariotte-Gay-Lussac'schen 
Gesetze: 

'-  f-(t)fe)    ■ 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  das  eine  Mal  für  das  Verhältniss 

^y  das  andere  Mal  fttr  das  Verhältniss  —  den  aus  Gleichung  11) 

zu  entnehmenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die  folgenden 
Gleiehungen: 


aus  welchen  man  die  bei  dieser  Zustandsftnderung  stattfindende 
Temperaturänderung  berechnen  kann.  Die  drei  Gleichungen  11), 
13),  14),  welchen  man  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

15)  pA^pA^ 

16)  ryr'-r,ü*-^ 

32* 
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17) 


Pt  Px 


enthalten  das  Poisson'sche  Gesetz  nnd  gelten  für  solche  Znstandg- 
änderungen,  bei  welchen  weder  Wärme-Zuftthrung  noch  Wärme- 
Entziehung  stattfindet.  Eine  solche  Zustandsändemng  wird  z.  B. 
dann  stattfinden,  wenn  die  (festen  nnd  beweglichen)  Gefässwände, 
welche  die  Luftmasse  einschliessen,  ftir  Wärme  vollkommen  un- 
durchdringlich —  oder  „ adiabatisch  *"  —  sind,  und  wird  deshalb 
eine  „adiabatische*'  Zustandsänderung  genannt.  Die  krumme 
Linie,  welche  der  den  Zustand  der  Luftmasse  repräsentirende  Punkt 
in  der  Temperaturfläche  bei  dieser  Zustandsändemng  beschreibt, 
wird  die  „adiabatische  Curve"  oder  „Adiabate"  genannt, 
und  wenn  man  den  oben  geftmdenen  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  giebt: 

18)  p»*  =  Const., 

19)  r»*"^  —  Const., 

20)  --Yiii  —  Const , 
P 

so  können  dieselben  als  Gleichungen  der  Projectionen  dieser  Gurre 

auf  die  drei  Coordinaten-Ebenen  betrachtet  werden. 

Wenn  z.  B.  als  Anfangszustand  derjenige  gew&hlt  wird,  in  welchem  die 
gewöhnliche  atmosphärische  Luft  bei  mittlerem  Barometerstande  (in  der  Höhe 
des  Meeresspiegels)  bei  der  Temperatur  von  Null  Grad  Celsius  sich  befindet, 

60  ist:  t?i  — -r4ö-"=ö»''''^^'  /?!  «10333  und  T,  =«273  zu  setzen.  Bei  adia- 
batischer  Ausdehnung  auf  das  zehnfache  Volumen  wird  t;,  >- 7,734  also 
(nach  Qleichung  15):  p^  =  402  und  (nach  Gleichung  16):  T,  » 106,2.  Bei  adia- 
batischer Comp  ression  auf  den  zehnten  Theil  des  urspranglichen  Volumens 
wird  dagegen:  v,  ->  0,07734,  also:  p^^  265600  und:  T,  »  701,7.  Die  den 
obigen  Werthen-Gombinationen  entsprechenden  drei  Punkte  der  Temperator- 
fi&che  gehören  demnach  einer  und  derselben  adiabatischen  Gurre  an.  Mit  Bd- 
behaltung  des  Werthes  T,  »  273<^  (oder  t^  =  0^  Gelsius)  erh&lt  man  auf  gleiche 
Weise  aus  Gleichung  13)  oder  Gleichung  16)  fOr  die  Volumen- Aenderungen  und 
die  Temperatur -Aenderungen  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlen- 
werthe: 

-^  =-       10  100  1000  —  -^  V 

V,  10  100  1000 


Tj   „     _L-  1  1 

77  **      2,57  6,607  16,98 


2,57  6,607  16,98 


Tj  —      106,2  41,3  16,08  701,7  1797,1  4635,5 

/a=— 166,8      —232,7         —256,92        +428,7      +1524,1      +4362,5. 
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§  181. 
Adfabatiaohe  Zuttandslbidenmg. 

Wenn  das  Volumen  der  in  einem  cjlindrischen  GefäsBe  zwi- 
schen dem  festen  Boden  nnd  einem  beweglichen  Kolben  einge- 
schlossenen Lnftmasse  in  Folge  einer  Verschiebung  des  letzteren 
um  die  GrOsse  dv  zunimmt,  während  von  aussen  her  auf  den 
Kolben  ein  der  Gleichgewichtsbedingung  desselben  entsprechender 
Gegendruck  wirkt,  so  verrichtet  der  von  innen  gegen  den  Kolben 
wirkende  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  die  mechanische  Arbeit: 

1)    d^'^pdv, 

welche  auf  die  in  Fig.  547  ange- 
deutete Weise  durch  den  schraf- 
firten  Flächenstreifen  geometrisch 
dargestellt  werden  kann.  Die 
ganze  bei  dem  Uebergange  aus 
dem  Volumen  t\  in  das  Volumen 
v^  Terrichtete  mechanische  Arbeit 
hat  demnach  die  Grösse: 


2)    a 


zsm    \  pdv 


Fig.  548. 


und  entspricht'  der  in  Fig.  548 
schraffirten  Fläche ,  deren  Inhalt 
berechnet  werden  kann,  sobald 
die  Form  der  oberen  Begrenzungs- 
linie gegeben  ist,  d.  h.  sobald  das 
Gesetz  bekannt  ist,  nach  welchem 
der  Druck  p  mit  dem  Volumen  v 
sich  ändert. 

Wenn  während  der  Ausdeh- 
nung   weder   Wärme -Zuftthnmg 
noch  Wärme-Entziehung  stattfand, 
so  war  die  Zustandsänderung  eine 
adiabatische,  und  die  obere 
Begrenzungslinie  der  schraffirten  Fläche  ist  in  diesem  Falle  als 
Horizontalprojection  der  adiabatisehen  Curve  zu  betrachten.   Nach 
der  Gleichung  18)  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  fllr  diesen  Fall: 
3)    pv'~p,v\ 


V 

^1  f'.  ^ 

V 

^^^ 

^'JIL 

fr 

',  '^'/ 

^p«=^ 

.  '.  //■ 

? 
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zu  setzen,  und  wenn  man  den  hieraus  ftir  die  Grösse  p  zn  ent- 
nehmenden Werth  in  Gleichung  2)  substituirt,  so  gelangt  man  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 


4)    % 

.1-*  ..!-* 


In  letzterer  Gleichung  kann  p^v^=^R  T^  gesetzt  werden  (nach 
§  177),  und  wenn  man  zugleich  mit  Benutzung  der  Gleichung  16) 
des  vorigen  Paragraphen  das  Yerhältniss  der  Volumina  durch  das 
Yerhältniss  der  Temperaturen  ausdrückt,  so  erhält  man  ftir  die 
mechanische  Arbeit  den  Werth: 

Dieser  mechanischen  Arbeit  entspricht  (nach  §  179)  das  Wärme- 
Aequivalent: 

Da  keine  Wärme  zugeführt  wurde,  so  hat  man  diese  Wärme. 
Quantität  als  denjenigen  Theil  der  ursprünglich  in  der  Luflmasse 
enthalten  gewesenen  inneren  Wärme  anzusehen,  welcher  während 
der  Ausdehnung  als  Wärme  verschwand  und  in  mechanische 
Arbeit  umgewandelt  wurde.  Nach  Substitution  des  aus  §  179 
(Gleichung  11)  für  das  Product  AR  zu  entnehmenden  Werthes  er- 
hält man  fttr  diesen  in  Arbeit  umgewandelten  Theil  der  inneren 
Wärme  die  Gleichung: 

9)  Q  — c,  (7;-7;), 

welche  zeigt,  dass  Q  —  c» Tj  wird,  wenn  2^  -=»  0  oder  tj,  —  «j 
wird,  d.  h.  wenn  bei  Fortsetzung  der  Ausdehnung  bis  ins  Unend- 
liche nach  und  nach  die  ganze  ursprünglich  vorhanden  gewesene 
Wärme  in  Arbeit  umgewandelt  wurde.  Hieraus  folgt,  dass  die  in 
einem  Kilogramm  Luft  von  der  absoluten  Temperatur  T  enthaltene 
Wärme-Quantität  zu  berechnea  ist  aus  der  Gleichung: 

10)  i7=cr7; 
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und  nach  Einftthrong  dieser  Bezeichnnngsweise  kann  man  der 
oben  gefundenen  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

11)  Q=U,--^U,, 
Das  mechanische  Aequi^alent  der  ganzen  ursprünglich  vorhanden 
gewesenen  Wärme -Quantität  U^  erscheint  in  Fig.  548  dargestellt 
durch  die  ganze  zwischen  der  Abscissen- Achse  und  der  asym- 
ptotisch an  dieselbe  sich  anschliessenden  Horizontalprojection  der 
Adiabate  liegende  Fläche,  deren  linksseitige  Begrenzung  die  Or- 
dinate Pi  bildet 

Bei  adiabatischer  Gompression  vom  Volumen  v,  bis  auf 
das  Volumen  v^  würde  die  innere  Wärme  von  der  Grösse  U^  bis 
auf  die  Grösse  £/i  zunehmen,  und  diese  Zunahme  U^  —  U^  wttrde 
als  Wärme-Aequivalent  der  auf  die  Lnftmasse  bei  der  Compression 
übertragenen  mechanischen  Arbeit  zu  betrachten  sein.  Durch  eine 
solche  Zuführung  von  mechanischer  Arbeit  würde  also  der  Zu- 
standspnnkt  der  Luftmasse  aus  der  anfänglichen  Isotherme  7,  in 
in  eine  beliebige  vorgeschiiebene  höher  liegende  Isotherme  2\ 
versetzt  werden  können.  Niemals  aber  wttrde  durch  alleinige 
Zuführung  von  mechanischer  Arbeit  bewirkt  werden  können,  dajss 
der  Zustandspunkt  der  Luftmasse  in  eine  höher  liegende  Adia- 
bate versetzt  wird  —  so  lange  die  hier  gemachte  Voraussetzung 
erflillt  bleibt:  nach  welcher  der  auf  den  Kolben  von  aussen  her 
wirkende  Druck  stets  diejenige  Grösse  haben  sollte,  welche  der 
Gleichgewichtsbedingnng  des  Kolbens  entspricht. 

Nach  den  Gleichungen  9)  und  6)  kann  man  dem  Ausdrucke 
für  die  bei  adiabatischer  Zustandsänderung  verrichtete  Arbeit,  in- 
dem man  zugleich  für  die  Gonstanten  ihre  numerischen  Werthe 
einsetzt,  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

13)    a  —  71,4  .tJi—  -^\i    oder: 

14)  a-7i,4.r.{i-(^)*"]. 

Wenn  z.  B.  Jj  •»  273®  gesetzt  wird  (entsprechend  einer  Anfangatemperatar 
Ton  Null  Orad  Ceteius),  so  eigiebt  sich  far  9[  der  Werth : 


15)     9(»19  500 


{-fen- 


FOr  -^  «  0  wird  hiernach  9=19  600»^,  d.  h.  wenn  1  KUogramm  Luft  von 
^1 
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der  ursprünglichen  Temperatur  T,  —  273®  ohne  Zuführung  von  Wärme  bis  ins 
Unendliche  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der  Pruck  derselben  eine  mechanische 
Arbeit  von  19  500  Meterkilogrammen.  Die  ganze  ursprünglich  in  der  Luftmasse 
vorhanden  gewesene  Wärme-Quantität:  c^T^  —  0,1685 .  273  =  46  Wärme-Ein- 
heiten wird  dabei  in  mechanische  Arbeit  umgewandelt,  und  die  absolute  Tem- 
peratur der  Lnftmasse  würde  dabei  bis  auf  Null  Grad  sinken. 

Für  i^  —  -T-r-  wird  ««11 900"S  d.  h.  wenn  1  Kilogramm  Luft  von  der 

Vj  lU 

ursprünglichen  Temperatur  T,  »  273®  ohne  Zuführung  von  Wärme  bis  auf  das 
Zehnfi&che  des  Volumens  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der  Druck  derselben  eine 
mechanische  Arbeit  von  11  900  Meterkilogrammen.  Nach  der  Gleichung  11)  des 
vorigen  Paragraphen  sinkt  dabei  der  Druck  von  der  Grösse  p,  bis  auf  die 

Grösse:  p^  »  -^w*  ^^^  ^^^'^  Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen  sinkt  die 

*9,7 

absolute  Temperatur  von  der  Grösse  Tj  —  273®  bis  auf  die  Grösse  7,  =  106«,2. 
Für  -^  =  10  wird:  «  —  —  3060O'»S  d.  h.  wenn  1  Kilogramm  Luft  von 

der  ursprünglichen  Temperatur  7,  «  273®  bis  auf  den  zehnten  Thefl  des  ur- 
sprünglichen Rauminhalts  zusammengepresst  werden  soll,  so  ist  hierzu  eine 
mechanische  Arbeit  von  30  600  Meterkilogrammen  erforderlich,  falls  bei  diesem 
Zusammenpressen  keine  Ableitung  von  Wärme  stattfindet.  Der  Druck  würde 
hierbei  (nach  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen)  von  der  Grösse  p^  bis  auf 
die  Grösse:  p^^  25,7  .p^  zunehmen,  und  die  absolute  Temperatur  würde  (nach 
Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen)  von  der  Grösse  Ji  »  273®  bis  auf  die 
Grösse:  7sa701®,7  zunehmen. 

T 
Wenn  man  in  Gleichung  13)  ftlr  das  Verhältniss  -t^  den  in 

Gleichung  14)  des  Torigen  Paragraphen  gefundenen  Werth  einsetzt, 
so  nimmt  dieselbe  die  folgende  Form  an: 


■•{'-(^)'l' 


16)     «  — 71,4.r, 

nnd  kann  in  dieser  Form  zur  Berechnung  der  mechanischen  Arbeit 
in  solchen  Fällen  benutzt  werden,  wo  statt  des  Volumen- Verhält- 

nisses  -^  das  Druckverhältuiss  -^  gegeben  ist 

Für  T^  ==  273«  und  -^  =  10  wird  hiemach:  «  =-  —  18600»S  d.  h.  wenn 

1  Kilogramm  Luft  von  der  ursprünglichen  Temperatur  T^ »  273®  soweit  zusam- 
mengepresst werden  soll,  dass  der  Druck  auf  das  Zehnfache  steigt,  so  ist  hierzu 
eine  mechanische  Arbeit  von  18  600  Meterkilogrammen  erforderlich,  falls  bei 
diesem  Zusammenpressen  keine  Ableitung  von  W&rme  stattfindet.  Dabei  würde 
die  absolute  Temperatur  von  273®  bis  auf  533®,3  zunehmen,  und  das  Volumen 

von  Vi  bis  auf  v^  —  -r^  abnehmen. 
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§182. 
Entropie. 

Wenn  man  die  Gleichung  5)  des  §  ISO  anf  beiden  Seiten  dnrch 
T  dividirt,  so  erhält  man  die  Oleichnng: 

^      r   ""  RT  ' 

welcher  man  nach  Snbstitation  der  Werthe:  RT'^pv  und  Cp^^kct 
auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 


3)  l!§.-d[c.\e(p-')]- 


Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  die  GrOsse  -^  als  das  vollstän- 
dige Differenzial  einer  Function  von  p  und  v  sich  darstellt.  Durch 
Ausführung  der  Integration  erhält  man  die  Gleichung: 


4)    |-^-eJg(/iü*)  +  Const., 


in  welcher  die  Integrations-Constante  noch  näher  zu  bestimmen 
sein  wird.  Die  auf  solche  Weise  definirte  Grösse  wird  die  ,,En- 
tropie^  der  Luftmasse  genanni"^) 

Da  die  adiabatische  Curve  (nach  §  ISO^  Gleichung  18)  die- 
jenige ist,  in  deren  Punkten  das  Produkt  pv*  überall  einen  und 
denselben  Werth  hat,  so  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Gleichung, 
dass  die  adiabatische  Curve  auch  als  Curve  »constanter  £n- 
tropie**  aufge£eisst  und  demgemäss  mit  dem  Namen  »isentro- 
pisohe  Curve''  bezeichnet  werden  kann.  Jeder  adiabatischen 
Curve  entspricht  ein  bestimmter  Entropie- Werth.  Bei  dem  Ueber- 
gange  des  Zustandspunktes  von  einer  gegebenen  Adiabate  zu  einer 
zweiten  gegebenen  Adiabate  ändert  sich  die  Entropie  stets  um 
dieselbe  Grösse  —  wie  auch  immer  die  Form  und  Lage  der  Ueber- 
gangslinie  gewählt  werden  möge. 

Der  Werth,  welcher  in  Gleichung  4)  für  die  Integrations-Con- 
stante einzusetzen  ist,  wird  abhängen  von  der  Lage  derjenigen  Adia- 
bate, welche  dem  gewählten  Anfangszustande  entspricht.  Wenn 
man  als  solche  z.  B.  diejenige  wählt,  welche  der  Gleichung: 
)}t>*«->  Consi  entspricht,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

*)  Clausius:  »Mechanigche  W&nnetheonV.  2.  Aufl.  I.Band  S.  111. 
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5)   j^^==c,lg(pv')-c,lg(p,'').    ' 

Diese  Gleichang  zeigt,  dass  für  das  obige  Integral  stets  ein  be- 
stimmter endlicher  Werth  sich  ergeben  wird,  sobald  das  Produkt 
ptl"  grösser  als  Null  ist.  Wenn  dagegen  j)»*  =  0  wäre,  so  er- 
hielte man  die  Gleichung: 


6) 


f§-  =  c.ie(pv')  +  oo. 


In  diesem  Falle  würden  also  die  Entropie- Werthe  in  allen  ausser- 
halb der  Adiabate  jenes  Anfangszustandes  liegenden  Punkten  der 
Temperaturfläche  unendlich  gross  werden,  obschon  die  Diffe- 
renzen der  Entropie- Werthe  auch  in  diesem  Falle  stets  endliche 
Grössen  bleiben  würden. 

Um  das  Bechnen  mit  unendlich  grossen  Entropie- Werthen  zu 
vermeiden,  empfiehlt  es  sich  daher:  als  Adiabate  des  Anfangszn- 
standes irgend  eine  höher  liegende  Adiabate  zu  wählen,  d.  h.  eine 
solche,  deren  Gonstante  grösser  ist  als  Null.  Wenn  man  z.B. 
diejenige  wählt,  welche  der  Gleichung: 

7)  »)t)*  =  l 

entspricht,  so  wird:  lg(^i>*)  =  0,  und  für  die  Adiabate:  />»*  — 
Const.  ergiebt  sich  nunmehr  der  Entropie- Werth : 

8)  a^cAgipv'). 

Hiemach  würde  die  Gleichung  7)  diejenige  Adiabate  repräsen- 
tiren,  welcher  der  Entropie-Werth :  S  =  0  entspricht. 

Für  die  Entropie,  welche  ein  Kilogramm  gewöhnlicher  atmosphärischer 
Loft  bei  mittlerem  Barometerstände  (in  der  Höhe  des  Meeresspiegels)  bei  der 
Temperatur  von  Nall  Grad  Celsias  besitzt,  erh&lt  man  aus  obiger  Gleichung, 

indem  man  darin:  t; —  --—.  =  0,7734  und  p«  10333  setzt,  den  Werth: 

9)  (g  =  0,1685  lg  (10  333  .  0,7734****)  =  1,496. 

Bei  isothermischer  Ausdehnung  dieser  Luftmasse  auf  das  zehnfiache 
Volumen  wQrde  (nach  dem  Mariotte*schen  Gesetze)  der  Druck  anf  den  zdinten 
Theil  smken,  und  die  Entropie  wUrde  zunehmen  bis  anf  die  Grösse: 
10)    e  =  0,1685  lg (1033,3  .  7,734*'**)  ^  1,655. 

Bei  constantem  Volumen  verhalten  sich  die  DrClcke  wie  die  absoluten 
Temperaturen.    Hiernach  erh&lt  man  aus  Gleichung  8}  für  die  Isopiere:  v» 

——»0,7734  Kubikmeter  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlen- 

werthe:  «, 

ß«  0,720      1,108     1,496     1,884    2,27«. 
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Bei  coDStantem  Drucke  Terhalten  sich  die  Volamina  wie  die  absolaten 
Temperaturen.  Hiemach  ergeben  sich  z.  B.  far  die  Isobare:  |?  >—  10  333  Eil. 
die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 

<5  — 0,402    0,949     1,496    2,044    2,591. 

Da  bei  adiabatischer  Zustandsftnderung  die  Entropie  constant  bleibt,  so 
ergiebt  sich  aus  den  am  Schlüsse  des  §  180  berechneten  Zahlenbeispielen,  dass 
die  drei  Werihen-Combinationen: 

V  ^  0,7734      7,734      0,07734 

p  ^  10  333         402      265  600 

r—       273      106,2  701,7 

drei  Terschiedene  Zust&nde  repräsentiren,  welchen  ein  und  derselbe  Entropie- 
Werth  entspricht,  nftmlich  der  Werth:  (5  »1,496. 

Um  denjenigen  Pnnkt  der  Temperatarfläche  zu  finden,  in  wel- 
chem irgend  eine  gegebene  Isotherme:  r^sConst  yon  der  Adia- 
bate: (E  =  0  geschnitten  wird,  hat  man  die  beiden  Gleichnngen: 

»)D*  — 1      und     pt> '^RT 
für  die  beiden  Goordinaten  p  und  t>  aufzulösen;  man  erh&lt  dann 
z.  6.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

»3  —  26,37.10*^         110450  1 

D«  303.  10""       0,000  265  1 

Die  Isothermen  sind  die  Linien,  in  welchen  die  Tempe- 
ratur einen  constanten  Werth  hat,  und  die  Adiabaten  (oder 
Isentropen)  sind  die  Linien,  in  welchen  die  Entropie  einen  con- 
stanten Werth  hat  Beide  Linien -Systeme  liegen  in  der  Tempe- 
raturfläche,  und  jeder  gegebene  Punkt  dieser  Fläche  kann  dem- 
nach angesehen  werden  als  der  Durchschnittspunkt,  in  welchem 
eine  bestimmte  Isotherme:  7*»  Const  von  einer  bestimmten  Adia- 
bate: S  >=«  Gonst.  geschnitten  wird.  Statt  der  Goordinaten  p  und  v 
könnten  daher  zur  Bestimmung  dieses  Punktes  auch  die  Grössen 
T  und  iS  als  Goordinaten  gewählt  werden,  und  da  jeder  Punkt 
der  Temperaturfläche  einen  bestimmten  Zustand  der  Luftmasse  re- 
präsentirt,  so  ist  dieser  Zustand  völlig  bestimmt,  sobald  fttr  die 
beiden  Grössen  T  und  S  ihre  Werthe  gegeben  sind. 

So  z.  B.  würden  die  Werthe  r=273  und  (g=  1,496  den- 
jenigen Zustand  repräsentiren,  welcher  dem  Drucke  p  «=  10333  Eil. 
und  dem  Volumen  v  ^  0,7734  Gnbikmeter  entspricht;  ebenso  z.  B. 
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die  Werthe  r=  273  und  ®  =  1,655  denjenigeD  Zastand,  welcher 
dem  Drucke  p  =  1033,3  Kil.  und  dem  Volumen  v  =  7,734  Cubik- 
meter  entspricht.    Mittelst  der  beiden  Gleichungen: 

pv^RT    und     c,  lg  (pv*")  =  g 
können  die  Goordinaten  des  einen  Systems  jederzeit  leicht  in  die 
des  anderen  Systems  transformirt  werden. 

Während  einer  Zustande- Aenderung  der  Luftmasse  beschreibt 
der  den  Zustand  derselben  repräsentirende  Punkt  in  der  Tempe- 
raturfläche  eine  bestimmte  Bahnlinie.  Die  Art  der  Zustandsände- 
rung  kann  daher  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

11)   r-/(e) 

charakterisirt  werden,  insofern  nach  obiger  Erklärung  eine  solche 
Gleichung  immer  als  Gleichung  irgend  einer  in  der  Temperatur- 
flache  liegenden  Linie  aufgefasst  werden  kann. 

§  183. 
Isothermische  Zuttandsändening. 

Die  adiabatische  Ausdehnung  ist  (nach  §  181)  stets  mit 
einem  Sinken  der  Temperatur  verbunden.  Wenn  während  der 
Ausdehnung  die  Temperatur  unverändert  bleiben  soll,  so  muss 
der  Luftmasse  beständig  Wärme  zugeführt  werden,  welche  hierbei 
als  Wärme  verschwindend  in  die  auf  Ueberwindung  des  äusseren 
Gegendruckes  verwendete  mechanische  Arbeit  umgewandelt  wird. 
Diese  mechanische  Arbeit  kann  man  —  auf  dieselbe  Weise  wie 
p.  mit  Bezug  auf  Fig.  647  und  Fig.  648 

bereits  erklärt  wurde  —  geometrisch 
darstellen  mittelst  der  in  Fig.  649 
schrafßrten  Fläche,  welche  oben  von 
der  Isotherme:  2'= Const  begrenzt 
wird.  Für  das  Wärme-Aequivalent 
dieser  mechanischen  Arbeit  ergiebt 
sich  hiemach  derWerth: 


1)     Q  =  ^  /  p  rfi, 


■> 


Wenn  man  hierin  fttr  p  deü  aus  der 
Gleichung:  pv=^RT  zu  entneh- 
menden Werth  substituirt  und  nachher  —  unter  Berttcksichtigung 
des  Umstandes,  dass  die  Grösse  T  constant  ist  —  die  Integration 
ausfuhrt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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2)     Q'^ART    —,   oder: 


3)    Q  ^  ART  lg  (^^y 


Die  Wärme -Qaantit&t,  welche  einem  Kilogramm  Luft  von  der  absoluten 
Temperatur  J«»  273*'  bei  isotbermischer  Ausdehnung  auf  das  zehnfache  Volu- 
men zuzuführen  ist,  hat  demnach  die  Grösse: 

oq  *)7    07Q 

4)  e  =       424       ^8 1^  ==  ^^'^  Warme-Einheiten. 

Zu  dem  gleichen  Eesnltate  würde  man  mit  Benutzung  der 
Gleichung  3)  und  8)  des  vorigen  Paragraphen  gelangen,  indem  man  *. 

5)  dQ=Td(& 

setzt  und  hiemach  —  wiederum  unter  Berücksichtigung  des  Um- 
Standes,  dass  die  Grösse  T  constant  ist  —  die  Integration  ausführt; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 


r/rfg, 


6)  Q^Tjdd,    oder: 

7)  Q=r((5, -(£.),    öder:     -^-(£,-(5,. 

Wenn  in  Bezug  auf  das  oben  berechnete  Beispiel  angenommen  wird,  dass 
das  anfängliche  Volumen  v,  «  —  0,7734  war,  so  ist  nach  den  Gleichun- 

gen 9)  und  10)  des  vorigen  Paragraphen:  (S,  =  1,496  und  (5,  «  1,655  zu  setzen; 
man  erh&lt  idso  für  die  erforderliche  W&rme- Quantität  wie  oben  den  Werth: 
S)     Q  »  273  (1,655  —  1,496)  —  43,4  Wärme-Einheiten. 

Die  obige  Gleichung  zeigt,  dass  die  bei  isothermischem  Ueber- 
gange  aus  einer  gegebenen  Adiabate:  (£  =  (Ei  in  eine  zweite  ge- 
gebene Adiabate:  S  ==  S,  zuzuführende  Wärme-Quantität  stets  der 
absoluten  Temperatur  dieser  Isotherme  proportional  ist;  oder:  dass 

der  Quotient  -^  für  alle  isothermischen  Uebergänge  aus  der  ersten 

in  die  zweite  Adiabate  einen  und  denselben  Werth  annimmt 

Wenn  z.  B.  die  Ueberführung  aus  der  Adiabate:  (S=  1,496  in  die  Adia- 
bate: S«  1,655  längs  der  Isotherme:  r«2.273»546  erfolgte,  so  wftrde  die 
Wärme-Quantität:  (?»  2 .  43,4  «  86,8  Wärme-Einheiten  erforderlich  sein. 

Zugleich  erkennt  man  aus  Gleichung  3),  dass  für  alle  isother- 
mischen Uebergänge  aus  der  ersten  in  die  zweite  Adiabate  das 
AusdehnungSYerhältniss  einen  und  denselben  Werth  hat. 
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Die  oben  gefundenen  Qleichnngen  gelten  nicht  nur  für  die 
isothermische  Expansion,  sondern  anch  für  die  isothermische 
Gompression  yom  Volumen  v,  auf  das  Volumen  v^^  ftir  welchen 
letzteren  Fall  die  Grösse  Q  als  diejenige  Wärme-Quantität  anzu- 
sehen ist,  welche  der  Luftmasse  entzogen  werden  muss,  wenn 
die  Temperatur  unverändert  bleiben  soll. 

§  184. 
Allaeneine  Wirme-Qleiohung. 

Nach  §  180  (Gleichung  5)  hat  diejenige  Wärme -Quantität, 
welche  einem  Kilogramm  Luft  zugeftihrt  werden  muss,  wenn 
gleichzeitig  der  Druck  um  dp  und  das  Volumen  um  dv  vergrössert 
werden  soll,  die  Grösse: 

Wenn  man  hierin  das  eine  Mal  ftir  c^y  das  andere  Mal  ftir  Cp  den 
aus  der  Gleichung  11)  des  §  179  zu  entnehmenden  Werth  einsetzt, 
so  erhält  man  mit  Benutzung  des  in  §  178  (Gleichung  9)  ftir  das 
totale  Differenzial  von  T  angegebenen  Ausdruckes  die  Gleichungen: 

2)  dQ^^CpdT-^Avdp, 

3)  dQ  =  c,dT+Apdv. 

In  letzterer  Gleichung  kann  c»  dT  «=  du  gesetzt  werden  (nach 
§  181,  Gleichung  10);  dieselbe  zeigt  daher  in  der  Form: 

4)  dQ^dü+Apdv, 

dass  die  zugeftthrte  Wärme -Quantität  dQ  aus  zwei  Theilen  sich 
zusammensetzt,  von  denen  der  eine  Theil  du  auf  Vergrösserung 
der  inneren  Wärme  verwendet  wird,  während  der  andere  Theil 
Apdv  als  Wärme  verschwindet  und  in  Expansionsarbeit  umge- 
wandelt wird.  Für  die  ganze  Wärme -Quantität,  welche  der 
Luftmasse  während  einer  bestimmten  vorgeschriebenen  Zustands- 
änderung  zugeftihrt  werden  muss,  ergiebt  sich  hiemach  die  Glei- 
chung: 


5)     Q-^jdü+Alpdv. 


Das  erstere  Integral  hat  den  Werth  ü^  —  ü^^  hängt  also  nur  ab 
von  dem  gegebenen  Anfangszustande  und  dem  gegebenen  End- 
zustande.   Das  zweite  Integral  dagegen  hängt  zugleich  ab  von 
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der  Art  des  Ueberganges  und  kann  nur  dann  beBthnmt  werden, 
wenn  das  Gesetz  gegeben  ist,  nach  welchem  p  mit  v  sich  änderte 
während  des  Ueberganges. 

Wenn  man  nach  Beendigung  der  vorgeschriebenen  Zustands- 
ändernng  die  Luftmasse  adiabatisch  sich  ausdehnen  Hesse  so 
lange  T)is  die  Temperatur  —  und  mit  derselben  zugleich  die  innere 
Wärme  —  wieder  bis  auf  die  ursprüngliche  Grösse  abgenommen 
hat,  so  würde  dieselbe  Wärme-Quantität^  um  welche  vorher  die 
innere  Wärme  zugenommen  hatte,  hierbei  wieder  in  mechanische 

Arbeit   umgewandelt  werden. 
'^'  Das  Arbeitsäquivalent  der  gan- 

zen Wärme- Quantität,  welche 
während  der  durch  die  Linie 
AB  repräsentirten  Zustands- 
änderung  der  Luftmasse  zuge- 
ftihrt  wurde,  kann  daher  geo- 
metrisch dargestellt  werden 
durch  die  Summe  der  beiden 
in  Fig.  560  schraf&rten  Flächen, 
von  denen  die  linksseitige  das 
Integral  fpdv  darstellt,  wäh- 
rend die  rechtsseitige  das  Ar- 
beitsäquivalent der  Zunahme 
^  '        '  ^       der  inneren  Wärme  repräsentiri 

Am  Schlüsse  des  §  182  wurde  gezeigt,  dass  die  Art  der  Zu- 
standsändernng  auch  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

6)  T=f{(&)  ' 

charakterisirt  werden  kann,  oder  durch 
eine  Linie,  deren. Form  erkennen  lässt: 
nach  welchem  Gesetze  die  Tempe- 
ratur mit  der  Entropie  sich  ändert. 
Man  würde  daher,  wenn  dieses  Gesetz 
unmittelbar  gegeben  wäre,  die  Wärme- 
Quantität: 

7)  dQ  —  Trfg 

auch  auf  die  in  Fig.  661  angedeutete 
Weise  durch  den  schraffirten  Flächen- 
streifen geometrisch  darstellen  kOnnep  und  die  ganze  W%rme- 
Quantität  Q  durch  Summation  der  einzelnen  Fläcfaenstreifen  be- 


V 

'"  \ 

n^ 

\     V 

. 

Fig.  551. 
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stimmen  können.  Für  den  Fall  der  isothermischen  Zastands- 
änderang  würde  man  auf  solche  Weise  eine  Rechteckfläche 
erhalten,  deren  Inhaltsberechnnng  wieder  zu  dem  in  Gleichung  7) 
des  vorigen  Paragraphen  für  diesen  Fall  gefandenen  Werthe  führen 
würde. 

§  1S5. 
Basohleanigte  Expansion. 

Bei  allen  bisher  untersuchten  Fällen  wurde  vorausgesetzt:  dass 
die  Zustandsänderung  mit  sehr  geringer  Geschwindigkeit  erfolgte, 
und  dass  der  von  aussen  her  auf  den  Kolben  wirkende  Druck  stets 
diejenige  Grösse  hatte,  welche  den  jedesmaligen  Gleichgewichts- 
bedingungen der  eingeschlossenen  Luftmasse  entsprach.  So  lange 
diese  Voraussetzung  erfüllt  blieb,  durfte  die  bei  irgend  einer  Zu- 
standsänderung stattfindende  Verschiebung  des  Kolbens  stets  als 
eine  gleichförmige  Bewegung  betrachtet  werden,  und  —  wie 
am  Schlüsse  des  §  181  gezeigt  wurde  —  konnte  in  diesem  Falle 
durch  alleinige  Zuführung  von  Arbeit  (ohne  gleichzeitige  Zu- 
führung oder  Entziehung  von  Wärme)  niemals  eine  Versetzung  des 
Zustandspunktes  der  Luftmasse  in  eine  andere  Adiabate,  d.h. 
eine  Aenderung  ihrer  Entropie  hervorgebracht  werden. 

Wenn  dagegen  der  von  aussen  her  auf  den  Kolben  wirkende^ 
Druck  grösser  oder  kleiner  ist  als  der  Gleichgewichtsdruck  der 
eingeschlossenen  Luftmasse,  so  wird  eine  beschleunigte  Bewe- 
gung des  Kolbens  —  in  der  Richtung  nach  innen  oder  in  der  Rich- 
tung nach  aussen  hin  —  stattfinden,  und  in  diesem  Falle  wird 
auch  ohne  Wälme-Zufllhrung  oder  -Entziehung  —  durch  alleinige 
Zuführung  einer  (positiven  oder  negativen)  Arbeitsgrösse  —  eine 
Aenderung  der  Entropie  hervorgebracht  werden  können.  Es  lässt 
sich  jedoch  nachweisen:  dass  diese  Aenderung  stets  nur  eine  Zu- 
nahme —  niemals  aber  eine  Abnahme  sein  kann. 

Bei  adiabatischer  —  langsam  und  allmählich  erfolgender 
—  Ausdehnung  kann  die  Bewegung  des  Kolbens  als  eine  gleich- 
förmige betrachtet  werden.  Die  der  Luftmasse  entzogene  auf  den 
Kolben  übertragene  Arbeit  würde  in  diesem  Falle  (nach  Fig.  548) 
durch  die  von  der  Adiabate  begrenzte  Fläche  geometrisch  darzu- 
stellen sein.  Bei  dieser  Art  der  Ausdehnung  würde  der  Druck 
allmählich  von  Pi  bis  p^  und  die  Temperatur  von  T^  bis  auf  T^ 
sinken.  Wenn  statt  dessen  ein  anderes  Mal  angenommen  wird, 
dass  der  äussere  Druck  plötzlich  von  p^  hisp  sinkt  und  während 
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Fig.  552. 


des  alsdann  eintretenden  beschleunigten  Znrttckweichens  des 
Kolbens  den  constanten  Werth  p  beibehält,  so  ergiebt  sich  für  die 
von  der  Lnftmasse  auf  den  Kolben  übertragene  Arbeit  der  Werth: 

1)  ^^p{%-v,). 

Diese  in  Fig.  662  durch  die  schraffirte  Rechteckfläche  darge- 
stellte Arbeit  wird  immer  kleiner  sein  als  die  adiabatische  Arbeit, 

sobald  —  wie  hier  einstweilen 
vorausgesetzt  werden  soll  —  der 
constante  Druck  p  kleiner  ist  als 
der  Druck  ft,  welcher  nach  Be- 
endigung der  adiabatischen 
Ausdehnung  eingetreten  sein 
würde.  Denkt  man  sich  nunmehr 
nach  dem  Uebergange  der  Luft- 
masse aus  dem  Volumen  t\  in  das 
Volumen  t,  das  Zurückweichen 
des  Kolbens  durch  irgend  ein  Be- 
wegungshindemiss  (z.  B.  eine  Ver- 
engung des  Cylinders  an  dieser 
Stelle)  plötzlich  gehemmt,  so  erkennt  man,  dass  bei  nachher  ein- 
tretendem Gleichgewichtszustande  die  Luftmasse  eine  Isotherme  T 
erreichen  wird,  welche  höher  liegt  als  diejenige  Isotherme  T^y 
welche  die  Luftmasse  bei  adiabatischer  Ausdehnung  erreicht 
haben  würde.  Denn  von  der  inneren  Wärme  der  Luftmasse  wurde 
im  vorliegenden  Falle  nur  der  Theil: 

2)  Q  =  Ap{v,-v,) 

in  äussere  Arbeit  umgewandelt  Indem  man  diese  Grösse  dem  Ver- 
luste an  innerer  Wärme  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

3)  e^{T,-T)~Ap{v,-v,\ 

aus  welcher  flir  die  wirklich  erreichte  Endtemperatur  der  folgende 
Werth  sich  ergiebt: 


4)     T=2\ 


Ap  (t^a  —  ^i) 


Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  T—  T^  wird,  wenn  der 
constante  Gegendruck  p  die  Grösse  Null  hatte.  In  diesem  Falle 
wird  die  Temperatur  der  Luftmasse  trotz  erfolgter  Volumen- Ver- 
grösserung  wieder  bis  zur  Isotherme  des  Anfangszustandes  hinauf- 
steigen, und  aus  dem  in  §  182  für  den  Fall  einer  isothermischen 
Ausdehnung  berechneten  Zablenbeispiele  ergiebt  sich,  dass  mit 
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einer  solchen  Zustands-Aendenmg  immer  eine  Versetzung  in  eine 
höhere  Adiabate,  d.h.  eine  Vergrössernng  der  Entropie  ver- 
bunden ist. 

Wenn  z.  B.  ein  Kilogramm  gewöhnlicher  atmosphärischer  Luft  (?om  Drucke 
^j  «  10  333  Eil.,  Yom  Volumen:  v  =  0,7734  Cubikmeter  und  von  der  Temperatur 
r«.  273^)  plötzlich  ohne  Gegendruck  auf  das  Zehnfache  des  ursprünglichen  Vo- 
lumens sich  ausdehnte,  so  würde  (nach  §  182)  die  Entropie  von  der  Grösse  1,496 
bis  zu  der  Grösse  1,655  zunehmen. 

§  186. 
Beschleunigte  Compression. 

Bei  langsam  und  allmählich  erfolgender  adiabatischer  Com- 
pression vom  Volumen  v^  auf  das  kleinere  Volumen  v^  würde  ein 
dem  Laufe  der  adiabatischen  Curve  entsprechendes  allmähliches 
Anwachsen  des  Druckes  Yon  der  ursprünglichen  Grösse  p^  bis  zur 
Grösse  Pi  stattfinden,  und  nach  Fig.  648  würde  die  von  der  Adia- 
bate selbst  begrenzte  Fläche  die  der  Luftmasse  hierbei  zugeflihrte 
Arbeitsgrösse  darstellen. 

Wenn  dagegen  ein  anderes  Mal  der  äussere  Druck  plötzlich 
von  der  Grösse  p^  bis  zur  Grösse  P  gesteigert  wird  und  während 

des  dadurch  bewirkten  beschleu- 
Fig.  553.  uigten  Vorrückens  des  Kolbens 

den  Constanten  Werth  P  beibe- 
hält, so  wird  der  Luftmasse  eine 
Arbeit  zugeflihrt  von  der  Grösse: 

1)  a  =  P(r,-i^,). 

Diese  in  Fig.  553  durch  die  schraf- 
firte  Eechteckfläche  dargestellte 
Arbeit  wird  immer  grösser  sein 
als  die  adiabatische  Arbeit,  wenn 
— wie  hier  vorausgesetzt  wird— 
der  constante  Druck  P  grösser 
ist  all?  derjenige  Druck  p^ ,  wel- 


eher  nach  Beendigung  der  adia- 
bati seihen  Compression  eingetreten  sein  würde. 

Denkt  man  sich  nach  dem  Uebergange  der  Luftmasse  in  das 
kleinere  Volumen  v,  das  Vorrücken  des  Kolbens  plötzlich  gehemmt, 
so  erkennt  man,  dass  bei  nachher  eintretendem  Gleichgewichts- 
zustande der  Zustandspunkt  der  Luftmasse  eine  Isotherme  T  er- 
reichen wird,   welche   höher   liegt  als   diejenige  Isotherme  T,, 
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welche  die  Luftmasse  bei  langsamer  adiabatischer  Compression 
erreicht  haben  würde.  Indem  man  das  Wärme -Aequivalent  der 
oben  gefundenen  Arbeitsgrösse  dem  Zuwachse  der  inneren  Wärme 
gleich  setzty  erhält  man  die  Gleichung: 

2)     AP{v,^v,)^c^{T^r^, 

aus  welcher  fbr  die  erreichte  End- Temperatur  der  folgende  Werth 
sich  ergiebt: 

3)   r^r,+  ^^^'^'~"-^> 
^. 

Um  diejenige  Grösse  zu  finden,  welche  der  constante  äussere 
Druck  P  haben  musste,  damit  der  nachherige  Gleichgewichtsdruck 
der  Luftmasse  ebenfalls  gleich  F  werd^,  hat  man: 
4)    Pv.^RT 

zu  setzen  und  hierin  für  T  den  oben  gefundenen  Werth  zu  sub- 
stituiren.    Man  erhält  dann  eine  Gleichung,  welche  ftlr  P  aufge- 
löst die  folgende  Form  annimmt: 
c^RT^ 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung:  RT^^^p^v^  setzt,  so  erhält 
man  durch  Auflösung  derselben  flir  das  dem  obigen  Werthe  von 
P  entsprechende  Compressionsverhältniss  den  Werth: 

AR  +  c.J^ 
""^     V,  AR  +  c^ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  das  Yerhältniss  -p-  nur  abhängt 
von  dem  Druck-Verhältniss  -^>  nicht  aber  von  der  abso- 
luten Grösse  des  ursprünglichen  Druckes. 

Wenn  z.  B.  die  Luftmasse  ursprünglich  im  Zustande  der  gewöhnlichen 
atmosphärischen  Luft  sich  befand  (entsprechend  den  Werthen:  p^  =  10333  KU., 
v^  ^  0'",7734,  Ja «  2n%  und  der  äussere  Druck  plötzlich  auf  10  Atmosphären 

gesteigert  wird,  so  ist  -£f-  =  —  zu  setzen,  und  es  wird  ^  =  0,36165,  oder 

v^  =. 0f",2S.  Dem  Drucke  P—  10 .  10333 Kil.  und  dem  Yofumen  v^  —  0<»2S 
entspricht  die  Temperatur  7^-987^  und  nach  §  182  findet  man,  dass  bei  dieser 
Compression  die  Entropie  der  Luftmasse  Yon  1,496  bis  1,643  zunimmt,  während 
bei  adiabatischer  Compression  d.  h.  bei  constant  bleibender  Entropie  das  Vo- 
lumen bis  auf  die  Grösse  v^  —  0,1953  v,  abnehmen,  und  die  Temperatur  bis  zu 
der  Grösse  Jj  =  533®  zunehmen  würde,  wenn  der  Druck  bis  auf  das  Zehnfache 
zunähme. 
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Die  obige  Gleichaog  zeigt,  dass  mit  allmählich  wachsendem 
Werthe  der  OrOsse  P  das  YolameD-Yerhältniss  einem  bestimmten 
Qrenzwerthe  sich  nähert,  welchen  dasselbe  niemals  überschreiten 
kann;  denn  ftlr  P=(X)  wird: 

'^     V,        AR^rc,  c^,  3,44 

Hieraus  folgt,  dass  selbst  bei  Anwendung  einer  unendlich  grossen 
Druckkraft  P  es  nicht  möglich  sein  würde,  eine  bleibende  Com- 
pression  heryorzubringen  auf  ein  Volumen : 

'  8)    t',  < 


3,44 


Fig.  &&4. 


Flg.  555. 


während  bei  allmählicher  Steigerung  des  Druckes  —  entspre- 
chend dem  Laufe  der  adiabatischen  Curve  —  jede  beliebige  blei- 
bende Compression  hervorgebracht  werden  kann. 

Die  oben  gefundenen  Gleichungen  können  auch  auf  den  in 
Fig.  554  und  Fig.  555  dargestellten  Fall  angewendet  werden,  bei 

welchem  angenommen  ist,  dass  die 
Eolbenfläche  1  Quadratmeter  beträgt 
und  dass  eine  auf  den  Kolben  gelegte 
schwere  Masse  durch  ihr  Gewicht 
den  äusseren  Druck  gegen  die  ein- 
geschlossene Luftmasse  hervorbringt. 
Diese  Belastung  hatte  anfänglich  die 
in  Fig.  554  angegebene  Grösse  p^  und 
wird  durch  Auflegen  eines  Ueberge- 
wichtes  plötzlich  bis  zu  der  Grösse 
P  gesteigert.  In  Folge  dessen  wird 
der  Kolben  sinken  und  nach  Schwin- 
gungen von  abnehmender  Amplitude  schliesslich  in  einer  neuen 
Gleichgewichtslage  (Fig.  555)  zur  Ruhe  gelangen  —  insofern  mit 
jeder  Schwingung  eine  ungleichförmige  Zustandsänderung  der 
Luftmasse,  folglich  eine  Zunahme  der  Entropie,  oder  ein  Um- 
satz von  lebendiger  Kraft  der  schwingenden  Bewegung  in  Wärme 
verbunden  sein  wird- 

Nach  eingetretenem  Ruhezustande  wird  die  von  der  Höhe  A, 
bis  auf  die  Höhe  h^  herabgesunkene  Belastung  die  mechanische 
Arbeit  i 

9)    P{v,-v,)  =  P{K-k,) 

verrichtet  haben,  und  die  innere  Wärme  wird  nm  das  Wärme- 


i 
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1 

2J 

1      1 
1      1 

1      1 
1      1 

"p 
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Aequivalent  dieser  Arbeitsgrösse  zugenommen  haben.  Ans  deit 
oben  gefundenen  Oleichungen  ergiebt  sich  demnach^  dass  es  unter 
den  hier  vorausgesetzten  Bedingungen  niemals  möglich  sein  wird, 
eine  bleibende  Senkung  des  Kolbens  b^s  auf  eine  Höhe: 

zu  bewirken  —  wie  gross  auch  immer  das  auf  den  Kolben  ge- 
legte Gewicht  P  gewählt  werden  möge. 

§  187. 
Zunahme  der  Entropie  bei  Temperatur-Aasoieichungen. 

Wenn  einer  Luftmasse  von  der  Temperatur  T  die  Wärme- 
Quantität  dQ  entzogen  wird,  und  diese  Wärme -Quantität  einer 
anderen  Luftmasse  von  der  Temperatur  t  zugefilhrt  wird,  so  ver- 
mindert sich  die  Entropie  der  ersteren  um  die  Grösse  ~-^9  wäh- 
rend die  Entropie  der  letzteren  um  die  Grösse  —j-  zunimmt 

Die  Gesammt-Entropie  der  beiden  Luftmassen  wächst  also  um  die 
Grösse: 

welche  stets  positiv  ist,  sobald  T  grösser  ist  als  t^  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll.  Hieraus  folgt,  dass  mit  jedem  Wärme- Ueber- 
gange  von  einem  wärmeren  Theile  zu  einem  kälteren  Theile 
eine  Zunahme  der  Entropie  des  Ganzen  verbunden  sein  wird. 

Nach  §  181  und  §  182  ergeben  sich  resp.  fttr  Druck,  Volumen, 
absolute  Temperatur,  Entropie  und  innere  Wärme  eines  Luftkilo- 
grammes  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 


>,  ==  10  333 

j»,  =  10  333 

p,  =  0,7734 

»,  =  1,5468 

T;  ==  273 

2\  =  546 

(g,  =  1,496 

(£,  =  1,661 

b\   =  46 

h\  =  92 

Denkt  man  sich  ein  Kilogramm  Luft  (Nr.  1)  in  dem  durch  den 
Index  nEins''  charakterisirten  Zustande  und  ein  anderes  Kilogramm 
Luft  (Nr.  2)  in  dem  durch  den  Index  „Zwei''  charakterisirten  Zu- 
stande, so  ergiebt  sich  für  die  Entropie,  welche  diese  beiden  Luft- 
massen  zusammengenommen  besitzen,  der  Werth: 
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2)  (g.+e,  =  3,157. 

Wenn  diese  beiden  Luftmassen  —  anfänglich  durch  eine 
Scheidewand  getrennt  —  zusammen  in  einem  und  demselben  6e- 
f  ässe  sich  befinden,  dessen  unbeweglich  vorausgesetzte  Wände  ilir 
Wärme  undurchdringlich  sind,  so  wird  nach  Beseitigung  jener 
Scheidewand  eine  Temperatur- Ausgleichung  eintreten,  bei  welcher 
die  gesammte  innere  Wärme: 

3)  L\  +  L\  =  ldS 

nunmehr  gleichförmig  auf  die  ganze  Masse  sich  yertheilen  wird. 
Nach  erfolgter  Temperatur -Ausgleichung  wird  jede  von  den  bei- 
den Luftmassen  das  Volumen: 

4)  .=A+il^,,i6, 

die  innere  Wärme:  Z7=69  und  die  überall  gleiche  Temperatur: 

5)  r=-Zi_±LZk  =  409,5 

besitzen,  während  der  Druck  die  Grösse  p  =  10  333  unverändert 
beibehalten  hat.  Diesen  Werthen  entspricht  nach  §  182  der  En- 
tropiewerth:  C  =  1,593  für  jedes  Kilogramm.  Während  der  Tem- 
peratur-Ausgleichung wächst  also  die  Entropie  des  Ganzen  von 
der  Grösse:  (S»  +  ©,=  3,157  bis  zu  der  Grösse: 

6)  2(£  =  3,1S6. 

In  den  vorigen  beiden  Paragraphen  wurde  gezeigt,  dass  auch 
Zustands-Aenderungen,  welche  auf  rein  mechanischem  Wege  — 
d.  h.  ohne  gleichzeitige  Wärme-Zuftthrung  —  hervorgebracht  wer- 
den, mit  einer  Vergrösserung  der  Entropie  verbunden  sein  können; 
dass  jedoch  eine  solche  Vergrösserung  der  Entropie  immer  nur 
dann  eintreten  wird,  wenn  jene  Zustands-Aenderungen  mit  Be- 
schleunigung stattfinden.  Diese  letztere  Einschränkung  fällt 
weg,  sobald  man  die  bis  dahin  gemachte  Voraussetzung  fallen 
lässt,  nach  welcher  die  Luftmasse  stets  ein  zusammenhängendes 
Ganzes  bilden  sollte. 

Das  obige  Beispiel  zeigt  nämlich :  dass  auch  eine  Reihe  von 
gleichförmigen  mechanischen  Veränderungen  eine  Vergrösse- 
rung der  Entropie  zur  Folge  haben  bann.  Denn  einen  solchen 
Zustand  ungleichförmiger  Wärme- Vertheilung,  wie  derselbe  oben 
als  Anfangszustand  angenommen  wurde,  könnte  man  bei  einer 
Luftmasse  von  ursprünglich  tiberall  gleicher  Temperatur  z.  B.  auch 
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dadurch  heryorbringen,  dass  man  zuerst  die  eine  Hälfte  adia- 
batisch comprimirt  und  dieselbe  nach  Abgabe  eines  Theiles  der 
gewonnenen  inneren  Wärme  an  die  andere  Hälfte  nachher  wie- 
derum adiabatisch  so  lange  sich  ausdehnen  lässt,  bis  der  Druck 
in  beiden  Hälften  dieselbe  Grösse  angenommen  hat.  Mit  dem  hier- 
nach eintretenden  Wärme-Uebergange  von  der  wärmeren  auf  die 
kältere  Hälfte  wird  —  ebenso  wie  mit  jenem  schon  früher  erfolg- 
ten Wärme-Uebergange  —  ein  Wachsen  der  Entropie  des  Ganzen 
yerbunden  sein,  obwohl  jene  auf  mechanischem  Wege  herbeige- 
flihrte  anfängliche  Compression  und  nachherige  Expansion  als 
gleichförmige  Znstands- Aenderungen  vorausgesetzt  wurden. 

Denkt  man  sich  z.  B.  in  Fig.  656  den  Kolben  A  für  Wärme 
undurchlässig,  den  Kolben  C  dagegen  ftlr  Wärme  durch- 
lässig, so  erkennt  man:  dass 

^^'  ^^' ,     bei   langsam   und   gleichförmig 

stattfindender  Verschiebung  des 
ersteren  yon  A  nach  B  die  En- 
"5  2  '  tropie  der  in  dem  ganzen  Cylin- 
der  enthaltenen  Luftmasse  resp. 
zunehmen  oder  constant  bleiben  wird,  jenachdem  der  Kolben 
C  als  unbeweglich  oder  als  beweglich  yorausgesetzt  wird. 
Im  ersteren  Falle  wird  ausschliesslich  die  zwischen  den  beiden 
£olben  befindliche  Luftmasse  eine  Compression  erleiden.  Dieselbe 
wird  alsdann  einen  Theil  ihrer  gewonnenen  inneren  Wärme  an 
die  andere  Luftmasse  abgeben,  und  mit  diesem  Wärme-Uebergange 
ist  eine  Zunahme  der  Entropie  des  Ganzen  yerbunden.  Im  anderen 
Falle  dagegen  wird  die  Luftmasse  als  Ganzes  eine  adiabatische 
Compression  erleiden,  bei  welcher  ihre  Entropie  constant  bleibt. 

Auch  bei  den  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten  Vorgängen 
kann  als  letzte  Ursache  der  Entropie- Vergrösserung:  derWärme- 
Uebergang  von  einem  wärmeren  zu  einem  kälteren  Theile  der 
Luftmasse  angesehen  werden,  insofern  bei  jener  beschleunigten 
Bewegung  des  Kolbens  angenommen  werden  darf,  dass  die  von 
demselben  weiter  entfernten  Lufttheilchen  noch  ihre  ursprüngliche 
Temperatur  beibehalten  haben  werden,  während  die  dem  Kolben 
zunächst  liegenden  Theilchen  schon  eine  Temperatur -Aenderung 
erlitten  haben,  welche  dann  allmählich  auch  auf  die  ersteren  sich 
übertragen  wird. 

Die  Untersuchungen  dieser  letzteren  Paragraphen  führen  somit 
zu  dem  Schlüsse:  dass  bei  einer  allseitig  von  adiabatischen  — 
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ganz  oder  theilweise  beweglichen  —  Wandflächen  nmschlossenen 
Loftmasse  immer  nur  solche  Zustands-Aenderungen  heryorgebracht 
werden  können^  bei  welchen  die  Entropie  entweder  constant  bleibt 
oder  zunimmt.  Niemals  aber  wird  es  möglich  sein,  durch  irgend 
welche  Manipulationen  eine  Zustands-Aenderong  herbeizuführen, 
mit  welcher  eine  Abnahme  der  Entropie  yerbunden  sein  würde. 

§  188. 
Curven  oomtairter  apeoillscher  WSrme. 

Nach  §  178  kann  jede  gegebene  stetige  Zustands-Aenderung 
der  Lnftmasse  als  eine  Bewegung  des  ihren  Zustand  repräsentiren- 
den  Punktes  in  der  Temperaturfläche  längs  einer  gegebenen  krum- 
men Linie  aufgefasst  werden.  Im  Allgemeinen  wird  jede  solche 
Zustands-Aenderung  yon  einer  (positiyen  oder  negatiyen)  Tempe- 
ratur-Erhöhung und  yon  einer  (positiyen  oder  negatiyen)  Wärme- 
zuftihrung  begleitet  sein.  Wenn  fttr  irgend  ein  bestimmtes  Weges- 
Element  die  Temperatur -Zunahme  onit  dT  und  die  zugeftlhrte 
Wärmequantität  mit  dQ  bezeichnet  wird,  so  kann  der  Quotient: 

1)    ^^X 

als  diejenige  Wärmequantität,  welche  unter  gleichen  Umständen 
eine  Temperaturzunahme  von  1  Grad  hery orbringen  wtlrde,  die 
specifische  Wärme  der  Luft  fUr  die  jenem  Weges-Elemente  ent- 
sprechende specielle  Art  der  Zustands-Aenderung  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  die  obige  Gleichung  fUr  jedes  der  auf  einan- 
der folgenden  Bahn -Elemente  aufgestellt,  so  erkennt  man,  dass 
der  Quotient  X  eine  Grösse  ist,  welche  im  Allgemeinen  während 
der  Bewegung  stetig  sich  ändern  wird.  Je  nach  der  Form  des 
yorgeschriebenen  Weges  wird  diese  Aenderung  der  Grösse  l  in 
einem  Wachsen  oder  Abnehmen  derselben  bestehen  können, 
und  man  tiberzeugt  sich  leicht,  dass  es  für  jene  Bahnlinie  auch 
solche  Formen  geben  muss,  bei  welchen  die  Grösse  X  weder  zu- 
nimmt noch  abnimmt.  Eine  solche  Linie,  fUr  deren  Elemente  der 
Quotient  X  überall  denselben  Werth  annimmt,  kann  eine  „Curye 
constanter  specifischer  Wärme"  genannt  werden,  und  die 
Gleichung  dieser  Linie  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ableiten. 

Der  Gleichung  1)  kann  man  nach  Substitution  des  in  §  178 
(Gleichung  9)  für  dl"  angegebenen  Werthes  auch  die  folgende  Form 
geben: 
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2)  dQ  =  -^(vdp+pdv). 

Für  diejenige  Wärmequantität,  welche  erforderlich  ist,  um  gleich- 
zeitig die  Drackzunahme  dp  und  die  Volnmenzanahme  dv  hervor- 
znbringen,  wurde  in  §  180  (Gleichung  5)  der  Ausdruck  gefunden: 

c  ü  rfo  +  c  p  dv 

3)  dQ=^    '     \   '"^ 

Durch  Oleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  erhält  man  eine 

c 
Qleichung,  welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes:  -^  =  A 

die  folgende  Form  geben  kann:  "" 

Da  die  Grösse  l  der  Voraussetzung  nach  einen  von  den  Grössen 
p  und  V  unabhängigen  Werth  haben  sollte ,  so  ist  der  Quotient: 
kc—k 

ebenfalls  als  eine  constante  Grösse  zu  behandeln,  und  man  gelangt, 
indem  man  nach  Substitution  dieses  Werthes  die  Integration  aus- 
fllhrt,  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


8) 


Pi      \^J 


Die  Horizontalprojection  der  Curve,  welche  der  den  Zustand  der 
Luflmasse  repräsentirende  Punkt  in  d^r  Temperaturfläche  durch- 
laufen muss,  wenn  die  Grösse  k  constant  bleiben  soll,  entspricht 
also  der  Gleichung*): 

9)    pv''  =  Const.  =  p,  i\  =  p^v'^ , 
und  nach  Gleichung  5)  hat  bei  dieser  Art  der  Zustands-Aenderung 
die  specifische  Wärme  der  Luft  den  constanten  Werth: 


*)  Yei^l.  Z  euner:  „Gmndzüge  der  mechanischen  W&rmetheorie".   2.  Aufl. 
S.  145  and  S.  213. 
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10)     X 


"'^{t^} 


Aas  dieser  Oleicbnng  ergebeo  sich  für  die  beiden  Grössen  r 
und  A  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 


r  = 

0 

1 

k 

oo 

;i  = 

''p 

oo 

»    0 

«^r 

p  -=  Const. 

r=  Const. 

(5  >=  Const. 

V  "=  Const 

Wenn  die  Zustands-Aenderong  dem  obigen  Gesetze  gemäss 
erfolgt,  so  kann  die  zum  Hervorbringen  der  Temperatur-Erhöhong 
jTa  —  T^  erforderliche  Wärmequantitat  berechnet  werden  ans  der 
Gleichung: 

11)     Q_i(7;~7;). 

Fttr  diese  Wärmequantitat  ergiebt  sich  ein  negativer  Werth, 
wenn  die  Grösse  l  selbst  negativ  (und  zugleich  T^ —  T,  positiv) 
ist.   Nach  Gleichung  10)  entspricht  dem  Falle: 


Fig.  667. 


12) 


<* 


Const 


>1 
eine  negative  speci- 
fische  Wärme.  Wenn 
also  die  Gonstante  r 
zwischen  den  Wer- 
then  1  und  1,41  liegt 
—  entsprechend  dem 
in  Fig.  667  durch  die 
punktirte  Linie  dar- 
gestellten Falle  —  so 
wird  eine  Tempera- 
tur-Erhöhung mit 
einer  Wärme -Ent- 
ziehung verbunden 
sein,  und  eine  Tem- 
peratur- Erniedri- 
gung mit  einer 
Wärme-Zuführung. 
Nach  §  182  wird  durch  die  zugeführte  Wärmequantität  dQ 
eine  Zunahme  der  Entropie  hervorgebracht  von  der  Grösse: 
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13)  rf(g  =  -^. 

Wenn  man  hierin  für  dQ  den  aus  Gleichung  1)  zu  entnehmenden 
Werth  einsetzt  und  alsdann  die  Integration  ausführt,  so  erhält  man 
die  Gleichungen: 

«2  Ti 

14)  fd^  =  xf-^^ 

15)  (g,_e.-ng(^). 

Bei  dem  Uebergange  aus  der  Isotherme  T,  in  die  Isotherme  T^ 
wächst  also  die  Entropie  stets  um  dieselbe  Grösse  —  wo  auch 
immer  dieser  Uebergang  stattfinden  möge  —  vorausgesetzt,  dass 
derselbe  dem  obigen  Gesetze  gemäss  erfolgt. 

Nach  Substitution  des  Werthes:  pr  =-  Ä  T  kann  man  der  Glei- 
chung 9)  auch  die  folgende  Form  geben : 

^      16)     Tt)' -'  —  Const.  =  ?;<-*=  Ty-\ 
und  wenn  man  hiemach  das  Verhältniss  der  Temperatur  durch 
das  Verhältniss  der  Volumina  ausdrückt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: .     . 

17)  (g^-.g,  =  A(r-l)lg^^j, 

welcher  man  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  10)  ftir  /  angegebenen 
Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

18)  (g,_(g^  =  c..(A_r)lg(^). 

Bei  gegebenem  Werthe  von  r  entspricht  also  dem  Volumen- Ver- 

grösserungsverhältniss:  71  =  -^  stets  dieselbe  Zunahme  der  En- 

tropie  —  wie  auch  immer  der  Anfangszustand  beschaffen  gewesen 
sein  mochte.  —  Der  Werth  r  =  ft  entspricht  der  adiabatischen  Zu- 
stands- Änderung,  und  fttr  diesen  Fall  wird  (gj  — S,  =  0.  Der  Werth 
rae  1  entspricht  dem  Falle  der  isothermischen  Zustands-Aende- 
rung,  und  für  diesen  Fall  erhält  man  (in  Uebereinstimmung  mit 
dem  in  §  183  gefundenen  Resultate)  die  Gleichung: 

19)  (g,_g,=-(c  -e,)lg(^),   oder: 

20)  (g.-e,  =  ^4Älg(-^)=-|r. 
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§  189. 
Ideale  Gase. 

Die  für  atmosphärische  Luft  gefundenen  Gleichungen  können 
auch  auf  die  anderen  sogenannten  permanenten  Oase  angewendet 
werden,  sobald  man  darin  für  die  Constanten  iZ,  c^,  c^  die  ent- 
sprechend veränderten  numerischen  Werthe  einsetzt ,  welche  ans 
der  nachfolgenden  Tabelle*)  zu  entnehmen  sind. 

Atm.  Luft  Stickstoff  Sauerstoff  Wasserstoff 

R  =  29,272  30,134  26,475  422,612 

c^  =    0,168  47  0,172  73  0,155  07          2,412  26 

c^  =    0,237  51  0,243  80  0,217  51          3,4090. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Temperaturfläche  würde  hier- 
nach z.  B.  für  Wasserstoff  die  folgende  Form  annehmen: 


1)    ^-422,612. 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  ftlr  das  Volumen,  welcBes  ein 
Kilogramm  Wasserstoff  bei  atmosphärischem  Drucke  und  einer 
Temperatur  von  Null  Grad  Celsius  besitzt,  der  Werth: 

^.  273  .  422,612         ,,,.or.i.-i       * 

2)  V  = ' =  11,162  Cubikmeter. 

Nach  §  182  (Gleichung  8)  hat  ein  Kilogramm  Wasserstoff  in  diesem 
Zustande  eine  Entropie  von  der  Grösse: 

3)  «  =  2,412  26  lg(lO  333  .  11,162^'**)  =  30,52. 

In  der  Temperaturfläche  des  Wasserstoffes  entspricht  der  Durch- 
schnittspunkt der  Isotherme :  T  =  273  mit  der  Adiabate  (oder 
Isentrope):  (5  =  0  den  Coordinaten: 

Po  =  205  630  .  lO"     und    ^  =  0,561  .  10~  ^\ 
Die  Wärmemenge,  welche  erforderlich  sein  würde,  um  das  Wasser- 
stoffkilogramm aus  der  Isentrope:  S=0  in  die  Isentrope:  S  =  30,52 
längs  der  Isotherme:  r=273  überzuführen,  hat  (nach  §  183)  die 
Grösse: 

4)  Q  =  273  .  30,52  =  8332  Wärme-Einheiten, 

während  die  UeberfÜhrung  längs  der  Isotherme:  T=  V  nur  30,52 
Wärme-Einheiten  beanspruchen  würde. 


*)  Zeuner:   „GrundzQge  der  mechanischen  W&rmetheorie*.    2.  Aoflage. 
Neuer  Abdruck. 
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Die  in  der  obigen  Tabelle  aufgeführten  Stoffe  wurden  früher 
„permanente  Gase*'  genannt,  insofern  es  bis  vor  Kurzem  nicht  ge- 
lungen war,  dieselben  in  den  tropfbar  flüssigen  und  festen  Aggre- 
gatzustand überzuführen.  Nachdem  jedoch  die  am  Schlüsse  des 
Jahres  1877  von  L.  Cailletet  und  Raoul  Pictet  gemachten  Ent- 
deckungen gezeigt  haben,  dass  diese  Stoffe  ebenfalls  dem  Wechsel 
des  Aggregatzustandes  unterworfen  sind,  erweist  sich  jene  Benen- 
nung nicht  mehr  als  zutreffend.  Die  für  atmosphärische  Luft  als 
Repräsentanten  der  sogenannten  Gase  gefundenen  Gleichungen  sind 
daher  nur  innerhalb  eines  beschränkten  Gebietes  der  Temperatur- 
fläche als  gültig  zu  betrachten,  und  bei  Anwendungen  auf  extreme 
Fälle  wird  man  nicht  mehr  erwarten  dürfen,  dass  die  Resultate 
der  Rechnung  mit  den  Resultaten  der  Erfahrung  genau  überein- 
stimmen. Die  gefundenen  Gleichungen  würden  vielmehr  nur  für 
ein  sogenanntes  nvollkoinmenes'*  oder  „ideales*"  Gas  in  aller 
Strenge  als  gültig  zu  betrachten  sein;  d.  h.  für  eine  Gasart,  welche 
man  sich  so  beschaffen  denkt,  dass  die  Grössen:  i2,  e^,,  c^  für  die- 
selbe unter  allen  Umständen  als  constant  bleibend  vorausgesetzt 
werden  dürfen. 

Die  Gleichung  11)  des  §  179  zeigt:  dass  die  Differenz  der 
beiden  specifischen  Wärmen  c^,  und  c,,  jedenfalls  constant  sein 
würde,  wenn  die  Grösse  E  constant  wäre.  Wenn  also  ausserdem 
auch  das  Verhältniss  jener  beiden  Grössen  als  constant  ange- 
nommen werden  dürfte,  so  würde  auch  jede  von  den  beiden  Grös- 
sen e,  und  c^^  selbst  als  constant  angesehen  werden  dürfen.  Ein 
sogenanntes  „vollkommenes"  oder  „ideales*'  Gas  würde  hiemach 
definirt  werden  können  als  ein  Gas,  für  welches  die  beiden  Grös- 
sen R  und  k  unter  allen  Umständen  constant  bleiben. 

§  190. 
Stabiler  und  labiler  Gieichgewlohtaziwtand  der  Atmosphäre.'^) 

Wenn  mit  y  das  Gewicht  eines  Cnbikmeters  Luft,  und  mit  p 
der  Luftdruck  in  der  Höhe  z  über  der  Meeresfläche  bezeichnet 
wird,  so  ist  nach  §  160: 

1)    dp  =  —  ydx 
zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  y  den  aus  der  Gleichung  12) 


*)  Vergl.  Reye:  „Die  Wirbelstürme,  Toniados  und  Wetten&alen  in  der 
Erdatmosphäre*.    Hannover.    Carl  Rümpler.    1872. 
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des  §  177  zu  entnehmenden  Werth  substitnirt,  8o  erhält  man  die 
Gleichung: 

n  *  — ^- 

Da  im  Allgemeinen  anzunehmen  ist,  dass  die  Temperatur  der 
atmosphärischen  Luft  mit  der  Höhe  tlber  der  Meeresfläche  sich 
ändert  so  ist  die  Grösse  T  als  eine  Function  von  z  zu  betrachten, 

und  der  Diflferenzialquotient  -j-  bedeutet  die  Temperaturzunahme 

pro  Längeneinheit  der  Höhenzunahme.  Wenn  in  Wirklichkeit  das 
Gesetz  dieser  Aenderung  so  beschaffen  ist,  dass  einer  Höhen- 
Zunahme  von  1°^  eine  Temperatur -Abnahme  von  n  Graden 
entspricht,  so  ist: 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  ftlr  die  Grösse  dz 
zu  entnehmenden  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  die 
folgende  Form  geben: 

4)    -—^nR.^. 

Bei  geringer  Höhenzunahme  darf  ein  gleichförmiges  Ab- 
nehmen der  Temperatur  von  unten  nach  oben  vorausgesetzt,  and 
demgemäss  die  Grösse  n  als  eine  von  x  unabhängige  Constante 
behandelt  werden.  Indem  man  unter  dieser  Voraussetzung  die 
obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den 
Grenzen  Pi  und  p.^,  auf  der  linken  Seite  zwischen  den  zugehöri- 
gen Grenzwerthen  T^  und  Tj  —  gelangt  man  zu  den  folgenden 
Gleichungen: 


6)     lg  (-^)  =  nR  lg  (^-^y    oder: 
/  «  \ »« 


T 

7)  -4^ 

Denkt  man  sich  ein  Kilogramm  atmosphärischer  Luft  ohne 
Wärmezuftlhrung  von  der  Höhe  s^  bis  zu  der  grösseren  Höhe  s^ 
aufsteigend,  so  erkennt  man  (nach  §  180,  Gleichung  14),  dass  die 
Temperatur  dieser  Luftmasse  während  des  Aufsteigens  abnehmen 
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wird,  insofern  dieselbe  von  dem  grösseren  Drncke  p^  in  den  klei- 
neren Dmck  p^  übergeht  nnd  in  Folge  dessen  sich  ausdehnen  wird. 
Die  neue  Temperatur  T^y  welche  das  aufgestiegene  Luftkilogramm 
in  der  Höhe  »^  annehmen  wird,  ist  nach  §  180  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung:  ^ 

Wenn  T^  kleiner  ist  als  2^,  so  wird  die  aufgestiegene  Luft- 
masse schwerer  sein  als  die  umgebende  Luft  und  in  Folge  dessen 
wieder  hinabsinken.  Wenn  dagegen  T/  grösser  ist  als  T,,  so 
wird  die  aufgestiegene  Luftmasse  fortfahren  zu  steigen  und  von 
ihrer  früheren  Gleichgewichtslage  noch  weiter  sich  zu  entfernen. 
Der  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre  ist  also  ein  stabiler 
oder  labiler,  je  nachdem  T/  kleiner  ist  oder  grösser  als  T^. 
Der  indifferente  Gleichgewichtszustand  entspricht  dem  Falle,  in 
welchem  T^  gleich  T,  ist,  und  aus  den  oben  gefundenen  beiden 
Gleichungen  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 

9)     7iJ?  =  l— y,    • 

welcher  man  nach  Substitution  der  numerischen  Werthe  ftlr  die 
Gonstanten  R  und  k  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

*«>     "  =  1ÖP6- 

Die  Atmosphäre  befindet  sich  also  im  stabilen  Gleichge- 
wichtszustande, wenn  einer  Höhenzunahme  von  meht  als  100,66 
Metern  eine  Temperatur -Abnahme  von  einem  Grade  Celsius  ent- 
spricht; im  labilen  Gleichgewichtszustande  dagegen,  wenn  einer 
Höhenzunahme  von  weniger  als  100,66  Metern  schon  eine  Tem- 
peratur-Abnahme Yon  einem  Grade  Celsius  entspricht 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Untersuchung,  dass  bei 
stabilem  Gleichgewichtszustande  der  Atmosphäre  eine  bergan 
gerichtete  Luftströmung  als  kalter  Wind,  eine  bergab  gerichtete 
Luftströmung  dagegen  als  warmer  Wind  sich  bemerkbar  machen 
wird,  während  bei  labilem  Gleichgewichtszustande  das  Umge- 
kehrte stattfinden  wird. 

Die  oben  gefundenen  Gleichnngen  gelten  für  trockene  atmoBphärische 
Luft.  Mit  Berücksichtigung  des  in  der  Atmospb&re  stets  und  überall  vor- 
handenen Wasserdampfes  würde  man  zu  dem  Resultate  gelangen,  dass  anter 
umstanden  schon  bei  erheblich  kleineren  Werthen  von  n  der  labile  Gleich- 
gewichtszustand eintreten  kann. 
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X  Wenn  man  in  Gleichung  7)  flir  das  Temperaturen-Yerhälüiiss 
den  in  §  ISO  (Gleichung  12)  angegebenen  Aasdruck  einsetzt,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kann: 

11)  üi_fA)       . 

^1  \Px  ) 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  t\  den  Rauminhalt  eines  Eilogrammes 
Luft  in  der  Höhe  x^y  und  r«  den  Rauminhalt  eines  Kilogrammes 
Luft  in  der  Höhe  s^  über  der  Meeresfläche.  Indem  man  v^  »=  r^ 
setzt,  findet  man  für  n  den  Werth: 

12)  n  =  4=      ^ 


R         20,27 

Hieraus  folgt,  dass  die  Atmosphäre  in  jeder  Höhe  über  der  Meeres- 
fläche dieselbe  Dichtigkeit  besitzen  würde,  wenn  das  Gesetz 
der  Temperatur- Aenderung  so  beschaffen  wäre,  dass  einer  Höhen- 
zunahme von  29,27  Metern  überall  eine  Temperatur- Abnahme  von 
1  Grad  Celsius  entspricht. 

§  191. 
Barometrisohe  H5hen-Bestlminungen. 

Da  bei  kleinen  Höhendifferenzen  ein  gleichförmiges  Ab- 
nehmen der  Temperatur  von  unten  nach  oben  vorausgesetzt  wer- 
den darf,  so  ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gewählten  Be- 
zeichnungsweise: 

T T 

1)    »  =  jii iL 

ZU  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der 
Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  auch  die  folgende  Form 
geben: 

Aus  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Höhendifferenz 
zweier  Punkte  berechnen,  sobald  die  atmosphärischen  Drücke  und 
die  Temperaturen  an  diesen  beiden  Punkten  aus  directen  Baro- 
meter- und  Thermometer- Beobachtungen  bekannt  sind. 
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Wenn  «.  B.  die  Werthe:  J,  —  293«,  T,  =  283«  lud  ^=  -5^1^  be- 
*  '  p,        0,600 

obachtet  wurden ,  so  eigiebt  üch  f&r  die  gesachte  HöhendüFereoa  der  Werth: 

29,27  (293 -283)  lg  (JI^) 

^)    ^.-^^= U2^\  '^''''^^'' 

*  V  283  j 
Für  die  Temperatur  J,,  mit  welcher  eine  ron  der  unteren  nach  der 
oberen  Station  Tersetzte  Lnftmasse  daselbst  ankommen  wfirde,  wenn  derselben 
unterwegs  keine  Warme  angeführt  wurde,  erhah  man  aus  der  Gleichung  8)  des 
Torigen  Paragraphen  den  Werth: 

und  für  die  Tanperatur  7(,  welche  eine  von  der  oberen  nach  der  unteren 
Station  Tersetzte  Luftmasse  bei  ihror  Ankunft  an  der  letzteren  aanehmen- 
würde,  erh&lt  man  unter  gleichen  Voraussetzungen  den  Werth: 


6)    r,^T^^(^^j    \    oder: 


.  I— - 


Eine  von  unten  nach  oben  gerichtete  Luftströmung  würde  also  an  der  oberen 
Station  die  Lufttemperatur  um  8<',4  (Cdsius)  erniedrigen,  und  eine  von  oben 
nach  unten  gerichtete  Luftströmung  würde  an  der  unteren  Station  die  Luft- 
temperatur um  9^  (Celsius)  erhöhen. 

Statt  der  Gleichung  3)  wfirde  man  zur  Berechnung  der  Höhen- 
differenz «2  —  ^1  t^uch  die  Gleichung  6)  des  §  160  benutzen  können, 

indem  man  darin  statt  des  Quotienten  -~r  den  aus  der  Gleichung  12) 
des  §  177  zu  entnehmenden  Ausdruck: 
8)    ^^RT 

y 

einsetzt  und  zugleich  in  letzterem  fttr  T  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  Temperaturen  Tj  und  7;  substituirt;  jene  Gleichung 
nimmt  alsdann  die  folgende  Form  an: 

Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  würde  man  aus 
dieser  letzteren  Gleichung  den  Werth:  «,  —  Zi  »^  1881",0  erhalten.  £&  aeigt 
sich  also,  dass  bei  Höhendifferenzen,  welche  nicht  mehr  als  einige  tausend 
Meter  betragen  >  ohne  Bedenken  auch  die  letztere  Berechnungsmethode  ange 
wendet  werden  kann. 

Die  obigen  Gleichungen  gelten  für  trockene  atmosphärische  Luft.  Bei 
genaueren  Höhenberechnungen  würde  man  auf  den  Wasserdampfgehalt  der 
Atmosphäre  Kücksicht  zu  nehmen  haben. 

Kitte r.  IngenUur-MMkAikik.    2.A«fl.  34 
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§  192. 
H5h6  der  AtmosphSre. 

Wenn  mit  p  der  Dmck  and  mit  y  das  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Luft  in  der  Tiefe  x  nnter  der  Oberfläche  der  Atmosphäre 
bezeichnet  wird,  so  entspricht  (nach  §  190,  Gleichung  1)  der  Tiefen- 
zanahme  dx  die  Druckzunahme: 

1)  dp^^ydx^ 

und  wenn  mit  v  das  Volumen  eines  Kilogramms  Luft  an  dieser 
Stelle  bezeichnet  wird,  so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die 
folgende  Form  geben: 

2)  (te  =  r  dp^ 

in  welcher  dieselbe  zeigt,  dass  die  Tiefenzunahme  dx  mittelst  des 

in  Fig.  558  schraffirten  Flächen- 


Fig.  658. 


Streifens  geometrisch  dargestellt 
werden  kann.  Wenn  also  mit 
Pq  der  Druck  an  der  Erdober- 
fläche bezeichnet  wird,  so  kann 
die  ganze  Atmosphärenhöhe: 

Po 


3)    E^     vdp 


durch  die  in  Fig.  559  schraffirte 
Fläche  F  dargestellt  werden, 
deren  Inhalt  berechnet  werden 
kann,  sobald  das  Gesetz  gegeben 
ist,  nach  welchem  der  Druck  p 
als  Function  von  v  mit  letzterer 
Grösse  sich  ändert 

Ftir  eine  Atmosphäre  7on  con- 
stanter  Dichtigkeit  würde  man 
t;  «=  t?o  z^  setzen  haben  und  die 
Gleichung  erhalten: 


4)    H^ 


ro 
\\dp=p^v^' 


'RT,. 


welche  zeigt,  dass  fUr  diesen  Fall  die  Atmosphärenhöhe  durch  die 
in  Fig.  560  schraffirte  Rechteck  fläche  geometrisch  dargestellt 
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Fig.  560. 


werden  kann.  Die  Isotherme  als  gleichseitige  Hyperbel  bildet 
den  geometrischen  Ort  der  dem  Punkte  0  gegenüberliegenden 
Eckpimkte  aller  Rechteckflächen   von  gleichem  Flächeninhalte; 

folglich  hat  z.  B.  das  in  Fig.  560 
pnnktirte    Rechteck    dcDselben 
Flächeninhalt  wie  das  schraffirte 
Rechteck.    Die  Höhe  der  Atmo- 
sphäre hängt  also  in  diesem  Falle 
nur  ab  von  der  Grösse  des  Pro - 
*^|*  ductes  Po^oj  d.  h.  von  der  Tem- 
""  >^                  peratur  der  untersten  Schicht. 
——'-■=*i-—  Dieser  letztere  Satz  gilt  über- 
haupt für  alle  diejenigen  Fälle, 

in  denen  das  Gesetz,  nach  wel- 

0^0  r     chem  p  mit  v  sich  ändert,  dar- 

gestellt werden  kann  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

5)  ^1,«=«  Const.  =  ;?o^5>    oder: 

6)  p'v=plv,, 

in  welcher  der  Exponent  b  eine  beliebige  zwischen  den  Grenzen 
-|-  1  und  +  oo  liegende  constante  Zahl  bedeuten  soll.  Denn  nach 
Substitution  des  hieraus  für  v  zu  entnehmenden  Werthes  erhält 
man  nach  Gleichung  2)  für  dx  den  Ausdruck: 

i.      —1 

7)  dx=plv^p    ''dp, 

und  durch  Ausführung  der  Integration  gelangt  man  zu  den  folgen- 
den Gleichungen: 


8)    x  =  plv,jp    'dp, 


/        €       \      -         -^^^ 

9)    ''-\jzr]:)p>^P  '  I 


welcher  letzteren  (nach  Gleichung  6)  auch  die  folgende  Form  ge- 
geben, werden  kann: 

Dem  Werthe:  T^T^  entspricht  der  Werth:  x~H\  folglich  hat 
die  ganze  Atmosphärenhöhe  die  Grösse: 

34* 
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11)     H^^^^—^ 


€—1 

Die  Gleichung  10)  zeigt  zugleich,  dass  im  yorliegenden  Falle 
die  Grösse  T  proportional  der  Tiefe  x  zunimmt,  und  dass  die  in 
§  190  mit  n  bezeichnete  Temperaturzunahme  pro  Längeneinheit  der 
Tiefenzunahme  in  diesem  Falle  den  constanten  Werth  annimmt; 

Wenn  z.B.  s  »  oc  gesetzt  wird,  so  erhält  man  für  eine  Atmosphäre  von 
constanter  Dichtigkeit  ans  den  obigen  beiden  Gleichungen  die  Werthe:  H^RT^ 

und  n=  -^. 

Für  den  speciellen  Fall  des  indifferenten  Gleichgewichts- 
zustandes würde  £«=/r  zu  setzen  sein,  und  nach  Gleichung  11} 
erhält  man  alsdann  für  die  Atmosphärenhöhe  den  Werth: 

13)  iy=*^  =  F. 

Wenn  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit  A  multiplicirt 
und  nachher  auf  der  rechten  Seite  AR^=^Cp  —  Cr  setzt  (§  179), 
so  kann  man  derselben  auch  die  folgende  Form  geben: 

14)  AH=c,,T^. 

Diese  letztere  Gleichung  hätte  man  auch  unmittelbar  aus  den  Prin- 
cipien  der  mechanischen  Wärmetheorie  ableiten  können  mittelst 
der  folgenden  Beweisführung. 

Denkt  man  sich  an  der  Erdoberfläche  unter  dem  daselbst  statt- 
findenden Drucke  Po  ein  Kilogramm  Luft  von  der  absoluten  Tem- 
peratur r=  0  und  die  Forderung  gestellt:  dieses  Luftkilogramm 
solle  bis  zur  Höhe  H  der  oberen  Grenze  der  Atmosphäre  hinauf- 
befördert werden,  so  ergeben  sich  zwei  verschiedene  Wege  dieser 
Forderung  zu  genügen,  ein  directer  und  ein  indirecter  Weg. 

Der  erstere  würde  darin  bestehen,  dass  man  jenes  Luftkilo- 
gramm direct  bis  zu  jener  Höhe  emporhebt  und  daselbst  mit  der 
umgebenden  atmosphärischen  Luft  sich  vermischen  lässt  Da  der 
absoluten  Temperatur  !/'  =  0  bei  endlicher  Grösse  des  Druckes 
das  Volumen  v  «=  0  entspricht,  so  würde  der  Auftrieb  ebenfalls 
die  Grösse  Null  haben.  Die  zum  Emporheben  erforderliche  me- 
chanische Arbeit  hat  also  die  Grösse: 

15)  ä  =  1  .  /7. 

Der  zweite  (indirecte)  Weg  würde  darin*  bestehen,  dass  man 
dem  Luftkilogramm  zunächst  an  der  Erdoberfläche  so  viel  Wärme 
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zuführt,  bis  dasselbe  die  Temperatur  der  daselbst  befindlichen  Luft 
annimmt,  und  alsdann  demselben  eine  beliebig  klein  zu  wählende 
yertical  aufwärts  gerichtete  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt,  ver- 
möge welcher  das  Luftkilogramm  ebenfalls  bis  zur  oberen  Or^nze 
der  Atmosphäre  emporsteigen  wird,  weil  bei  der  adiabatischen 
Ausdehnung  des  aufsteigenden  Luftkilogramms  stets  der  Auftrieb 
gleich  dem  Gewichte  sein  wird.  Da  jene  Wärmezuftthrung  bei 
constantem  Drucke  stattfand,  so  ist  die  erforderliche  Wärmequan- 
tität zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

16)   q-c^t;. 

Da  die  hervorgebrachte  Wirkung  in  beiden  Fällen  dieselbe  war, 
so  ergiebt  sich  aus  den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie^ 
dass  der  Verbrauch  von  Arbeit  oder  Wärme  ebenfalls  in  beiden 
Fällen  derselbe  sein  muss.  Wenn  man  demgemäss  die  Wärme- 
Quantität  Q  dem  Wärme-Aequivalentß  der  mechanischen  Arbeit  % 
gleichsetzt,  so  gelangt  man  vriederum  zu  der  oben  gefundenen  Glei- 
chung 14),  welche  den  folgenden  Satz  ausdruckt: 

„Die  Wärme-Quantität,  welche  einer  bis  auf  den 
Nullpunkt  der  absoluten  Temperatur  abgekühlten 
Luftmasse  mitgetheilt  werden  müsste,  um  dieselbe 
bei  constantem  atmosphärischen  Geg€(ndrucke  in  den- 
jenigen Zustand  ttberzuführen,  in  welchem  die  un- 
terste Schicht  der  Atmosphäre  sich  befindet,  bildet 
das  Wärme-Aequivalent  ftir  diejenige  mechanische 
Arbeit,  welche  erforderlich  sein  würde,  um  ebendie- 
selbe Luftmasse  bis  zur  oberen  Grenze  der  Atmo- 
sphäre emporzuheben." 

Wenn  z.  B.  die  Temperatar  an  der  £rdoberfl&che  Null  Grad  GelBius  be- 
trage, so  würde  Ji— 273  zu  setzen  sein,  und  nach  Gleichung  14)  würde  man 
nnter  Yoraussetzung  des  indifferenten  Gleichgewichtszustandes  für  die  Höhe  der 
Atmosphäre  den  Werth  erhalten: 

17)    ir—  424 . 0,2375  .  273  «  27  490». 

Dieselbe  Höhe  würde  die  Erdatmosphäre  auch  dann  noch  beibehalten, 
wenn  die  Masse  derselben  z.  B.  anf  das  Tansend&che  vergrössert  würde,  da 
die  Grösse  JI  nur  abhängt  von  der  Grösse  Jq  und  ganz  unabhängig  ist  von  der 
Dichtigkeit  der  Atmosphäre. 

Der  obige  Satz  würde  auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn 
statt  der  untersten  Atmosphärenschicht  irgend  eine  höher  liegende, 
z.  B.  die  in  der  Tiefe  x  unter  der  oberen  Grenzfläche  befindliche 
Schicht  gewählt  wurde,    unter  Voraussetzung  des  indifferenten 
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Gleichgewichts^nstandes  würde  man  also  die  Temperatur  dieser 
Schicht  berechnen  kOnnen  ans  der  Gleichung: 

18)  Ax  =  CpT. 

#Nach  dieser  Gleichung  vOrde  man  z.  B.  für  die  der  Temperatur  T=\^ 
entsprechende  Tiefe  den  Werth  erhalten: 

19)  a:  —  424 .  0,2375  . 1  =  100",7. 

Der  indifferente  Gleichgewichtszustand  darf  in  gewissem  Sinne 
als  der  natürliche  oder  normale  Zustand  der  Atmosphäre  be- 
zeichnet werden,  insofern  bei  zeitweiligem  Vorhandensein  des 
labilen  Gleichgewichtszustandes  stets  solche  Bewegungen  ent- 
stehen werden,  welche  eine  Rückkehr  zu  dem  indifferenten  Gleich- 
gewichtszustande herbeiführen,  während  dem  längeren  Andauern 
des  stabilen  Gleichgewichtszustandes  meistens  die  yerhältniss- 
massig  hohe  Temperatur  an  der  Erdoberfläche  als  Hindemiss  sich 
entgegenstellen  wird.  Ueberhaupt  ist  der  Zustand  des  indifferenten 
Gleichgewichtes  als  derjenige  zu  betrachten,  welcher  bei  vollstän- 
digem Durcheinanderrühren  der  verschiedenen  Luftschichten  aus 
beliebig  gegebenem  Anfangszustande  als  jedesmaliger  Endzustand 
hervorgehen  würde.  Befördert  und  begünstigt  wird  eine  derartige 
Herbeiführung  des  indifferenten  Gleichgewichtszustandes  durch 
locale,  von  der  strahlenden  Sonnenwärme  erzeugte  labile  Gleich- 
gewichtszustände, insbesondere  auch  durch  die  Unebenheiten  der 
Erdoberfläche,  insofern  durch  dieselben  den  längs  der  letzteren 
sich  verschiebenden  Luftmassen  stets  verticale  Bewegungscom- 
ponenten  mitgetheilt  werden. 

§  193. 
.  Höhe  des  Schwerpunktes  einer  verttoalen  Lufteiale. 

Die  mechanischen  und  thermischen  Gleichgewichtsbedingungen 
der  Atmosphäre  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  661  angedeutete 
Weise  veranschaulichen,  indem  man  sich  durch  eine  feste  Cylinder- 
fläche  eine  verticale  Luftsäule  aus  der  Atmosphäre  herausgeschnit- 
ten, und  diese  Luftsäule  durch  bewegliche  unendlich  dünne  ge- 
wichtlose Platten  in  unendlich  viele  Horizontalschichten  von  un- 
endlich kleiner  Höhe  abgetheilt  denkt.  Wenn  als  Grundfläche 
dieser  Säule  ein  Quadratmeter  angenommen  wird,  so  kann  die  der 
Tiefenzunahme  da:  entsprechende  Druckzunahme: 

1)    dp  ^^y  .  \  .  djp 
als  das  Gewicht  der  zwischen  zwei  benachbarten  Platten  befind- 
lichen Luftschicht  angesehen  werden. 
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Der  Druck,  welchen  diese  Laftechicht  erleidet,  ist  gleich  dem 

Gewichte  des  ttber  derselben  befindlichen  Theiles  der  Lnftsänle. 

„.      _,  Dieser  Druck  ist  voUkom- 

Fig.  561.  Fig.  5«2.  .,  «  j 

*  *  men  unabhängig  von  dem 

Gesetze,  nach  welchem 
die  Temperatur  und  die 
Dichtigkeit  mit  der  Höhe 
sich  ändern,  und  wtlrde 
auch  dann  noch  dieselbe 
Grösse  behalten,  wenn  der 
Luftsäule  die  in  derselben 
enthaltene  innere  Wärme 
vollständig  entzogen  wür- 
de —  in  welchem  Falle 
sämmtliche  Platten  nebst 
den  zwischen  denselben 
befindlichen  (auf  das  Volu- 
men Null  reducirten)  Luft- 
schichten, platt  auf  dem  Boden  liegend,  in  der  Grundfläche  der 
Säule  mit  einander  zusammenfallen  würden.    . 

Denkt  man  sich  bei  diesem  letzteren  Zustande  der  Luftsäule 
jeder  einzelnen  Schicht  bei  constantem  Drucke  des  auf  der- 
selben lastenden  Luftgewichts  so  viel  Wärme  zugeflihrt,  bis  die- 
selbe ihre  ursprüngliche  Temperatur  und  ihr  ursprüngliches  Volu- 
men wieder  erreicht  hat,  so  ergiebt  sich,  dass  das  mechanische 
Aequivalent  der  auf  solche  Weise  zugeftihrten  Wärme -Quantität 
den  ganzen  in  der  Luftsäule  enthaltenen  Arbeitsvorrath  repräsentirt. 
Dieser  Arbeitsvorrath  hat  also  die  Grösse: 


2)     31^ 


Po 


Wenn  man  sich  ein  anderes  Mal  die  Platten  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  unbeweglich  festgehalten  und  wiederum  der  Luftsäule 
die  ganze  in  derselben  enthaltene  innere  Wärme  entzogen  denkt, 
so  würde  man  für  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme-Quan- 
tität, welche  der  Luftsäule  nunmehr  zugeführt  werden  mttsste,  um 
die  ursprüngliche  Temperatur  überall  wieder  herzustellen  —  inso- 
fern die  WärmezufUhrung  in  diesem  letzteren  Falle  bei  constan- 
tem Volumen  stattfinden  würde  —  den  folgenden  Werth  erhalten: 
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Po 

3)   u—^jrdp. 

Das  Verhältniss  der  obigen  beiden  Arbeitsgrössen  hat  also  den 
von  dem  Gesetze  der  Wärmevertheilung  yollkommen  unabhängigen 
Werth: 

^>   #  =  ■?  =  *  =  Ml. 

Die  Differenz  der  beiden  Arbeitsgrössen  3(  und  U  ist  als 
diejenige  Arbeit  anzusehen,  welche  zum  Heben  des  ganzen  Luft- 
gewichtes P  =^Pq  auf  die  Schwerpunktshöhe  s  erforderlich  sein 
wttrde^Fig.  562);  folglich  ist  die  Grösse: 

5)    P^  =  S[  — £/=(&— l)C7«=(^^^)a 

ebenfalls  vollkommen  unabhängig  von  dem  Gesetze  der  Wärme- 
Yertheilung,  oder  von  dem  Gesetze,  nach  welchem  die  Temperatur 
mit  der  Höhe  sich  ändert.  Durch  eine  Aenderung  der  Wärme- 
Vertheilung  kann  also  niemals  eine  Höhen- Aenderung  des  Schwer- 
punktes hervorgebracht  werden. 

Ebensowenig  kann  bei  der  sich  selbst  überlassenen  Luft^ule 
durch  eine  Aenderung  der  Massen-Vertheilung  jemals  eine  blei- 
bende Höhen- Aenderung  des  Schwerpunktes  hervorgebracht  wer- 
den. Die  Annahme  der  Möglichkeit  einer  solchen  Höhen-Aende- 
rung  würde  vielmehr  stets  zu  Widersprüchen  führen.  Denn  bei 
dem  Sinken  des  Schwerpunktes  würde  die  Schwerkraft  positive 
mechanische  Arbeit  verrichten,  und  in  Folge  dessen  mttsste  die 
innere  Wärme  zunehmen,  während  nach  Gleichung  5)  mit  dem 
Sinken  des  Schwerpunktes  eine  Abnahme  der  inneren  Wärme 
verbunden  sein  würde.  Bei  dem  Steigen  des  Schwerpunktes  würde 
die  Schwerkraft  negative  Arbeit  verrichten,  und  in  Folge  dessen 
müsste  die  innere  Wärme  abnehmen,  während  nach  Gleichung  5) 
mit  dem  Steigen  des  Schwerpunktes  eine  Zunalime  der  inneren 
Wärme  verbunden  sein  würde.  Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz: 

Bei  dem  Uebergange  der  sich  selbst  überlassenen 
Luftsäule  aus  dem  labilen  (oder  auch  aus  dem  stabilen) 
Gleichgewichtszustande  in  den  indifferenten  Gleich- 
gewichtszustand findet  keine  Höhen-Aenderung  des 
Schwerpunktes  statt,  und  wird  daher  von  der  Schwer- 
kraft keine  Arbeit  verrichtet. 
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Während  des  Ueberganges  kann  ein  Sinken  und  Steigen  des 
Schwerpunktes  stattfinden;  nach  yoUzogenem  Uebergange  aber 
wird  der  Schwerpunkt  wieder  in  derselben  Höhe  wie  zu  Anfang 
sich  befinden. 

Die  Schwerpiinktshöhe  selbst  wtlrde  man  nach  Gleichung  5) 
berechnen  können,  wenn  eine  von  den  beiden  Grössen  %  oder  U 
bekannt  wäre.  Fttr  den  speciellen  Fall  einer  Atmosphäre,  deren 
Temperatur  proportional  der  Tiefe  ^  zunimmt,  würde  man  nach 
der  Gleichung  5)  des  yorigen  Paragraphen  (durch  Verbindung  der- 
selben mit  der  Gleichung:  pv^=^RT)  für  das  Verhältniss  der  Tem- 
peraturen den  Werth  erhalten : 

«— t 


«>  i-ifV 


und  wenn  man  nach  Substitution  des  hieraus  für  T  zu  entnehmen- 
den Werthes  die  in  Gleichung  2)  angedeutete  Integration  ausführt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

7)     2l  =  .£ii^     '       [p^'^Up,    oder: 


8)     ä  =  - 


A 


(2€—\)A 

Hierin  kann  Po"^  P  gesetzt  werden,  und  wenn  man  zugleich  ftlr 
Tq  den  aus  der  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen  zu  ent- 
nehmenden Werth  einsetzt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 


10) 


«-(^)(t^)'^- 


Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  man  aus  Gleichung  5) 
fttr  die  Schwerpunktshöhe  den  Werth: 


'"  '-a^r)''- 


Dem  Werthe  €=k  entspricht  der  Fall  des  indifferenten  Gleich- 
gewichtszustandes, und  fttr  diesen  Fall  wird: 


^2)     s=  (J^^H=  0,22b.  H. 
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Nach  Gleichung  17)  des  vorigen  Paragraphen  liegt  also,  wenn 
die  Temperatur  am  unteren  Ende  der  Luftsäule  Null  Grad  Celsius 
beträgt,  ihr  Schwerpunkt  in  der  Höhe: 

13)    s  =  0,225  .  27490  —  6190«. 

Für  die  obigen  drei  Arbeitsgrössen  erhält  man  hiemach  nach  Glei' 
chung  5),  indem  man  P  =  10  333  Kil.  setzt,  die  folgenden  Werthe: 

14)    p,  =  64000000»^     81  —  220  000  000»^     /7=  156000  000»^ 

Bei  einer  Luftsäule  von  constanter  Dichtigkeit  würde 
diesen  Arbeitswerthen  die  Höhe:  fi"'  =  2*  =  12  380™  entsprechen, 
und  da  nach  der  Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  ftir  diesen 

Fall  n  ==       ^^  zu  setzen  ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Temperatur 

an  der  Basis'  derselben  der  Werth:  T^'  =  423°  (oder  +  150  Grad 
Celsius).  Eine  solche  Luftsäule  von  constanter  Dichtigkeit  würde 
im  Zustande  des  labilen  Gleichgewichts  sich  befinden.  Bei  dem 
üebergange  in  den  indifferenten  Gleichgewichtszustand  würde 
die  Höhe  der  ganzen  Luftsäule  von  12  380"  bis  auf  27  490»  zu- 
nehmen; die  Schwerpunktshöhe  aber  würde  den  Werth:  *==  6190" 
unverändert  beibehalten. 

§  194. 
Grenzbedingungen  fOr  die  Mögiieliiieit  des  Vorliandeneeine  einer  Atmosphäre. 

Die  in  §  192  gefundenen  Gleichungen  können  zur  Berechnung 
der  Höhe,  welche  die  Erdatmosphäre  unter  gewissen  gegebenen 
Umständen  annehmen  würde,  benutzt  werden:  so  lange  als  die 
Atmosphärenhöhe  H  im  Verhältniss  zum  Erdhalbmesser  r  sehr 
klein  vorausgesetzt  werden  darf.  Bei  grösserer  Atmosphärenhöhe 
würde  auf  die  Veränderlichkeit  der  mit  wachsendem  Abstände  vom 
Erdmittelpunkte  abnehmenden  Intensität  der  Schwerkraft  Rücksicht 
genommen  werden  müssen,  und  für  diesen  Fall  würde  man  der 
Gleichung  1)  des  §  192  die  folgende  Form  zu  geben  haben: 

1)     dp=^  —  y—dQ. 

Hierin  bedeutet  p  den  atmosphärischen  Druck  im  Abstände  q 
vom  Erdmittelpunkte,  und  /  das  Gewicht,  welches  die  Masse  eines 
an  dieser  Stelle  befindlichen  Cnbikmeters  Luft  gewogen  an  der 
Erdoberfläche  besitzen  würde.  Man  kann  daher  wieder  yv  =  1 
setzen,  und  wenn  man  mit  Benutzung  der  in  den  Figuren  558 


Digitized  by 


Google 


GrenzbedinguDgen  fOr  die  Möglichkeit  einer  Atmosphäre.  539 

und  669  des  §  192  angedeuteten  Bezeichnungsweise:  vdf^  —  dF 
setzt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

2)     dF^f^^, 


3) 


4)     F'. 


Ar        r  +  Hj' 


aus  welcher  letzteren  für  die  Atmosphärenhöhe  der  folgende  Werth 
sich  ergiebt: 

F 

5)  ^=Y7x- 

r 

Diese  Gleichung  gilt  für  die  isolirt  im  Weltenraume  schwe- 
bend gedachte  Erdkugel  unter  der  Voraussetzung,  dass  dieselbe 
keine  Drehbewegung  besitzt.  Ausserdem  ist  die  Gültigkeit  der 
obigen  Gleichung  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  die  Masse  der 
Atmosphäre  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Erdmasse,  weil  nur 
in  diesem  Falle  die  von  der  Atmosphäre  selbst  ausgeübte  Gravi- 
tationswirkung gegen  die  von  der  Erdmasse  ausgeübte  Gravitations- 
wirkung vernachlässigt  werden  darf.  Im  Uebrigen  gilt  die  obige 
Gleichung  ftlr  jede  beliebig  gegebene  Zustandslinie  der  Atmosphäre 
und  zeigt,  dass  die  Höhe  derselben  unendlich  gross  wird,  wenn 
die  folgende  Bedingung  erfüllt  ist: 

6)  F  =  r. 

Für  den  speciellen  Fall  der  dem  indifferenten  Gleichgewichts- 
zustande entsprechenden  adiabatischen  Zustandslinie  hat  man  hierin 
für  F  den  in  §  192  (Gleichung  13  und  14)  gefundenen  Ausdruck: 

c  T 

-^-r^  zu  substitiriren,  und  für  diesen  Fall  erhält  man  die  Bedin- 

gungsgleichung: 

7)  c,T,  =  Ar. 

Der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende. Ausdruck 
repräsentirt  das  Wärme -Aequivalent  der  mechanischen  Arbeit, 
welche  erforderlich  sein  würde,  um  1  Kilogramm  Luft  von  der 
Erdoberfläche  bis  zu  unendlich  grosser  Höhe  emporzuheben,  und 
der  linksseitige  Ausdruck  repräsentirt  die  Wärme-Quantität,  welche 
diesem  Luftkilogramm  zugeführt  werden  müsste,  um  dasselbe  bei 
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coDstantem  Drucke  von  der  absoluten  Temperatur  Null  bis  zur 
Temperatur  der  untersten  Schicht  zu  erwärmen.  Die  obige  Glei- 
chung hätte  daher  auch  direct  aus  dem  in  §  192  gefundenen  Satze 
abgeleitet  werden  können. 

Denkt  man  sich  die  Temperatur  der  Erdoberfläche  allmählich 
zunehmend  und  in  Folge  dessen  die  Höhe  der  (aus  einem  idealen 
Gase  bestehend  vorausgesetzten)  Atmosphäre  allmählich  grösser 
werdend,  so  erkennt  man:  dass  in  dem  Augenblicke,  wo  die  Ober- 
flächentemperatur denWerth: 

Ar 

8)  7;=4^ 

erreicht  und  überschreitet,  die  Möglichkeit  der  Existenz  einer  im 
indifferenten  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Atmosphäre  ganz 
aufhören  würde,  insofern  alsdann  bei  jeder,  wenn  auch  noch  so 
grossen,  endlichen  Höhe  der  Atmosphäre  die  Expansionsbewe- 
gung derselben  immer  noch  weiter  sich  fortsetzen  würde.  Für  ge- 
wöhnliche atmosphärische  Luft  erhält  man  aus  der  obigen  Glei- 
chung den  Werth: 

6  370  000 
0,2375  .  424 

Für  Wasserstoff  würde  Cp  =  3,409  zu  setzen  sein.  Die  Grenze 
der  Oberflächentemperatur  für  die  Möglichkeit  der  Existenz  einer 
Wasserstoff- Atmosphäre  entspricht  daher  dem  Werthe: 

-.A^       rr  6  370  000  -.A^   r.      a 

^^^     ^0°  3,409.424  °^^Q^^^^^' 

Um  für  einen  beliebigen  anderen  kugelförmigen  Weltkörper, 
an  dessen  Oberfläche  die  Gravitationsbeschleunigung  gleich  Nq 
ist,  und  dessen  Halbmesser  A-mal  so  gross  ist  als  der  Erdhalb- 
messer, die  Atmosphärenhöhe  zu  berechnen,  würde  man  resp.  die 
Werthe  Ny  statt  y,  und  Ar  statt  r  einzusetzen  haben  in  Glei- 
chung 1),  welche  alsdann  die  folgende  Form  annimmt: 

11)  df Ngl^r'^^ 

Wenn  mt^n  hiemach  die  Rechnung  auf  dieselbe  Weise  wie  oben 
fortsetzt,  so  erhält  man  für  die  Höhe  der  Atmosphäre  die  Glei- 
chung: • 

12)  E ^^r-> 

kr 


9)     y.=  .j:r.L   =63  257Qrad. 


Digitized  by 


Google 


Tcmpcntnr  der  Lnft  od  lanera  des  Erdk6rpen. 


541 


and  filr  diejenige  Oberflieboitemperatnr,  bei  welcher  die  Atmo- 
sphäre eine  anendlich  grosse  Hohe  annehmen  wtlrde,  erhUt  man 
den  Werth: 

,3)    7;--^^:^. 

Die  auf  solche  Weise  zu  berechnende  Grenztemperatur  kann 
man  die  „Dispersionstemperatur"  des  betreffenden  Welt- 
körpers nennen,  insofern  beim  Ueberschreiten  dieser  Temperatur- 
grenze die  Gravitationskraft  des  WeltkOrpers  nicht  mehr  ausreichen 
wfirde,  die  Atmosphäre  an  denselben  zu  fesseln  und  eine  »Zer- 
streuung" derselben  im  unendlichen  Räume  zu  verhindern. 
Wenn  f&r  eine  bestimmte  Gasart  die  Dispersionstemperatur  der 
Erde  bereits  bekannt  ist,  so  kann  man,  wie  die  obige  Gleichung 
zeigt,  für  dieselbe  Gasart  die  Dispersionstemperatur  eines  belie- 
bigen anderen  Weltkörpers  berechnen,  indem  man  den  für  die 
Erde  gefundenen  Werth  mit  dem  Producte  Xi.  multiplicirt  Hier- 
nach würde  man  z.  B.  für  eine  reine  Wasserstoff*- Atmosph&re  die  in 
der  nachfolgenden  Tabelle*)  angegebenen  Zahlenwerthe  erhalten: 


Weltkörper 

N 

l 

r. 

Erde  .  .  . 
Mars  .  .  . 
Merkur.  . 
Mond.  .  . 

1 
0,382 
0,521 
0,164 

1 
0,540 
0,378 
0,273 

4407 
909 
868 
197 

Hieraus  folgt:  dass  auf  einem  Weltkörper  von  der  Grösse  und 
Masse  des  Mondes  die  Existenz  einer  reinen  Wasserstoff- Atmo- 
sphäre auf  die  Dauer  nur  dann  möglich  sein  würde ,  wenn  die 
Oberflächentemperatur  derselben  niedriger  wäre  als  „minus  76  Grad 
Celsius". 

§  195. 
Temperatur  der  Luft  im  Innern  des  Erdkdrpers. 

Bei  einer  im  indifferenten  Gleichgewichtszustande  befindlichen 
Luftsäule  kann  nach  §  192  (Gleichung  18)  die  der  Tiefenzunahme 
dx  entsprechende  Temperaturzunahme  dT  berechnet  werden  aus 
der  Gleichung: 

1)    CpdT=Adw. 


*)  Der  obigen  Tabelle  worden  die  im  „Ännoaire  da  boreau  des  LoDgltudes* 
vom  Jahre  1679  angegebenen  Zahlenwerthe  zum  Grande  gelegt. 
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Die  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleiohnng  stehende  Grösse  be- 
deutet die  Wärme -Quantität,  welehe  einem  Kilogramm  Luft  bei 
constantem  Drucke  zugeführt  werden  müsste,  um  die  Temperatur 
derselben  von  T  bis  T+dT  zu  erhöhen,  und  die  auf  der  rechten 
Seite  stehende  Grösse  repräsentirt  das  Wärme- Aequivalent  der 
mechanischen  Arbeit: 

2)  d«  =  1  .  dir, 

welche  das  Gewicht  des  Luftkilogramms  bei  dem  Sinken  desselben 
von  der  Tiefe  x  bis  zu  der  Tiefe  x  -\-  dx  verrichten  würde.  Für 
eine  Stelle,  an  welcher  die  Intensität  der  Schwerkraft  o-mal  so 
gross  ist  als  an  der  Erdoberfläche,  würde: 

3)  d^  =  x>.dx 

zu  setzen  sein,  und  wenn  mit  q  der  Abstand  dieser  Stelle  vom 
Erdmittelpunkte  bezeichnet  wird,  so  kann  man  statt  dessen  auch 

setzen: 

4)  i/ä  =  —  1}  rfß. 

Indem  man  diesen  Ausdruck  an  die  Stelle  von  dx  setzt,  erhält  man 
für  die  Differenzialgleichung  t)  die  folgende  allgemeinere  Form: 

5)  CpdTr^^  —  Ar^dQ. 

In  dieser  Form  würde  die  Gleichung  benutzt  werden  können 
zur  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  im  Inneren  des  Erd- 
körpers, z.  B.  in  einem  von  der  Oberfläche  bis  zum  Mittelpunkte 
reichenden  Schachte,  die  Temperatur  mit  dem  Abstände  vom 
Mittelpunkte  sich  ändern  würde,  wenn  die  Wände  des  Schachtes 
ftlr  Wärme  undurchdringlich  wären,  und  wenn  in  demselben  eine 
Luftsäule  sich  befände,  welche  oben  an  der  Mündung  des  Schach- 
tes mit  der  äusseren  Atmosphäre  communicirt.  Wenn  es  zulässig 
wäre,  die  atmosphärische  Luft  auch  in  diesem  Falle  als  ein  ideales 
Gas  zu  behandeln,  so  würde  man  die  dem  Werthe  ^  =  0  entspre- 
chende Temperatur  T  =>  T^  am  Boden  des  Schachtes  (oder  im 
Erdmittelpunkte)  berechnen  können  aus  der  Gleichung: 

6)  cp  1  dT=  —  A  UdQ,    oder: 

r 

7)  c,(T,-l\)  =  AUdQ, 

indem  man  darin  für  1\  die  dem  Werthe  ^  «=  r  entsprechende 
bekannte  Temperatur  an  der  Mündung  des  Schachtes  (oder  an 
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der  Erdoberfläche)  einsetzt;.  Die  obige  Gleichung  enthält  den  fol- 
genden Satz: 

Die  Wärme-Quantität,  welche  einem  Luftkilogramm 
bei  constantem  Drucke  zugeführt  werden  mttsste,  um 
die  Temperatur  desselben  von  der  Oberflächentempe- 
ratur Tj  bis  zur  Mittelpunktstemperatur  T^  zu  erhöhen» 
i»t  gleich  dem  Wärme-Aequivalente  der  mechanischen 
Arbeit,  welche  erforderlich  sein  würde,  um  das  Luft- 
kilogramm vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  em- 
porzuheben. 

Die  Grösse  dieser  mechanischen  Arbeit  kann  man  auf  die  in 
Fig.  668  angedeutete  Art  ermitteln ,  indem  man  das  Gesetz,  nach 

welchem  die  Grösse: 

8)   t>=/(e).     ■ 

mit  dem  Abstände  q  sich  ändert, 
durch  eine  Curye  geometrisch  dar- 
stellt und  den  Flächeninhalt: 


Fig.  593. 


9)     F 


r 


der  von  dieser  Curve  begrenzten 
Fläche  berechnet.  Bei  constanter 
Intensität  der  Schwerkraft  würde 
diese  Fläche  die  in  Fig.  664  darge- 
stellte Form  einer  Rechteckfläche 
vom  Flächeninhalte  r .  1  annehmen. 
Wenn  das  Verhältniss  der  Fläche  F 
zu  dieser  Rechteckfläche  mit  a  bezeichnet  wird,  so  kann: 


10) 


r 


ar 


gesetzt  werden,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  man 
für  die  Mittelpunktstemperatur  die  Gleichung: 
11)'   c,{T,—  T,)~Aar. 

Wenn  die  Erde  als  eine  homogeneJEugel  angesehen  werden 

dürfte,  so  würde  a  — -^  zu  setzen  sein;   denn  für  diesen  Fall 

wird   t>  — —  und: 
r 
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12)     F- 


Da  jedoch  in  Wirklichkeit  die  Dichtigkeit  der  Erdmasse  von  der 

Oberfläche  nach  dem  Mittelpunkte  zunimmt,  so  ist  er  >  -^i  und 

3 
annäherungsweise  kann  ^  »=  -j-  gesetzt  werden.   Hiernach  erhält 

man  aus  der  obigen  Gleichung,  indem  man  zugleich  7^=^273'^ 
setzt,  für  die  Mittelpunktstemperatur  den  Werth: 
13)     7;  =  47  716  Grad. 
Bei  dem  hier  vorausgesetzten  indifferenten  (oder  adiabatischen) 
Gleichgewichtszustande  der  Luftsäule  würde  zur  Berechnung  des 
Druckes  der  Luft  am  Boden  des  Schachtes  die  Poisson'sche  Glei- 

benutzt  werden  können,  nach  welcher  der  obigen  Temperatur  ein 
Druck  von  etwa  52  Millionen  Atmosphären  entsprechen  würde, 

und  nach  der  Mariotte-Gaj-Lussac'schen  Gleichung:   -^  —  AT 

würde  den  obigen  Werthen  von  T^  und  Po  der  Werth :  y^  =  383  000 
Kilogramm  entsprechen. 

§  196. 
Gasförmige  Weltkörper. 

Unter  Voraussetzung  des  adiabatischen  oder  indifferenten 
Gleichgewichtszustandes  würde  man  den  im  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Satz  zur  Berechnung  der  Temperatur  im  Erdmittel- 
punkte auch  dann  noch  benutzen  können,  wenn  die  Erdmasse 
ganz  aus  atmosphärischer  Luft  bestände.  Da  die  absolute  Tem- 
peratur an  der  Oberfläche  einer  solchen  Luftkugel  gleich  Null 
sein  würde,  so  ist  ftlr  diesen  Fall  7',  =>  0  zu  setzen,  und  die 
Mittelpunktstemperatur  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
1)    epT,=  Aar, 

in  welcher  ftlr  die  im  vorigen  Paragraphen  definirte  Grösse  a  der- 
jenige numerische  Werth  einzusetzen  ist,  welcher  dem  für  den 
vorliegenden  Fall  sich  ergebenden  Gesetze  der  Dichtigkeitsände- 
rung im  Inneren  der  Kugel  entspricht. 

In  der  obigen  Gleichung  bedeutet  CpT^  die  bei  constantem 
Drucke  zum  Hervorbringen  der  Temperaturerhöhung  von  Null  bis 
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T^  erforderliche  Wirme-Quantitftt  ftr  diejenige  Luftmaasey  welche 
an  der  Erdobeifläche  ein  Ealogramm  wiegen  würde,  ond  die  Grösse 
Aar  bedentet  das  Wftrme-AequiYalent  deijenigen  Arbeit,  welche 
zom  Emporhebe  dieser  Masse  vom  Mittelpunkte  bis  znr  Oberfläche 
erforderlich  sein  wttrde.  Wenn  die  Fallbeschleonigiuig  an  der  Ober- 
fläche der  Kngel  gleich  Ng  (statt  gleich  g)  wäre,  so  mttsste  aof 
der  rechten  Seite  noch  der  Factor  N  hinzngefttgt  werden;  fttr  diesen 
Fall  würde  also  die  Mittelpnnktstemperatar  sn  berechnen  sein  ans 
der  Oleichnng: 

2)  CpTo  — -4aiV>, 

in  welcher  r  den  nnnmehr  beliebig  zn  wählenden  Halbmesser  der 
Kugel  bedentet 

Denkt  man  sich  dieselbe  Engel  ein  anderes  Mal  in  einem 
anderen  adiabatischen  Gleichgewichtsznstande,  welchem  statt  der 
Werthe:  7^,  r,  N  resp.  die  Werthe  T/,  r',  A"'  entsprechen  würden, 
so  erhält  man  fBr  diesen  nenen  Znstand  die  Gleichang: 

3)  CpTJ^AaN'r', 

in  welcher  für  die  Grösse  a  genan  derselbe  numerische  Werth  ein- 
zusetzen sein  wird  wie  bei  dem  vorigen  Zustande,  weil  das  Gesetz 
der  Massenyertheilung  dasselbe  geblieben  ist,  insofern  der  neue 
Zustand  ebenfalls  als  indifferenter  oder  adiabatischer  Gleichge- 
wichtszustand vorausgesetzt  werden  sollte.  Indem  man  die  letz- 
tere Gleichung  durch  die  vorhergehende  dividirt,  gelangt  man  zu 
der  folgenden  Gleichung: 

^^     T,  Nr 

Da  bei  Weltkörpem  von  gleichen  Massen  die  Fallbeschleunigungen 
an  den  Oberflächen  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Halbmesser 
sich  verhalten,  so  kann  hierin: 

gesetzt  werden,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  Form  an: 

6)     ^  =  ^'     oder:     T.V  -  T.r, 

in  welcher  dieselbe  den  folgenden  Satz  ausdrückt: 

Wenn  in  Folge  von  Wärme-Zuführung  oder  Wärme- 
Entziehung  der  Halbmesser  eines  gasförmigen  Welt- 
körpers eine  Aenderung  erleidet,  so  wird  die  Mittel- 
Bitter,  Iiif»iiieiir-]|*chMik.  2.  Attfl.  35 
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pHkiktstemperatur  ebenfalls  eine  Aendernng  erleiden; 
abei"  „das  Prodnct  aus  dem  Halbmesser  in  die  Mittel- 
pnnktstemperatnr  bleibt  constant*'. 

Da  jede  Wärme-Entziehung  eine  Volumen-Verminde- 
rung, und  jede  Wärme-Zuführung  eine  Volumen- Vergrösse- 
rung  bedingt,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  zugleich  der 
folgende  Satz: 

Die  specifische  Wärme  einer  kosmischen  Gaskugel 
ist  negativ. 

Eine  Temperatur-Erhöhung  kann  immer  nur  durch  Wärme- 
Entziehung,  und  eine  Temperatur-Erniedrigung  immer  nur 
durch  Wärme-Zuführung  hervorgebracht  werden.  Bei  der  durch 
Wärme -Entziehung  bedingten  Contraction  verrichtet  die  Gravi- 
tationskraft eine  positive  mechanische  Arbeit,  welche  sogleich 
in  Wärme  umgewandelt  wird.  Die  erzeugte  Wärme-Quantität  zer- 
legt sich  dabei  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  Theil  jene 
entzogene  Wärme- Quantität  bildet,-  während  der  andere  Theil  auf 
Temperatur-Erhöhung  des  Welikörpers  selbst  verwendet  wird.  Bei 
der  durch  Wärme- Zuführung  hervorgebrachten  Expansion  wird 
nicht  nur  die  zugeftthrte  Wärme- Quantität,  sondern  ausserdem  noch 
ein  Theil  der  inneren  Wärme  des  Weltkörpers  in  Arbeit  umgewan- 
delt und  auf  die  zur  üeberwindung  der  Gravitationskraft  erforder- 
liche Expansionsarbeit  verwendet.  Wenn  die  Sonne  als  eine  solche 
im  adiabatischen  Gleichgewichtszustande  befindliche  ideale  Gas- 
kugel betrachtet  werden  dürfte,  so  würde  aus  dem  oben  geftin- 
denen  Satze  zu  folgern  sein,  dass  die  gegenwärtige  Mittelpunkts- 
temperatur derselben  etwa  das  Sechstausendfache  beträgt  von  der- 
jenigen Mittelpunktstemperatur,  welche  die  Sonne  besass  zu  der 
Zeit,  als  dieselbe  nach  der  Eant-Laplace'schen  Hypothese  bis  zur 
Neptunsbahn  sich  erstreckte. 

§  197. 
Verhältnies  des  Potenüato  zur  inneren  Wärme  des  gasfUrmisen  Weltkörpere. 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  erforderlich  sein  würde,  um 
eine  Masse  m  von  der  Erdoberfläche  bis  zu  unendlicher  Höhe 
emporzuheben,  ist  eben  so  gross  wie  diejenige  mechanische  Ar- 
beit, welche  bei  constant  bleibender  Schwerkraft  zum  Heben  jener 
Masse  auf  eine  dem  Erdhalbmesser  gleiche  Höhe  erforderlich  sein 
würde*),  und  hat  die  Grösse: 

*)  Vergl.  „Analytische  Mechanik"  (2.  Aufl.),  §  45,  Gleichung  9). 
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1)  a^=^mgr. 

Eben  so  gross  ist  aach  diejenige  Arbeit,  welche  die  Gravitations- 
kraft ihrerseits  verrichten  wttrde,  wenn  die  Masse  m  aas  unend- 
licher Höhe  anf  die  Erdoberfläche  herabsänke. 

Hiemach  erhält  man  anter  Berttcksichtigang  des  Umstandes : 
dass  in  einer  aas  homogenen  concentrischen  Schichten  zusammen- 
gesetzten Engel  irgend  ein  im  Abstände  q  vom  Mittelpunkte  be- 
findliches Massenelement  dM  nur  von  Seiten  der  im  Inneren  der 
Kugel  vom  Halbmesser  q  befindlichen  Masse  eine  Anziehung  er- 
leidet, für  diejenige  mechanische  Arbeit,  welche  die  Gravitations- 
kraft bei  dem  Uebergange  der  Massentheilchen  der  Kugel  aus 
unendlichef  Entfernung  in  die  gegebene  Lage  verrichtet  haben 
wttrde,  oder  für  das  Potential  der  Kugel  bezogen  auf  die  eigene 
Masse  derselben,  die  Gleichung: 

2)  a  — /rfj/.g.^^, 


in  welcher  g  die  Gravitationsbeschleunigung  im  Abstände  q  vom 
Mittelpunkte  bei  dem  gegebenen  Endzustande  der  Kugel  bedeutet 
Wenn  mit  6  die  Dichtigkeit  im  Abstände  q  vom  Mittelpunkte  be- 
zeichnet wird,  so  kann  hierin: 

3)  dM^^TtQ^dQ.e 

gesetzt  werden,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält 
man  für  das  Potential  die  Gleichung: 

r 

4)  3l=47r /öge'rf^. 


^A7t  je 


Mit  dem  gegebenen  Dichtigkeitsänderungsgesetze :  6  ^^ /(g) 
ist  zugleich  das  Gesetz  gegeben,  nach  welchem  die  Grösse  g  als 
Function  von  q  im  Inneren  der  Kugel  sich  ändert;  ebenso  auch  das 
Druckänderungsgesetz,  flir  welches  letztere  die  der  Gleichung  1) 
des  §  190  analog  gebildete  Differenzialgleichung  gilt: 

5)    dp^  —  d^dQy 
und  nach  Substitution  des  hieraus  für  das  Product  ^g  zu  entneh- 
menden Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 


q=r 
6)    21 


!  ™  —  Ajclg^dp. 

^0  =  (k 


35^ 
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Indem  man  diese  Gleichnng  partiell  integrirt,  gelangt  man  —  anter 
Bertlcksichtigung  des  Umstandes,  dass  an  der  Oberfläche  ^»»0 
nnd  im  Mittelpunkte  ^  —  0  ist  —  zn  den  folgenden  Gleichungen: 

r 

8)    2t— 12  7r  U^^^ß. 

Wie  auch  immer  das  gegebene  Dichtigkeitsgesetz:  6  =/(?) 
beschafifen  sein  möge:  immer  kann  man  sich  eine  im  Gleichge- 
wichtszustande befindliche  Gaskugel  denken,  deren  Masse  genau 
nach  demselben  Gesetze  in  dem  Eugelraume  vertheilt  ist  Denn 
in  jeder  von  den  einzelnen  concentrischen  Massenschichten  der- 
selben kann  man  sich  bei  der  daselbst  gegebenen  Dichtigkeit  durch 
Zuführung  oder  Entziehung  der  entsprechenden  Wärme-Quantität 
jeden  beliebigen  vorgeschriebenen  Druck  hervorgebracht  denken, 
folglich  auch  denjenigen  Druck,  welcher  den  Gleichgewichtsbe- 
dingungen der  Gaskugel  entspricht  Die  in  Meterkilogrammen  aus- 
gedrückte innere  Wärme,  welche  die  oben  untersuchte  Kugel  als 
Gaskugel  besitzen  würde,  ist  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


9) 


r 

U^^jdMgT^^Jßgiyde, 


in  welcher  T  die  absolute  Temperatur  im  Abstände  q  vom  Mittel- 
punkte bedeutet    Nach  dem  Mariotte-Gaj-Lussac'schen  Gesetze 

kann  hierin:  dgT^^-^  gesetzt  werden;  folglich  ist: 


10) 


r 
t/o 


und  da:  AR ^r^Cp  —  c^^=^c^{k  —  1)  ist,  so  kann  man  dieser  Glei- 
chung auch  die  folgende  Form  geben: 


11)    u         ^"^ 


k 

0 


IjVQ*  da- 


Aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  1 1)  erhält  man  nunmehr  flir 
das  Yerhältniss  der  beiden  ArbeitsgrOssen  91  und  ü  den  Werth: 
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12)     A=»3(*_i). 

Das  Potential  einer  beliebigen  ans  homogenen 
eoncentrischen  Schichten  zusammengesetzten  Kugel 
ist  also  stets  3(Ar  — l)-mal  so  gross  als  das  mecha- 
nische  Aequivalent  der  inneren  Wärme,  welche  jen& 
Engel  als  eine  im  Gleichgewichtszastande  befind- 
liche Gaskngel  besitzen  würde. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  Uebergange  einer  Gaskugel  aus 
einem  Gleichgewichtszustande  in  einen  anderen  Gleichgewichts- 
zustand die  Gravitationskraft  nur  dann  Arbeit  verrichten  kann, 
wenn  zugleich  eine  Wärme -Abgabe  oder  -Zuführung  stattfindet. 
Denn  ohne  eine  solche  Wärme -Uebertragung  mttsste  nach  den 
Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  innere  Wärme  der 
Gaskugel  genau  um  das  Wärme- Aequivalent  der  Gravitationsarbeit 

zunehmen,  wobei  das  Verhältniss  der  beiden  Arbeits -Grössen 

4 
Sl  und  U  eine  Aenderung  erleiden  würde  (wenn  *  >  -q-  ißt,  wie 

hier  vorausgesetzt  werden  soll).    Dem  in  §  193  gefundenen  Satze 
kann  man  daher  die  folgende  allgemeinere  Form  geben: 

Bei  dem  Uebergange  einer  Gaskugel  aus  einem 
beliebigen  Zustande  des  labilen  (oder  auch  des  sta- 
bilen) Gleichgewichts  in  den  Zustand  des  indiffe- 
renten Gleichgewichts  wird  von  der  Gravitations- 
kraft keine  Arbeit  verrichtet,  wenn  während  des 
Ueberganges  weder  Wärme-Abgabe  noch  Wärme-Auf- 
nahme stattfindet 

§  198. 
Potential  des  gasfBrmigen  Weltkörpers. 

Wenn  mit  S  die  ganze  Masse  des  gasförmigen  Weltkörpers, 
und  mit  Ng  die  Gravitationsbeschleunigung  an  der  Oberfläche 
desselben  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  dem  Newton'schen  Gravi- 
tationsgesetze die  im  vorigen  Paragraphen  mit  g  bezeichnete  Gra- 
vitationsbeschleunigung im  Abstände  q  vom  Mittelpunkte  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

1)  -8-  =  -^.i:l, 

Ng  S      ß*  ' 

und  wenn  man  die  Verhältnisszahl  —  wieder  mit  t>  bezeichnet, 
so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 
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2)     6__-=iV.^._. 

Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  mau  aus  der  Glei- 
chung 5)  des  §  195  für  die  der  Abstandszunahme  dg  entsprechende 
Temperaturzunahme  dT  den  Werth: 

CpS  Q^ 

Wenn  als  Einheit  fllr  die  Massengrössen  diejenige  Masse  ge^ 
wählt  wird,  welche  an  der  Erdoberfläche  1  Kilogramm  wiegt,  so 
hat  das  mechanische  Aequivalent  der  inneren  Wärme  des  gas- 
förmigen Weltkörpers  die  Grösse: 


4,     U-^J 


TdM. 


f=0 

Indem  man  diese  Gleichung  partiell  integrirt  nnd  dabei  berQck- 
sichtigt,  dass  sowohl  f&r  ^  »  0  als  auch  für  ^  «=  r  das  Prodnct  TM 
den  Werth  Nall  annimmt,  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 


5)        U: 


i|«-7^. 


und  wenn  man  hierin  für  dT  den  oben  gefundenen  Werth  ein- 
setzt, so  erhält  man  die  Gleichung: 


T 


6)     U 

K  O      . 

aus  welcher  man  durch  abermalige  partielle  Integration  die  fol- 
gende Gleichung  ableiten  kann: 

Für  das  Potential  des  gasförmigen  Weltkörpers  erhält  man 
nach  der  hier  gewählten  Bezeichnungsweise  aus  der  Gleichung  2) 
des  vorigen  Paragraphen  den  Ausdruck: 

8)     ^  =  jt>QdM, 

^=0 
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welchem  man  nach  Substitution  des  oben  flir  ^  angegebenen  Wer- 
thes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

(>' 
Nr"   [  MdM 


9)  a 


'-I-. 


s 

Indem  man  den  hieraas  für  das  Integral  zu  entnehmenden  Aus- 
druck  in  Gleichung  7)  einsetzt,  erhält  man  für  U  die  Gleichung: 

10)    U= F"  +  "ir' 

und  nach  Substitution  des  aus  der  Gleichung  12)  des  vorigen  Para- 
graphen für  U  zu  entnehmenden  Ausdrucks  erhält  man  aus  der 
obigen  Gleichung  für  das  Potential  den  Werth: 


"'  «-(n^)'"-^- 


Da  der  Werth  des  Potentials  nur  Yon  dem  Gesetze  der  Massen- 
vertheilung  abhängen  kann,  so  ist  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung 
ganz  unabhängig  von  der  dem  Buchstaben  k  beigelegten  Bedeu- 
tung. Die  obige  Gleichung  bleibt  daher  auch  dann  noch  gültig, 
wenn  an  die  Stelle  der  constanten  Grösse  k  irgend  eine  andere 
constante  Grösse  e  gesetzt  wird.  Das  Potential  einer  Kugel,  deren 
Massenvertheilungsgesetz  der  Gleichung:  pv'  ^^Cowt  entspricht, 
'kann  daher  immer  berechnet  werden  mittelst  der  Gleichung: 
«  36-3  ^ 

^^^     NrS  ~  5€-6        ^' 
aus  welcher  man  für  den  Potentialcoefficienten  ß  und  den  Ex- 
ponenten £  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe 

erhält: 

5         3        ,  ,,        4         5         6 
,=      oo        2        -       y       1,41       Y       T       T 

^-     T     I     T      '       '-"     T      '      ~ 
Nach  der  Gleichung  12]  des  Torigen  Paragraphen  hat  die  in 
Heterkilogrammen  ausgedruckte  innere  Wärme  die  Grösse: 

Für  die  in  Wärme-Einheiten  ausgedrückte  innere  Wärme, 
welche  durchschnittlich  in  jedem  Massenkilogramm  enthalten  ist, 
ergiebt  sich  hiernach  der  Werth :. 
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14)     W--^-  5^_g- 

Die  ganze  darch  die  GraTitationsarbeit  während  der  Gontraotion 
erzeugte  Wärme  hat  pro  Massenkilogramm  die  Grösse : 


15)     ö ^-[-^TlZ^j^^r. 


Die  Differenz  der  obigen  beiden  Werthe  repräsentirt  diejenige 
Wärme -Quantität,  welche  während  der  Contraction  nach  aussen 
abgegeben  wurde,  und  hat  die  Grösse: 


^«>  «-^=(1^)^^^^' 


Hiemach  würde  man  z.  B.  für  eine  Gaskugel  von  der  Grösse  and  Masse 
der  Sonne,  indem  man  ä  — 1,41,  ^«--tst-»  -^=27,4  und  r  =  688 000 000* 
setzt,  die  folgenden  Werthe  erhalten: 

0 «-  52  000  000,      FF  »  42  000  000,      Q  —  FP  »  10  000  000  Wärme-Einheiten. 

Wenn  also  die  Sonne  selbst  als  eine  solche  im  indifferenten  Gleichgewichtszu- 
stände befindliche  ideale  Gaskugel  betrachtet  werden  dQrfte,  so  würde  hieraus 
folgen:  dass  gegenw&rtig  in  jedem  Massenkilogramm  der  Sonne  durchschnitt- 
lich 42  000  000  W&rme-Einheiten  enthalten  sind.  Da  der  Halbmesser  der  Nep- 
tonsbahn  etwa  6000 -mal  so  gross  ist  als  der  gegenwärtige  Sonnenhalbmesser, 
so  würde  zugleich  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Satze  sich  er- 
geben, dass  zu  der  Zeit,  als  die  Sonnenmasse  bis  zur  Neptunsbahn  sich  er- 
streckte, jedes  Massenkilogramm  durchschnittlich  nur  den  6000-sten  Theil  von 
der  gegenwärtig  in  demselben  vorhandenen  inneren  Wärme  enthielt,  dass  also  seit 
jener  Zeit  die  in  jedem  Massenkilogramm  durchschnittlich  enthaltene  Wärme- 
Quantität  von  7000  bis  auf  42  000  000  Wärme-Einheiten  zugenommen  hat 

Wenn  N^^N^  der  Werth  ist,  welcher  dem  Werthe  r^=r^ 
entspricht,  so  ist  nach  dem  Newton'schen  Gravitationsgesetze: 

17)     -^  =  ^ 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  N  zu  ekitneh- 
menden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  16),  indem  man  die 
Grösse  Q —  TT  =335  setzt,  die  folgende  Form  geben: 


'« «-(1^)^ 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  der  Zeit  t  differenziirt,  erhält 
man  für  die  pro  Zeiteinheit  —  z.  B.  während  eines  Jahres  —  von 
jedem  Massenkilogramm  durchschnittlich  abgegebene  Wärmequan- 
tität den  Werth : 
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^^^     IT U*  — 6y~^       Ä"' 

Wenn  mit  c  die  jährliche  Abnahme  des  Sonnenhalbmessers 
und  mit  tt)  die  von  der  Sonne  jährlich  pro  Massenkilogramm  ans- 

dp 
gestrahlte  Wärme -Quantität  bezeichnet  wird,  so  ist  a= t~ 

und  tt)  »=  ~37~  zu  setzen.   Nach  Substitution  dieser  Werthe  kann 
at 

man  der  obigen  Gleichung ,  indem  man  zugleich  für  die  Grösse 
N^  den  aus  Gleichung  17)  zu  entnehmenden  Ausdruck  einsetzt^ 
die  folgende  Form  geben: 

Da  nach  neueren  Untersuchungen  ti> »»  2  zu  setzen  ist,  so 
wtlrde  man  hieraus  nach  den  oben  gemachten  Voraussetzungen 
für  die  jährliche  Abnahme  des  Sonnenhalbmessers  den  folgenden 
Werth  erhalten: 

21)    ,^(^-M;-M— J =141  Meter. 

§  199. 
Temperatur -Erhöhung  an  der  Vorderflllohe  eines  in  atnosphärischer  Luft  eich 

bewegenden  KSrpers. 

Der  Widerstand  der  Luft  gegen  einen  mit  der  Geschwindig- 
keit u  in  derselben  sich  bewegenden  Körper  kann  berechnet  wer- 
den aus  der  Gleichung: 

1)  w=eF(p{u\ 

in  welcher  F  die  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  genommene 
grösste  Querschnittsfläche  des  Körpers,  d  die  Dichtigkeit  der  Luft 
und  q>{u)  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Function  der  Geschwin- 
digkeit u  bedeutet.  Indem  man  die  obige  Gleichung  durch  F  divi- 
dirt)  erhält  man  für  den  mittleren  Widerstand  oder  Gegendruck 
pro  Flächeneinheit  der  Fläche  F  den  Werth: 

W 

2)  P'=='jpr~e<piu). 

Nach  dem  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetze  ist  die  Dichtigkeit 
der  Luft  bei  der  absoluten  Temperatur  T  und  dem  Drucke  p  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 


3)      0^  =  y  =  ^, 
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und  nach  Substitution  des  hieraus  für  0  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben 
j/  _  (p(u) 
^^  p  ~  gRT 
Bei  sehr  grosser  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  darf  an- 
genommen werden,  dass  an  der  Rückseite  desselben  der  Luftdruck 
gleich  Null  ist.  In  obiger  Gleichung  bedeutet  daher  p'  den  Druck 
der  comprimirten  Luft  an  der  Vorderfläche  des  bewegten  Körpers, 
und  p  den  Druck  der  nicht  comprimirten  Luft  in  der  Umgebung 
desselben.  Wenn  man  für  die  Gonstanten  g  und  R  ihre  nume* 
rischen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  für  das  Yerhältniss  jener 
beiden  Drücke  den  Werth: 

5)  Z  ==  0,003  486  .  Ä. 

Nach  den  Versuchen  von  St.  Robert  ist  bei  sehr  grossen  Ge- 
schwindigkeiten (für  Körper  von  annähernd  kugelförmiger  Gestalt) 
die  Geschwmdigkeitsfunction : 

6)  g)W  =  0,2936.«'{l4-(2^)j 

zu  setzen,  wenn  die  Geschwindigkeit  u  in  Metern  pro  Secunde 
ausgedrückt  wird,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  nimmt 
die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

7)  -£l  =  0,001023  5  4{l  +  (^)]. 

Wenn  man  hierin  z.  B.  t/  =»  72  000""  setzt,  so  erhält  man  f&r  das 
Verhältniss  der  beiden  Drücke  den  Werth: 

.,      p'  56  786  000  000 

8)  —  =  f 

Diesem  Druckverhältniss  entspricht  nach  dem  Poisson'schen  Ge- 
setze das  Temperaturverhältniss: 

At  — 1  1.41  —  1 


^'  _  (f\   ^   _  /^  56  786  000  000  \    i'*^ 

^^   T  -  [yj    -  [       T      ; 

und  für  die  Temperatur  der  Luft  an  der  Yorderfläche  des  Körpers 
ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 


1 

7  1,41 


10)     r'  =  1337,3.  T' 
Wenn  man  also  z.  B.  annimmt,  dass  ein  in  die  Erdatmosphäre  ein- 
dringender Meteorit  eine  Stelle,  an  welcher  die  absolute  Tempe- 
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ratnr  der  Luft  10  Grad  beträgt,  mit  einer  Geschwindigkeit  von 
72  000  Metern  erreicht,  so  erhält  man  für  die  absolute  Temperatur 
an  der  Yorderfläche  desselben  den  Werth: 

11)     T^  1337,3  .  10  ^''^  —  6850  Grad, 
d.  h.  die  nach  dem  Gelsius'schen  Thermometer  gemessene  Tempe- 
ratur steigt  von  —  263  bis  auf  +  6577  Grad. 

§  200. 
Ausflussgeschwindigkeit  der  LufL 

Wenn  zwei  mit  Luft  gefüllte  Gefässe  A  und  B  durch  ein 
Communicationsrohr  mit  einander  verbunden  sind,  und  der  Druck 
Py  in  dem  Gefässe  A  grösser  ist  als  der  Druck  p^  in  dem  Gefässe 
B^  so  wird  ein  Ausströmen  der  Luft  von  A  nach  B  stattfinden 
(Fig.  565).  Die  Geschwindigkeit  des  Ausströmens  kann  nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft  berechnet  werden,  insofern  man 
annehmen  darf,  dass  nach  eingetretenem  Beharrungszustande  die 

ganze  während  des 
F^-  ^^-  Zeittheilchens     dt 

von  den  wirkenden 
Kräften  verichtete 
mechanische  Ar- 
beit dazu  verwen- 
det wird,  der  wäh- 
rend dieses  Zeit- 
_  theilchens  ausflies- 

senden Luftmasse 
dM  die  der  Ausflussgeschwindigkeit  entsprechende  lebendige  Kraft 
mitzutheilen. 

Wenn  mit  /  der  Querschnitt  des  Ausflussrohres,  und  mit  u 
die  dem  Beharrungszustande  entsprechende  Ausflussgeschwindig- 
keit bezeiclinet  wird,  so  ist/,  udt  der  Rauminhalt  der  während 
des  Zeittheilchens  dl  ausfliessenden  Luftmasse,  und  wenn  man 
einstweilen  annimmt,  dass  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Ueber- 
gange  aus  dem  grösseren  Drucke  p^  in  den  kleineren  Druck  p^ 
sich  nicht  ändert  — .  was  bei  geringer  Grösse  der  Druckdifferenz 
annäherungsweise  zulässig  ist  —  so  ergiebt  sich  ftlr  die  in  der 
Zeit  dt  ausfliessende  Luftmasse  der  Werth: 

1)    d,tf  =  JiiZ!^.   ' 
9 


n     \ 

^ 

4 

TT.      r. 

f\    -^ 

« 

<m 
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Diese  Luflmasse  hatte  in  dem  Gefässe  A  die  Geschwindigkeit  Nnll 
und  erlangt  bei  dem  Aasflasse  in  das  Gefäss  B  die  Geschwindig- 
keit u.  Die  während  des  Zeittheilchens  dt  erzeugte  lebendige 
Kraft  hat  also  die  Grösse: 

^2  9  "^ 

Indem  man  diese  lebendige  Kraft  der  von  dem  Drack-Ueberschasse 
(P\ — Pj)/ während  des  Zeittheilchens  dt  verrichteten  mechanischen 
Arbeit  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

3)    ^^'^^•^  =  (P.-p^f-udt,   oder: 


4,     ._1/.,|.(._^), 


welcher  man  nach  Sabstitation  des  aas  §  177,  Gleichung  12),  für 

den  Quotienten  -^-^  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende 

7\ 
Form  geben  kann: 


5)    u=^y2gR2\{\-J^y 


Wenn  z.  B.  —  =    '^      gesetzt  wird,  und  Jj  =  295  (entsprechend  einer 

Temperatur  von  -f-  ^^^  Celsius),  so  ergiebt  sich  für  die  Ausflussgeschwindigkeit 
der  Werth :  

6)  «  =  |/2  .  9,81 .  29,27  .  295  (l  -  -Ä.J  ==  152». 

In  Gleichung  3)  bedeutet  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
die  während  des  Zeittheilchens  dt  erzeugte  lebendige  Kraft,  und 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  die  während  dieses  Zeit- 
theilchens von  der  Druckdifferenz  verrichtete  mechanische  Arbeit. 
Das  Gewicht  der  während  des  Zeittheilchens  dt  ausströmenden 
Luftmasse  hat  nach  Gleichung  1)  die  Grösse: 

7)  dM.g^y.fudt. 

Indem  man  jene  Gleichung  durch  diese  letztere  Grösse  dividirt, 
erhält  man  die  Gleichung: 

8)  ^^li^zP^, 

in  welcher  nunmehr  der  Ausdruck  für  die  erzeugte  lebendige  Kraft 
und  der  Ausdruck  für  die  verridhtete  mechanische  Arbeit  auf  den- 
jenigen Zeitraum  sich  beziehen,  in  welchem  ein  Kilogramm 
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Luft  ansfliesst.  Es  wird  jedoch  der  Aasdmck  auf  der  rechten  Seite 
nur  dann  annäherungsweise  die  ganze  während  dieses  Zeitraumes 
von  den  wirkenden  Kräften  verrichtete  mechanische  Arbeit  dar- 
stellen, wenn  die  Druckdifferenz  p^  — p^  so  klein  ist,  dass  die  bei 
dem  Ausflusse  stattfindende  Dichtigkeitsänderung  des  ausfliessenden 
Luftkilogrammes  yemachlässigt  werden  darf.  Um  eine  genauere 
Gleichung  fbr  die  Ausflussgeschwindigkeit  zu  erhalten,  hat  man 
zu  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdrucke  für  die  mecha- 
nische Arbeit  noch  eine  Grösse  hinzu  zu  addiren,  welche  auf  fol- 
gende Weise  bestimmt  werden  kann. 

Nach  §  181  verrichtet  ein  Kilogramm  Luft,  wenn  dasselbe 
ohne  Wärme -Zuführung  von  dem  Rauminhalte  v,  auf  den  Raum- 
inhalt v^  sich  ausdehnt  und  die  Temperatur  desselben  in  Folge 
dieser  Ausdehnung  von  7'^  bis  auf  T^  abnimmt,  die  mechanische 
Arbeit: 

9)   «_^(r.-rj, 

woflir  man  nach  §  179,  indem  man  für  die  Grösse  A  ihren  Werth 
substituirt,  auch  setzen  kann: 

10)    «»^-«Illzii^,    oder: 

11)  8i„A^Lz_Z^. 

Diese  mechanische  Arbeit  kann  man  sich  in  zwei  Theile  zerlegt 
denken,  von  denen  der  eine  Theil: 

12)  V=p^{v,-v,) 

auf  Ueberwindung  des  constanten  Gegendruckes  p^  verwendet  wird, 
während  der  andere  Theil: 

13)  y^^g-y=  Ii(T,-T^  _^^(^^,,^^) 

mit  dazu  beiträgt,  die  lebendige  Kraft  der  ausfliessenden  Luftmasse 
zu  vergrössem.  Da  als  Gewicht  dieser  Luftmasse  1  Kilogramm  an- 
genommen wurde,  so  ist:  ;/, v,  =  1  «=  y^v^  zu  setzen.  Man  kann 
daher  dem  obigen  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 

Wenn  man  diese  Grösse  in  Gleichung  8)  zu  dem  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Ausdrucke  ftlr  die  mechanische  Arbeit 
hinzufügt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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Nach  §  177  ist  hierin  -^  =  RT.  und  ^  =  RT.  zn  aeteen;  man 
kann  daher  dieser  Gleichnng  aach  die  folgende  Form  geben: 

und  wenn  man  hierin  ftlr  den  Qnotienten  -jr  den  ans  §  180  zu 

entnehmenden  Ausdruck  subBtituirt,  so  ergiebt  sich  aus  der  obigen 
Gleichung  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  u  der  Werth: 

Mit  BdbehaltuDg  der  oben  angenominenen  Zahlenwerthe  erhält  man  aas 
dieser  Gleichiiiig  for  die  Aasflossgeschwindigkeit  den  genaaeren  Werth: 

._}/,.„,. (,^).»,..»{,_(M»p}_,«.. 

Bei  Veigleichoog  desselben  mit  dem  in  Gleichung  6)  gefundenen  Werthe  «»152" 
erkennt  man,  dass  nnr  bei  grossen  Druckdifferenzen  es  erforderlich  ist,  die  bei 
dem  Ausflusse  stattfindende  Dichtigkeitsändemng  zu  berücksichtigen,  während 
man  bei  kleinen  Druckdifferenzen  die  Ausflussgeschwindigkeit  ohne  Bedenken 
nach  Gleichung  5)  berechnen  darf. 

Für  das  Verhältniss  der  beiden  absoluten  Temperaturen  erhält  man  nach 
§  180  die  Gleichung: 


18) 


1,11  —  1 

1,41 


'«  ^-{^)  "■  -«.»«». 


welche  zeigt,  dass  bei  dem  Aasflusse  der  Luft  die  absolute  Temperatur  der- 
selben Yon  295®  bis  auf  283®  abnehmen  wird. 


§  201. 
Isothermen  des  Wasserdamfires. 

Die  Temperaturfläche  der  vollkommenen  Gase  ist  —  wie  in 
§  178  in  Bezug  auf  atmosphärische  Luft  erklärt  wurde  —  eine 
überall  stetig  gekrümmte  Fläche.  Die  Temperaturfläche  des 
Wasserdampfes  dagegen  ist  eine  krumme  Fläche  mit  Kanten. 

Bei  abnehmender  Temperatur  geht  der  Wasserdampf  ttber  in 
den  tropfbar  flüssigen  und  festen  Aggregatzustand.  Diesen  lieber- 
gangen  entsprechen  Aenderungen  in  dem  ErUmmungsgesetze  der 
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Temperatarfläche,  welche  demgemäss  als  eine  aus  mehreren  stetig 
gekrttmmten  Flächengebieten  zusammengesetzte  Fläche  sich  dar* 
stellen  wird. 

Von  dem  unterschiede  zwischen  den  Dämpfen  und  den  Yollkommenen 
Gasen  gewinnt  man  dne  anschauliche  Vorstellnng,  indem  man  sich  die  beiden 
Temperatorfl&chen  als  Qebirgsoberfl&chen  vorstellt.  In  den  höheren  Begionen 
werden  die  Formen  dieser  beiden  Gebirge  fast  vollkommen  übereinstimmen, 
insofern  bei  sehr  hoher  Temperatur  der  Wasserdampf  nahezu  wie  ein  vollkom- 
menes Gas  sich  verh&lt  Weiter  unten  werden  jedoch  erhebliche  Unterschiede 
zwischen  den  beiden  Gebirgsformen  hervortreten,  insofern  bei  dengenigen  Ge- 
birge, welches  das  Verhalten  des  Wassers  in  seinen  drei  Aggregatznst&nden 
veranschaulicht,  die  Einförmigkeit  des  stetig  gekrümmten  Gebirgsabhanges 
durch  scharfkantige  Einschnitte  und  schroff  vorspriDgende,  gesimsartig  über- 
hängende Felsw&nde  unterbrochen  ist,  welche  der  unteren  Gebirgsr^on  einen 
wesentlich  veränderten  landschaftlichen  Charakter  verleihen.  In  Folge  dessen 
wird  auch  für  die  am  Gebirgsabhange  entlang  laufenden  Horizontalwege,  welche 
die  Isothermen  darstellen,  in  den  unteren  Regionen  eine  von  den  Isothermen 
der  vollkommenen  Gase  erheblich  abweichende  Form  sich  ergeben. 

Wenn  überhitzter  Wasserdampf  eine  isothermische  Gom- 
pression  erleidet,  und  das  Gesetz,  nach  welchem  bei  allmählichem 

Vorrücken   des  Kolbens 
^^'  ^^'  der  Druck  p  mit  dem  Vo- 

Inmen  t;  sich  ändert  (auf 

dieselbe  Weise  wie  frtl- 

her),    darch    eine  Linie 

JsotJumte,      ^^^  geometrisch     dargestellt 

wird,  so  zeigt  sich,  dass 
diese  Linie  anfangs  einen 
^  ähnlichen  Verlauf  nimmt 

wie  bei  atmosphärischer 
Luft.  An  derjenigen  Stelle 
jedoch,  welche  demüeber- 
gange  des  Dampfes  in  den  gesättigten  Zustand  entspricht,  wird 
die  Linie  eine  Ecke  bilden  (Fig.  566).  Bei  dieser  Stellang  des 
Kolbens  beginnt  die  Condensation,  und  bei  weiterem  Vorrücken 
desselben  bleibt  der  Druck  p  constant.  Das  folgende  Stück  der 
Isotherme  wird  daher  eine  der  Abscissen- Achse  parallele  gerade 
Linie  bilden.  Diese  gerade  Linie  MN  erstreckt  sich  bis  zu  der- 
jenigen Stelle,  welche  der  Condensation  des  letzten  Dampftheil- 
chens  entspricht.  An  dieser  Stelle  bildet  die  Isotherme  abermals 
eine  Ecke,  insofern  der  Druck  des  Wassers  bei  abnehmendem 
Volumen  ausserordentlich  rasch  zunimmt.    Das  letztfolgende  Stück 


P 
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der  Isotherme  bildet  daher  eine  in  Bezug  anf  die  AbscisBen- Achse 
sehr  steil  ansteigende  Curve. 

Bei  dem  Uebergange  von  der  Isotherme  T  zu  der  Isotherme 
T+dT  wird  jeder  von  den  beiden  Eckpunkten  M  und  N  ein 
Linien- Element  beschreiben ,  welches  einer  Kante  der  Tempe- 
raturfläche angehört  (Fig.  567).    Analoge  Katitenbildungen  in  der 

Temperaturfläche  werden 
^^-  ^*^-  sich  an  denjenigen  Stellen 

zeigen^  welche  dem  lieber- 

gange  aus  dem  tropfbar- 

T-¥dT      \  flüssigen   in    den    festen 

Aggregatznstand  entspre- 
chen. Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  die  Tempera- 
turfläche des  Wassers  in 
seinen  drei  Aggregatzu- 
ständen nicht  wie  die- 
jenige der  vollkommenen 
Gase  durch  eine  allgememe  Gleichung  von  einfacher  Form  dar- 
gestellt werden  kann«  Eine  solche  Gleichung  wird  vielmehr  immer 
nur  flir  ein  mehr  oder  weniger  beschränktes  Gebiet  der  ganzen 
Temperaturfläche  sich  aufstellen  lassen. 

§  202. 
Clapeyron-Claiisitt8*8che6  Gesetz. 

Der  in  §  183  für  atmosphärische  Luft  gefundene  Satz,  nach 
welchem  die  bei  isothermischem  Uebergange  aus  einer  gegebenen 
Adiabate  in  eine  zweite  gegebene  Adiabate  aufzunehmende  oder 
abzugebende  Wärme-Quantität  der  absoluten  Temperatur  propor- 
tional ist,  gilt  nach  den  Hypothesen  der  mechanischen  Wärme- 
theorie*) nicht  nur  fUr  vollkommene  Gase,  sondern  auch  flir  be- 
liebige andere  Stoffe  (zweiter  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärme- 
theorie). Man  darf  daher  denselben  auch  anwenden  anf  die  im 
vorigen  Paragraphen  erklärten  parallelen  geradlinigen  Isothermen, 
welche  dem  Uebergange  des  Wassers  in  gesättigten  Dampf  ent- 
sprechen. Wenn  mit  Q  die  bei  dem  Uebergange  längs  der  Iso- 
therme 7'  zuzufahrende  Wärme-Quantität  bezeichnet  wird,  nnd  mit 


*)  Clansias:  «Mechanische  W&rmetheorie^    2.  Aufl.   I.  Band.   in.  Ab- 
schnitt. 
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Q  +  dQ  die  bei  dem  Uebergange  längs  der  Isotherme  T  +  dT 
znzaftthrenrde  Wärme-Qaantität,  so  ist  nach  dem  obigen  Satze: 
Q  +  dQ         Q 


1) 


T+dT 

Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme -Quantität  dQ  ent- 
spricht dem  in  Fig.  568  schraffirten  horizontalen  Flächenstreifen. 
Denn  bei  dem  Uebergange  von  C.nach  B  längs  der  Linie  GAB 

würde  die  Wärme-Quan- 
^'«-  ^^  tität  Q  zuzuführen  sein, 

und  bei  dem  Uebergange 
von  C  nach  B  längs  der 
Linie  CDB  die  Wärme- 
Quantität  Q  +  dQ.  Der 
Unterschied  zwischen  die- 
sen beiden  zuzuführenden 
Wärme-Quantitäten  kann 
aber  nur  von  der  durch 
jene  schraf&rte  Fläche  re- 
präsentirten  Differenz  der 
äusseren  Arbeiten  herrüh- 
ren, da  sowohl  die  Anfangszustände  als  auch  die  Endzustände  in 
beiden  Fällen  übereinstimmen. 

Wie  auch  immer  die  Formen  der  beiden  Adiabaten  A  C  und 
BD  beschaffen  sein  mögen  —  die  in  Fig.  568  schraf&rte  Fläche 
wird  immer  betrachtet  werden  dürfen  als  ein  unendlich  schmaler 
Flächenstreifen  von  der  Länge  z  und  der  unendlich  kleinen  Breite 
dp.  Indem  man  den  Flächeninhalt  desselben  mit  dem  Wärme- 
Aequivalente  der  Arbeits-Einheit  multiplicirt,  erhält  man  demnach 
für  jene  Wärme-Quantität  den  Ausdruck: 

2)  dQ^Axdp. 

Ans  Gleichung  1)  ergiebt  sich  für  ebendieselbe  Wärme -Quantität 
der  Werth: 

3)  «-«^. 

und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  führt  zu  der  fol- 
genden Gleichung: 

4)  Axdp^  -^ — 

Diese  Gleichung  wird  man  auch  dann  noch  als  gültig  betrachten 
dürfen,  wenn  man  sich  die  beiden  Adiabaten  so  weit  auseinander 

Ritter,  Iigtiiieiir-lleeliMilk.  1  Anfl.  36 
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gertlckt  denkt,  dass  die  Endpunkte  der  isothermischen  IStreoke  AB 
mit  den  beiden  Eckpunkten  dieser  unteren  Isotherme^zusammen- 
fallen,  insofern  die  an  den  beiden  Enden  der  oberen  Isotherme 
hierbei  auftretenden  Abweichungen  von  der  geradlinigen  Form  hin- 
sichtlich der  Berechnung 
F>8-  ^^  des  schraffirten  Flächen- 

Streifens  Aenderungen  be- 
dingen werden,  welche  als 
unendlich  kleine  Grössen 
zweiter  Ordnung  unbe- 
rücksichtigt bleiben  dür- 
fen (Fig.  669).  Wenn  man 
demgemäss  u  statt  x  und 
r  statt  Q  setzt,  so  nimmt 
die  vorige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 

5)    Audp  =  r-^' 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  nunmehr  r  die  sogenannte  n  Ver- 
dampfungswärme''  des  Wassers*),  nämlich  diejenige  Wärme-Quan- 
tität, welche  erforderlich  ist,  um  eine  Wassermasse  von  1  Kil.  Ge- 
wicht bei  der  Temperatur  T  und  dem  zugehörigen  constanten 
Drucke  p  vollständig  in  gesättigten  Dampf  von  derselben  Tempe- 
ratur zu  verwandeln,  während  u  die  mit  dieser  Verwandlung  ver- 
bundene Volumen-Zunahme  bedeutet. 

§  Z03. 
Latente  Wärme. 

Bei  isothermischem  Uebergange  eines  Kilogramms  Wasser  in 
gesättigten  Dampf  wird  die  ganze  zugefdhrte  Wärme- Quantität  r 
in  mechanische  Arbeit  umgewandelt.  Der  constante  Druck  p  ver- 
richtet bei  der  Volumenvergrösserung  u  die  mechanische  Arbeit:  pu. 
Dieser  in  Fig.  570  durch  die  schraffirte  Rechteckfläche  dargestellten 
Arbeit  entspricht  ein  Wärme -Aequivalent  von  der  Grösse:  Apu. 
Von  der  zugeflihrten  Wärme-Quantität  r  wird  also  der  Theil:  Apu 
in  äussere  Arbeit  umgewandelt,  und  dieserTheU  wird  die  äussere 
latente  Wärme  des  Wasserdampfes  genannt**) 


*)  Clausius:  «Mechanische  W&rmetheorie".  2.  Aufl.  I.  fiand.  S.  130. 
**)  Zenner:  »Qrundzüge  der  mechanischen  W&rmetheorie".  2.Aufl.  S.271. 
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Der  andere  Theil  der  zngeftthrten  Wärme-Quantität  r  wird  in 

innere  Arbeit  umgewandelt ,  insofern  derselbe  dazu  verwendet 

wird:  diejenigen  Widerstände  zu  überwinden ,  mit  welchen  die 

zwischen  den  Wassertheilchen  wirkenden  Anziehungskräfte  einer 

„.    ^  ^  Trennung  derselben  ent- 

Fig.  670.  .  i_  •      Tx. 

^  gegen  wirken.    Diese  in 

innere  Arbeit  umgewan- 
delte Wärme -Quantität, 
welche  mit  q  bezeichnet 
werden  soll,  nennt  man 
die  innere  latente  Wärme 
des  Wasserdampfes.'^  Die- 
selbe kann  demnach  defi- 
nirt  werden  als  diejenige 
in  Arbeit  umgewandelte  Wärme-Quantität,  welche  ein  Kilogramm 
gesättigten  Wasserdampfes  von  der  Temperatur  T  mehr  enthält 
als  ein  Kilogramm  Wasser  von  der  Temperatur  T.  Die  ganze  Ver- 
dampfungswärme r  ist  gleich  der  Summe  jener  beiden  latenten 
Wärmen  und  hat  die  Grösse: 
1)    r==^Q  +  Apu. 

Bei  isothermischer  Rückkehr  in  den  tropf  bar  flüssigen  Zustand 
wtlrde  die  Masse  dieselbe  Wärme- Quantität  r  abgeben  und  gleich- 
zeitig die  Wärme- Quantität:  Apu  in  Form  von  zugeflihrter  mecha- 
nischer Arbeit  aufnehmen. 

§  204. 
S|McHl8che  Wärme  des  geetttigten  Wasserdampfts. 

Für  die  Wärme -Quantität,  welche  einem  Kilogramm  Wasser 
von  der  Temperatur  T  zugeführt  werden  muss,  um  dasselbe  voll- 
ständig in  gesättigten  Dampf  von  der  Temperatur  T+dT  zu  ver- 
wandeln, wird  man  verschiedene  Werthe  erhalten  je  nach  dem 
Wege,  auf  welchem  die  Masse  aus  ihrem  Anfangszustande  in  den 
Endzustand  übergeführt  werden  soll.  Denkt  man  sich  diesen  Ueber- 
gang  das  eine  Mal  längs  des  Weges  ABDy  das  andere  Mal  längs 
des  Weges  ACD  stattfindend,  so  erkennt  man:  dass  der  Unter- 
schied zwischen  den  beiden  zuzufahrenden  Wärme-Quantitäten  der 
Differenz  der  beiden  äusseren  Arbeiten  entsprechen  wird,  insofern 
die  Anfangszustände  sowohl  als  die  Endzustände  in  beiden  Fällen 

*)  Zeuner:  «Qrundzflge  der  mechanischen  Wärmetheorie".  2.  Aufl.  S.  271. 
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übereinstimmen  (Fig.  671).  Dieser  in  Fig.  571  dorch  die  schraf&rte 
Fläche  dargestellten  Arbeitsdifferenz  udp  entspricht  das  Wärme- 
Aeqnivalent: 

1)    B^=  Audp, 

Wenn  mit  h  die  specifische  Wärme  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes*) bezeichnet  wird  für  diejenige  Art  der  Znstands-Aende- 


Fig.  571. 


rung,    bei   welcher   der 


Dampf  stets  im  gesättig- 
ten Zustande  bleibt,  so 
ist:  Arfr  die  Wärmequan- 
tität, welche  dem  Ueber- 
gange^i?  entspricht  Der 
isothermische  Uebergang 
von  A  nach  B  erfordert 
die  Wärmequantität:  r. 
Ffir  die  ganze  längs  des 
Weges  ABD  zuzuftthrende  Wärme -Quantität  ergiebt  sich  dem- 
nach der  Werth : 

2)  Q  =  r  +  h  dT. 

Wenn  mit  c  die  specifische  Wärme  des  Wassers  bezeichnet 
wird  fllr  diejenige  specielle  Art  der  Zustands-Aenderung,  bei  wel- 
cher der  Druck  des  Wassers  stets  dem  Drucke  des  gesättigten 
Dampfes  von  derselben  Temperatur  gleich  bleibt,  so  ist:  cdT  die 
dem  Uebergange  AC  entsprechende  Wärme -Quadtität.  Der  iso- 
thermische  Uebergang  von  C  nach  D  erfordert  die  Wärme-Quan- 
tität: r-^-dr.  Dem  Uebergange  längs  des  Weges  ACD  entspricht 
also  die  Wärme-Quantität: 

3)  Q  +  e  =  r  +  rfr  +  crfr. 

Aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  für  die  Difife- 
renz  e  der  Werth: 

4)  e--^cdT+dr  —  hdT. 

Die  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  für  e  gefundenen  Ausdrttcke 
führt  zu  der  Gleichung: 

5)  Audp  =  cdT+dr  —  k  dl\ 

und  wenn  man  hierin  für  den  auf  der  linken  Seite  stehenden  Aus- 
druck  den  in  §202  gefundenen  Werth:  ^—fr  einsetzt,  so  erhält 

*)  Gl&usias:  „Mechanische  Wftrmetheorie*'.  2.  Aufl.  S.  131. 
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man  für  die  specifische  Wärme  des  gesättigten  Wasserdampfes  die 
Gleichung: 

6)    A_e+^-^. 

§  205. 
DHAreiudalgleicbung  der  zugeTdbrten  Wfirme. 

Die  geradlinige  isothermische  Strecke  AB  veranschanlicht 
diejenige  Znstands- Aendemng,  welche  ein  Kilogramm  Wasser  er- 
leidet,  während  dasselbe  bei  der  Temperatur  T  nnd  dem  zuge- 
hörigen Constanten  Drucke  p  vollständig  in  gesättigten  Dampf 
verwandelt  wird  (Fig.  672).    Ein  zwischen  den  beiden  Endpunkten 

^.    ^^  dieser  Strecke  liegender 

Fig.  572.  ® 

p 


\ 

A 

\ 

^*j, 

^ 

M 

B 

^^ 

P 

V 

Punkt  Jf  wird  also  irgend 
einen  Zwischenzustand 
repräsentiren,  in  welchem 
die  Masse  sich  befindet, 
wenn  ein  Theil  derselben 
vom  Gewichte  a;  bereits 
in  Dampf  verwandelt  wor- 
den ist,  während  der  Rest 
von  1  —  ar  Kilogrammen 
noch  im  tropfbar  flttssigen  Zustande  sich  befindet  Betrachtet  man 
diesen  durch  den  Punkt  M  repräsentirten  Zustand  als  Anfangs- 
zustand, so  erkennt  man  aus  obiger  Figur,  dass  dem  Linien-Ele- 
mente MN  eine  solche  Zustands-Aenderung  entsprechen  wird,  bei 
welcher  die  Temperatur  um  dT  und  der  zugehörige  Druck  um  dp 
zunimmt,  während  zugleich  ein  Massentheil  vom  Gewichte  da;  aus 
dem  tropfbar  flttssigen  Zustande  in  den  dampfförmigen  Zustand 
übergeht  Dieser  durch  das  Linien- Element  MN  dargestellten  Zu- 
Stands- Aenderung  entspricht  eine  zuzuführende  Wärme -Quantität 
dQ^  welche  aus  folgenden  drei  Theilen  sich  zusammensetzt 

Der  erste  Theil  dQ^  wird  dazu  verwendet,  der  Wassermasse 
von  1 — ^Ealogrammen  die  Temperatur-Erhöhung  dTm  ertheilen, 
und  dieser  Theil  hat  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Definition  die  Grösse: 

1)    dQ,  =  {l—x).c.dT. 

Der  zweite  Theil  dQ^  wird  dazu  verwendet,  der  Dampfmasse 
von  a;  Kilogrammen  die  Temperatur -Erhöhung  dT  zu  ertheilen, 
und  hat  die  Grösse: 
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2)  dQ^^x  .h.dT. 

Der  dritte  Theil  dQ^  wird  dazu  verwendet,  die  Wassermasse 
vom  Gewichte  dx  in  gesättigten  Dampf  za  verwandeln,  und  dieser 
Theil  hat  nach  §  203  die  Grösse: 

3)  dQ^  —  r.dx. 

Die  ganze  W&rme-Qnantität  dQ  ist  gleich  der  Snmme  dieser 
drei  Theile  zn  setzen  tmd  hat  die  Grösse: 

4)  dQ  —  ciX  -- x) dT  +  hx dT  +  r dx. 

Wenn  man  hierin  für  h  den  am  Schiasse  des  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

5)  ^Qbb  cdT+  xdr  +  rdx'-xr'  -rp-i 

welcher  man  (nach  der  fttr  das  Differenziiren  eines  Productes  gel- 
tenden Regel)  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

6)  dQ  —  cdT+  d{xr)  —  xr  •  -j^,    oder: 

7)  rfQ-crfr+rrf(^)- 

Für  ein  Gemisch  von  x  Kilogrammen  Dampf  und  m  —  x  Kilo- 
grammen Wasser  würde  man  auf  dieselbe  Weise  die  folgende 
Gleichung  erhalten: 

8)    dQ  —  mcdT+Td{^. 

§  206. 
Zunahme  der  inneren  Vfirme. 

Der  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  kann  man  mit 
Benutzung  der  Gleichung  1)  des  §  203  und  der  Gleichung  5)  des 
§  202  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

1)  dQ  —  cdT+  d[x  (Q  +  Apu)]  —  Axudp, 

2)  dQ  —  cdT+d(xQ)  +  Ad{xpu)—Axudp, 

3)  dQ  —  c  dT  +  d{xQ)  +  Ap  d{xu). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  zugeflihrte  Wärme-Quantität 
sich  zusammensetzt  aus  den  beiden  Theilen: 

4)  dU~cdT  +  d{xQ)    und 

5)  dL  —  Ap  d(xu\ 

von  denen  der  letztere  als  die  in  äussere  Arbeit  umgewandelte 
Wärme -Quantität,  und  der  erstere  als  die  von  der  Masse  selbst 
aufgenommene  Wärme-Quantität  betrachtet  werden  darf. 
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Beim  Beginne  der  Znstandg-Aenderong  MN  hatte  nach  Fig.  573 
das  Volumen  der  ganzen  Masse  die  Grösse: 

6)  9  SS  a  +  a?tf, 

und  während  der  Znstands -Aendemng  MN  nimmt  das  Volumen 
zu  um  die  OrOsse: 

7)  dv^  da  +  d{xu). 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  da  die  Volumenzunahme,  welche 
dem  Uebergange  von  A  nach  C  entsprechen  würde,  oder  die- 
jenige Grösse,  um  welche 
Fig.  578.  dsÄ  Volumen  von  1  KU. 

Wasser  zunehmen  würde, 
wenn  die  Temperatur  des- 
selben von  Tbis  T+dT 
erhöht  wird,  während  zu- 
gleich der  Druck  in  dem- 
selben Haasse  sich  stei- 
gert, wie  der  Druck  des 
"äFu       '  '        ^     gesättigten    Wasserdam- 

pfes mit  jener  Tempera- 
turzunahme wachsen  würde.  Die  Vernachlässigung  dieser  Volumen- 
Aenderung  hat  einen  so  geringen  Einfiuss  auf  die  aus  obigen  Glei- 
chungen abzuleitenden  Resultate,  dass  man  ohne  Bedenken  da^^Q 
setzen  und  demgemäss  die  Grösse:  p  d(wu)  als  die  bei  der  Zu- 
stands-Aenderung  MN  verrichtete  äussere  Arbeit  ansehen  darf. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  du  diejenige  *Wärme-Quantität 
darstellt,  welche  von  der  Masse  selbst  aufgenommen  wird,  und  zum 
Theil  in  innere  Arbeit  umgewandelt,  zum  Theil  auf  Hervorbringung 
der  Temperatur-Erhöhung  dT  verwendet  wird.  Der  Theil  du  kann 
also  abkttrzungsweise  als  Zunahme  der  inneren  Wärme  bezeichnet 
werden. 

Der  Fehler,  welchen  man  begeht,  indem  man  der  Grösse  du 
.die  obige  Deutung  giebt,  besteht  darin,  dass  man  die  in  §  204 
definirte  specifische  Wärme  c  verwechselt  mit  der  specifischen 
Wärme  des  Wassers  bei  constantem  Volumen.  Der  Unterschied 
zwischen  diesen  beiden  specifischen  Wärmen  ist  aber  erfahrungs- 
gemäss  so  geringfUgig,  dass  man  ohne  Bedenken  dem  Buchstaben 
c  auch  diese  letztere  Bedeutung  beilegen  darf.  In  diesem  Falle 
würde  das  Glied:  cdT  in  Gleichung  4}  diejenige  Grösse  darstellen, 
um  welche  die  innere  Wärme  der  Masse  zugenommen  haben  würde, 
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wenn  die  ganze  Masse  anfangs  im  tropfbar  flüssigen  Zustande  sich 
befanden  hätte.  Da  in  Wirklichkeit  beim  Beginne  der  Zustands- 
Aenderung  MN  bereits  x  Kilogramme  im  dampfförmigen  Znstande 
sich  befanden,  so  war  die  innere  Wärme  der  Masse  schon  anfangs 
nm  ^^  grösser,  als  dieselbe  bei  tropfbar  flfissigem  Zustande  der 
ganzen  Masse  gewesen  sein  würde.  Bei  der  Wärmezuftthmog 
wächst  dieser  Ueberschuss  um  die  Grösse  d{xq)  —  einestheils  da- 
durch, dass  der  Factor  x  um  die  Grösse  dxy  andemtheils  dadurch, 
dass  der  Factor  q  um  die  Grösse  dq  zunimmt. 

§  207. 
Erfthrungsformeln  und  Tabellen. 

Wenn  man  wieder:  T—  273  + 1  setzt,  also  mit  t  die  nach 
dem  Gelsius'schen  Thermometer  gemessene  Temperatur  bezeichnet, 
so  gilt  für  die  specifische  Wärme  des  Wassers  (nach  Regnault)  die 
Gleichung: 

1)    c— 1  +  0,00004.^  +  0,0000009.^, 

welche  annäherungsweise  sowohl  für  Temperaturänderungen  bei 
constantem  Volumen  als  auch  fUr  Temperaturänderungen  bei  con- 
stantem  Drucke,  sowie  auch  ftir  die  in  §  204  behandelte  Zustands- 
änderung  als  gültig  betrachtet  werden  darf,  insofern  der  Unter- 
schied zwischen  diesen  specifischen  Wärmen  des  Wassers  als 
geringfligig  vernachlässigt  werden  darf. 

Da  nach  obiger  Gleichung  die  Grösse  c  mit  steigender  Tem- 
peratur nur  sehr  .langsam  zunimmt,  so  kann  man  bei  solchen  Zu- 
Standsänderungen,  welche  ein  nicht  gar  zu  grosses  Temperatur- 
Intervall  umfassen,  ohne  Bedenken  die  Grösse  c  als  eine  constante 
Grösse  behandeln,  indem  man  für  dieselbe  denjenigen  Werth  ein- 
setzt, welcher  nach  obiger  Gleichung  dem  arithmetischen  Mittel 
der  beiden  extremen  Temperaturwerthe  entspreche!»  würde  — 
ein  Verfahren,  welches  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheint,  als 
die  mathematisch  genauen  Werthe  der  Grösse  c  ohnehin  unbe- 
kannt sind. 

Die  Verdampftingswärme  des  Wassers  ist  nach  Regnault's  Ver- 
suchen zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

2)    r  =  606,5  —  0,695  .  t  —  0,000  02  .  ^  —  0,000  000  3  .  ^, 
und  die  in  §  203  mit  q  bezeichnete  innere  latente  Wärme  des 
Wasserdampfes  nach  Zeuner  aus  der  Gleichung: 
3)    p  =  575,4  —  0,791  .  t. 
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Ans  den  letzteren  beiden  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle*)  zngammengestellten  Zahlenwerthe: 


t 

r 

Q 

0 

606,500 

575,40 

10 

599,548 

567,66 

20 

592,590 

559,83 

30 

585,624 

551,97 

40 

578,649 

544,06 

50 

571,663 

536,12 

60 

564,663 

528,15 

70 

557,649 

520,17 

80 

550,618 

512,19 

90 

543,569 

504,24 

100 

536,500 

496,29 

ito 

529,409 

488,36 

120 

522,294 

480,44 

130 

515,153 

472,52 

140 

507,985 

464,61 

150 

500,788 

456,70 

160 

493,559 

448,80 

170 

486,298 

440,89 

180 

479,002 

432,99 

190 

471,670 

425,08 

200 

464,300 

417,17 

Für  Temperaturen,,  welche  nicht  zu  weit  von  dem  Werthe: 
t «:  100^  abweichen,  kann  man  (nach  ClauBiuB)  die  Verdampfungs- 
wärme aimäherungsweise  auch  berechnen  nach  der  einfacheren 
Formel: 

4)     r  —  607  —  0,708  .  <. 


'')  Zeuner:  „Grandzage  der  mechanischen  W&rmetheorie".    2.  Aufl. 
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t 

P 

n-   '' 

n.760 

10333 

—  30 

5,25 

0,000  508 

0,386 

-20 

12,6 

0,001  22 

0,927 

—  10 

■  28,7 

0,002  75 

2,093 

0 

62,5 

0,006  05 

4,600 

10 

124,6 

0,012  06 

9,165 

20 

236,4 

0,022  88 

17,391 

30 

428,9 

0,041  51 

31,548 

40 

746,5 

0,072  24 

54,906 

50 

1250,5 

0,1210 

91,980 

60 

2023 

0,1958 

148,786 

70 

3169 

0,3067 

233,082 

80 

4822 

0,4666 

354,62 

90 

7143 

0,6913 

525,39 

100 

10  333 

1 

760 

110 

14  621 

1,415 

1075,37 

120 

20  275 

1,962 

1491,28 

130 

27  603 

2,671 

2030,28 

140 

36  949 

3,576 

2717,63 

150 

48  690 

4,712 

3581,23 

160 

63  243 

6,121 

4651,62 

170 

81054 

7,844 

5961,66 

180 

102  600 

9,929 

7546,39 

190 

128  382 

12,42 

9442,70 

200 

158  922 

15,38 

11  688,96 

210 

194  767 

18,85 

14  324,80 

220 

236  447 

22,88 

17  390,36 
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Das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes mit  der  Temperatur  sich  ändert,  lässt  sich  durch  eine 
einfache  Gleichung  nicht  darstellen.*)  Man  wird  daher  in  solchen 
Fällen,  wo  für  einen  gegebenen  Werth  von  t  der  zugehörige  Werth 
Ton  p  bestimmt  werden  soll,  die  vorstehende  (nach  Begnault's  Ver- 
suchen berechnete)  Tabelle  zu  benutzen  haben,  in  welcher  p  den 
Druck  in  Kilogrammen  pro  Quadratmeter,  und  t  die  nach  dem 
Celsius'schen  Thermometer  gemessene  Temperatur  bedeutet.  Die 
Zahlen  der  dritten  Yertical-Golumne  geben  den  Druck  in  Atmo* 
Sphären  an,  und  die  Zahlen  der  vierten  Yertical-Golumne  geben 
den  Druck  in  Millimetern  der  Quecksilber -Säule  an. 

Nachdem  fttr  eine  bestimmte  Temperatur  t  die  Werthe  der 
Grössen:  p^  r,  q  auf  solche  Weise  gefunden  sind,  kann  nach  der 
Gleichung  1)  des  §  203  nunmehr  auch  die  Grösse  u  fbr  jede  ge- 
gebene Temperatur  berechnet  werden. 

§  208. 
Entropie  des  gesätUgten  WasserdampflM. 

Die  am  Schlüsse  des  §  205  ftlr  dQ  gefundene  Gleichung  7) 
nimmt,  wenn  dieselbe  auf  beiden  Seiten  durch  T  dividirt  wird, 
die  folgende  Form  an: 

dQ        cdT  (xr\ 

Der  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Quotient  kann 
(nach  §  182)  als  Differenzial  der  Entropie  wie  frtther  gleich  dd 

*)  Annäherungsweise  läset  sich  die  Beziehung  zwischen  Dnicic  and  Tem- 
peratar  des  gesättigten  Wasserdampfes  nach  R anleine  darstellen  durch  die 
empirische  Formel: 

logp  «  8,9477 jy^ ji — , 

in  welcher  »log"  den  Brigg 'sehen  Logarithmus  bedeutet;  nach  Magnus  durch 
die  empirische  Formel:  ,  7,4475. t 

5-4,525. 10»*'«»+', 
in  welcher  S  den  Druck  in  Millimetern  der  Quecksilbersäule  angedrückt  be- 
deutet; nach  Zeuner  durch  die  empirische  Formel: 

T-  335,24 .  n®'««»»  +  37,774 .  «®'^, 
in  welcher  n  die  Zahl  der  Atmosphären  bedeutet.    Die  Beziehung  zwischen 
Druck  und  Volumen  lässt  sich  nach  Zeuner  ausdrücken  durch  die  Formel: 

n.t;^'^**  — 1,7049, 
aus  welcher  für  das  Gewicht  eines  Cubikmeters  der  folgende  Werth  sich  eigiebt: 

y-1«  0,6058.  n^•«'•^ 
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'gesetzt  werden,  und  da  der  Factor  c  annäherungsweise  als  eine 
constante  Grösse  bebandelt  werden  darf,  so  ist: 


2)    d(&=^d(^c\sT  +  ^y 


Indem  man  diese  Gleichung  integrirt,  erhält  man  fttr  die  Entropie 
zunächst  den  folgenden  Ausdruck: 

3)  (g  =  clgr+-j^  +  Con8t. 

Wenn  mit  (^  derjenige  Werth  yon  (S  bezeichnet  wird,  welcher  den 
Werthen:  o?  —  0  und  T=  273**  (oder  ^=0)  entspricht,  so  ist: 

4)  (^  =  clg273  +  0  +  Const. 

Hierin  bedeutet  (^  die  Entropie,  welche  1  KU.  Wasser  bei  der  Tem- 
peratur Ton  Null  Grad  (Celsius)  besitzt,  während  (S  die  Entropie 
bedeutet,  welche  ein  Gemisch  von  o?  Kilogrammen  gesättigten 
Dampfes  und  1  —  x  Kil.  Wasser  bei  der  absoluten  Temperatur  T 
besitzt.    Die  Diflferenz: 

5)  (g  — (£,  — JS 

bedeutet  also  diejenige  Grösse,  um  welche  die  Entropie  der  Masse 
zunimmt,  während  dieselbe  aus  dem  ersteren  in  den  letzteren  Zu- 
stand tlbergeftthrt  wird,  und  hat  den  Werth: 

Betrachtet  man  jenen  ersteren  Zustand  —  denjenigen  nämlich,  bei 
welchem  die  ganze  Masse  noch  tropfbar  flüssig  war  und  die  Tem- 
peratur von  Null  Grad  (Celsius)  hatte  —  als  den  ein  fttr  alle  Mal 
gegebenen  Anfangsznstand,  so  kann  man  abkttrzungsweise  den  Aus- 
druck „Entropie**  auch  für  die  oben  mit  E  bezeichnete  Grösse  ge- 
brauchen. Hiemach  erhält  man  für  die  Entropie,  welche  1  Kilo- 
gramm gesättigten  Wasserdampfes  von  der  absoluten  Temperatur 
T  besitzt,  indem  man  ^  =  1  setzt,  den  Werth: 


7)    E=^ois[^)+^. 


Um  nach  dieser  Gleichung  die  Entropie  eines  Kilogramms  ge- 
sättigten Wasserdampfes  von  atmosphärischem  Drucke  zu  berech- 
nen, hat  man:  T=  373  (oder  ^==100)  zu  setzen  und  für  die  Grösse 
c  denjenigen  Werth  zu  wählen,  welcher  der  mittleren  Temperatur 
des  zwischen  den  Grenzen  Null  und  hundert  Grad  (Celsius)  liegen- 
den Temperatnr-Interyalls,  nämlich  dem  Werthe:  /=50  entspricht 
Nach  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  entspricht  dieser  mitt- 
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leren  Temperatur  der  Werth:  e=  1^004,  und  nach  Substitution 
desselben  erhält  man  mit  Benutzung  der  Tabelle  des  vorigen  Para- 
graphen für  die  Entropie  den  Werth: 

8)    £.,.0«4.te(||)+^-,.m 

Dem  Drucke  von  14  Atmosphären  entsprechen  die  Werthe: 
/=  195,53  (oder  T  =  468,53)  und:  r  =  467,6.  Indem  man: 
c  =  1,013  setzt  (entprechend  der  Mitteltemperatur:  t=  97,8),  erhält 
man  für  die  Entropie,  welche  1  Eil.  gesättigten  Wasserdampfes 
bei  diesem  Drucke  besitzt,  den  Werth: 

467,6 


9)    £  =1,013.  lg  (ig|i)  + 


1,545. 


273  ;  '  468,53 
Hieraus  ergiebt  sich  das  bemerkenswerthe  Resultat:  dass  die  En- 
tropie des  gesättigten  Wasserdampfes  mit  steigender  Temperatur 
abnimmt,  dass  also  eine  Temperatur- Zunahme  mit  Wärme- 
Entziehung  und  eine  Temperatur-Abnahme  mit  Wärme-Zu- 
ftlhrung  verbunden  ist. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  erhält  man  nach  Gleichung  7)  die 
in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


P      —n 
10333 

t 

r 

E 

0,006  05 

0 

606,5 

2,222 

0,1 

46,21 

574,3 

1,956 

0,5 

81,71 

549,4 

1,812 

1 

100,00 

536,5 

1,752 

2 

120,60 

521,9 

1,694 

3 

133,91 

512,4 

1,661 

4 

144,00 

505,1 

1,638 

5 

152,22 

499,2 

1,621 

6 

159,22 

494,1 

1,607 

7 

165,34 

489,7 

1,59'6 

8 

170,81 

485,7 

1,586 

9 

175,77 

482,1 

1,577 

10 

180,31 

478,8 

1,569 

11 

184,50 

475,7 

1,562 

12 

188,41 

472,8 

1,556 

1» 

192,08 

470,1 

1,551 

14 

195,53 

467,6 

1,545 
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Die  erste  Yertical-Golumne  dieser  Tabelle  giebt  die  Werthe 
des  Drackes  in  Atmosphären  an,  und  die  vierte  giebt  an:  um  wie 
viel  die  Entropie  eines  Eilogrammes  gesättigten  Wasserdampfes 
von  diesem  Dmeke  grösser  ist  als  die  Entropie  eines  Eilogrammes 
Wasser  von  der  Temperatur  Nnll  Grad  (Gelsins). 

§  209. 
Entropie  eines  Gemieclies  von  Dampf  und  Wasser. 

Die  Entropie  einer  Mischnng  von  x  KU.  Dampf  nnd  1  — x  KU. 
Wasser  bat  nach  der  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  die 
Grösse:  /  t»  \ 

1)  j;-eig(^)+^-f. 

Dieselbe  setzt  sich  zusammen  aus  zwei  Theilen,  von  denen  der 
erstere: 

2)  ^-oX^[^ 

die  Entropie  eines  Kilogramms  Wasser  von  der  Temperatur  T  dar- 
.  stellt  (oder  denjenigen  Werth  von  E^  welcher  für  a?  =  0  sich  er- 
geben wtlrde),  während  der  andere: 

3)  ?  =  ^~ 

die  Grösse  angiebt,  welche  zu  der  vorigen  noch  hinzukommt,  wenn 
der  Theil  x  auf  isothermischem  Wege  in  dampfförmigen  Zustand 
fibergeht.  Hiemach  kann  die  Entropie  der  Mischung  bei  gegebenem 
Werthe  von  x  mit  HfUfe  der  nebenstehenden  Tabelle*)  berechnet 
werden,  in  welcher  ausserdem  noch  die  Werthe  von  ^,  sowie  auch 
die  bei  der  Berechnung  des  Volumens  zu  benutzenden  Werthe  der 
am  Schlüsse  des  §202  definirten  Grösse  „tt"  angegeben  sind. 

Bei  dem  Drucke  von  10  Atmosphären  hat  nach  dieser  TabeUe 
die  Entropie  eines  Gemisches  von  x  KU.  Dampf  und  1  —  x  KU. 
Wasser  die  Grösse: 

4)  jE  — 0,5131  +  1,0562.0?. 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  fttr  die  Grössen  x  und  E  die 
nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

a?  =  0  0,1       0,2       0,3       0,4       0,5       0,6       0,7       0,8       0,9       1 

J5  =  0,513    0,619   0,724    0,830   0,936    1,041    1,147    1,252    1,358   1,464    1,569. 


*)  Zenner:  «GmndzUge  der  mechanischen  Wärmetheorie".  2.  Aufl. 
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''   «n 

t 

t 

r 
T 

« 

Q 

10333 

0,006  05 

0 

0 

2,2216 

210,66 

575,40 

0,1 

46,21 

0,1566 

1,7992 

14,55 

538,85 

0,5 

81,71 

0,2627 

1,5489 

3,171 

510,77 

1 

100,00 

0,3136 

1,4383 

1,650 

496,30 

2 

120,60 

0,3682 

1,3259 

0,8588 

480,00 

3 

133,91 

0,4021 

1,2591 

0,5864 

469,48 

4 

144,00 

0,4271 

1,2113 

0,4474 

461,50 

5 

152,22 

0,4471 

1,1740 

0,3626 

454,99 

6 

159,22 

0,4639 

1,1432 

0,3054 

449,46 

7 

165,34 

0,4784 

1,1171 

0,2642 

444,62 

8 

170,81 

0,4912 

1,0944 

0,2329 

440,29 

9 

175,77 

0,5027 

1,0742 

0,2085 

436,37 

10 

180,31 

0,5131 

1,0562 

0,1887 

432,77 

U 

184,50 

0,5227 

1,0398 

0,1725 

429,46 

12 

188,41 

0,5315 

1,0248 

0,1589 

426,37 

13 

192,08 

0,5398 

1,0109 

0,1473 

423,46 

14 

195,53 

0,5475 

0,9980 

0,1373 

420,74 

Aof  dieselbe  Weise  erhält  man  für  die  Entropie  des  Oemisches 
bei  dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  die  Gleichung: 

5)    J?=  0,3136 +  1,4383.0?, 

aus  welcher  fllr  die  Grössen  a;  und  E  die  nachfolgend  zusammen- 
gestellten Zahlenwerthe  sich  ergeben: 

a:  — 0  0,1       0,2       0,3       0,4       0,5       0,6       0,7       0,8       0,9       1 

i?— 0,314   0,457   0,601    0,745   0,889   1,033    1,177    1,320    1,464    1,608    1,752. 

Die  letzteren  beiden  Tabellen  zeigen:  dass  z.  B.  bei  dem 
Drucke  von  10  Atmosphären  ein  Gemisch  von  0,9  Eil.  Dampf  und 
0,1  Kil.  Wasser  dieselbe  Entropie  {JS=  1,464)  besitzt  wie  bei 
dem  Drucke  von  1  Atmosphäre  ein  Gemisch  von  0,8  Eil.  Dampf 
und  0,2  Eil.  Wasser.    Man  erkennt  hieraus,  dass  der  Uebergang 


Digitized  by 


Google 


576  Neunter  Abschnitt.  §  210. 

aas  jenem  ersteren  in  diesen  letzteren  Zustand  mit  einer  partiellen 
Gondensation  verbanden  sein  würde,  insofern  bei  dieser  Zostands- 
ändemng  ein  Massentheil  von  0,1  KU.  Gewicht  ans  dem  dampf- 
förmigen in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand  übergeht.  Eine  solche 
Zustandsändernng,  bei  welcher  dem  Endzustände  und  dem  Anfangs- 
zustande gleiche  Werthe  der  Entropie  entsprechen,  wird  z.  B.  dann 
stattfinden,  wenn  die  Masse  langsam  sich  ausdehnt  und  bei  dieser 
Ausdehnung  weder  Wärme  aufnimmt  noch  Wärme  abgiebt. 

Das  Volumen  des  Gemisches  kann  man  mit  Benutzung  der 
Tabelle  berechnen  aus  der  Gleichung: 

6)  V  =  a  +  a?u^ 

in  welcher:  o  =  0,001  das  Volumen  von  1  KU.  Wasser,  und  u  die 
bei  der  Verdampfung  eintretende  Volumen- Vergrösserung  bedeutet. 
Hiemach  hatte  bei  dem  Drucke  von  10  Atmosphären  das  Ge- 
misch von  0,9  KU.  Dampf  und  0,1  KU.  Wasser  das  Volumen: 

7)  i?  =  0,001  4-  0,9  .  0,1887  =  0,1708  Cubikmeter. 

Bei  dem  nachherigen  Drucke  von  1  Atmosphäre  hat  das  Gemisch 
von  0,8  KU.  Dampf  und  0,2  KU.  Wasser  das  Volumen: 

8)  r  =  0,001  +  0,8  .  1,65  =  1,32  Cubikmeter. 

Mit  der  oben  angenommenen  Zustandsändernng  würde  also  eine 
Ausdehnung  auf  das  7,73-fache  des  ursprünglichen  Volumens  ver- 
bunden sein. 

§  210. 
Curven  constanter  Entropie. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Bezeichnungs- 
weise kann  man  dem  Ausdrucke  fUr  die  Entropie  des  Gemisches 
von  a:  KU.  Dampf  und  1  —  -t  KU.  Wasser  auch  die  folgende  Form 

geben: 

1)  E^T  +  l 

Für  die  Gurve  constanter  Entropie  (Isentrope  oder  Adiabate)  er- 
giebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

2)  T  +  I  =  Const, 

in  welcher  die  Constante  aus  dem  gegebenen  Anfeuigszustande  be- 
rechnet werden  kann.  • 

Wenn  der  den  Anfangszustand  repräsentirende  Punkt  M^  in  der 
Isotherme  7,  gegeben  ist  (Fig.  674),  so  kann  man  die  Lage  des 
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DarchschDittspnnktes  J/,,  in  welchem  irgend  eine  gegebene  zweite 
Isotherme  T^  von  der  Adiabate  je^e8  Anfangspunktes  geschnitten 
wird,  berechnen  mittelst  der  Gleichung: 

3)      l^i  +  ?i  — T^  +  Ia. 

Ftlr  den  adiabatischen  Uebergang  aus  der  Isotherme   des 
Druckes  von  10  Atmosphären  in  die  Isotherme  des  Druckes  von 

1    Atmosphäre    erhält 
Fig.  574.  man  hiemach  mit  Be- 

nutzung der  Tabelle 
des  vorigen  Paragra- 
phen die  Gleichung: 
4)0,5131  +  1,0562.5?, 
—0,3136  + 1,4383.  a?g, 
und  findet,  indem  man 
dieselbe  fttr  die  Grösse 
x^  auflöst,  den  folgen- 
den Werth: 

-K        5)   a?,=  0,1388 

+  0,7343.  a?,. 

Wenn  man  x^  «s  x^  setzt,  so  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  ftlr 
o?,  den  Werth: 

6)  ^,=«  0,522, 

und  dieselbe  zeigt,  dass  mit  deoi  Uebergange  Ton  M^  nach  M^ 
bei  dem  hier  angenommenen  Falle  eine  Verdampfung  oder 
eine  Gondensation  verbunden  sein  wird,  jenachdem  x^  kleiner 
oder  grösser  als  0,522  war;  denn  im  ersteren  Falle  wird  ^a  >  o?, , 
im  letzteren  wird  a:,  <ar,. 

Für  die  beiden  Volumina  erhält  man  nach  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  erklärten  Methode  die  Gleichungen: 

7)  »,  =  0,001 +  0,1887.  x,, 

8)  tj,  =  0,001  +  1,65  .x^. 

Der  letzteren  kann  man  mit  Benutzung  des  oben  fttr  x^  gefun- 
denen Werthes  auch  die  folgende  Form  geben: 

9)  v^  =  0,22986  +  1,21 16  .  a?, . 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  den  hier  angenommenen 
Fall  die  in  der  nachstehenden  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe: 

Bitier,  iBffeniev-Mecbavilr.  2.  Avil.  37 
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'■^i 

or. 

»I 

»» 

0 

0,139 

0,001 

0,230 

230 

0,1 

0,212 

0,0199 

0,351 

17,66 

0,2 

0,286 

0,0387 

0,472 

12,11 

0,3 

0,359 

0,0576 

0,593 

10,30 

0,4 

0,432 

0,0765 

0,714 

9,34 

0,5 

0,506 

0,0954 

0,836 

8,76 

0,6 

0,579 

0,1142 

0,957 

8,38 

0,7 

0,653 

0,1331 

1,078 

8,10 

0,8 

0,726 

0,1520 

1,199 

7,89 

0,9 

0,800 

0,1708 

1,320 

7,73 

1 

0,873 

0,1897 

1,441 

7,60 

Mit  Benatzang  des  auf  solche  Weise  ftir  v^  gefundenen  Werthes 
kann  man  nunmehr  in  Fig.  674  die  Lage  des  Dnrchschnittspnnktes 
Jf,  bestimmen,  in  welchem  die  gegebene  Isotherme  T^  von  der 
Adiabate  geschnitten  wird,  nnd  durch  Wiederholung  des  obigen 
Verfahrens  in  Bezug  auf  eine  dritte,  yierte . . .  Isotherme  würde 
man  alsdann  die  Gonstruction  der  Adiabate  weiter  fortsetzen  können. 

Bei  Ausführung  dieser  Rechnung  würde  man  z.  B.  für  den 
Durchschnittspunkt  der  Adiabate  mit  der  Isotherme  des  Druckes 
von  5  Atmosphären  die  Gleichungen  finden: 

10)  ar  =  0,05622  +  0,9  .  ^„ 

11)  v  =  0,0214  +  0,3263  .  ^,, 

nnd  ftir  den  Durchschnittspnnkt  mit  der  Isotherme  des  Druckes 
Ton  2  Atmosphären  würde  man  die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 

12)  ar  =  0,1093  + 0,7965.  a?j, 

13)  v  =  0,09487  +  0,684  .  x, . 

Wenn  also  mit  n  der  Druck  in  Atmosphären  bezeichnet  wird, 
so  ergeben  sich  für  den  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im 
tropfbar  flüssigen  Zustande  sich  befand y  die  nachfolgenden  zn- 
sammengehörigen  Zahlenwerthe : 

n  =     10  5  2  1 

V  =  0,001       0,0214      0,09487      0,230 
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und  für  den  Fall^  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im  dampf- 
förmigen Zustande  sich  befand,  wtlrde  man  die  folgenden  Wertbe 
erhalten: 

71  =     10  5  2  1 

V  =  0,1897       0,3477      0,7789       1,441. 

Die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Gleichungen  und  Ta- 
bellen würde  man  selbstverständlich  auch  benutzen  können,  um 
das  Verhalten  eines  Gemisches  von  Wasser  und  Dampf  bei  adia- 
batischer Compression  zu  bestimmen.  So  z.  B.  zeigt  die  oben 
ftir  die  Grössen  x^  und  x^  berechnete  Tabelle:  dass  in  einem  Ge- 
mische von  0,873  Kil.  Dampf  und  0,127  Kil.  Wasser  ^ie  ganze  ur- 
sprünglich vorhanden  gewesene  Wassermasse  verdampfen  wtlrde, 
wenn  bei  adiabatischer  Compression  der  Druck  von  1  Atmo- 
spare  bis  zu  10  Atmosphären  gesteigert  wird  —  femer:  dass  in 
einem  Gemische  von  0,139  Kil.  Dampf  und  0,861  Eil.  Wasser  unter 
gleichen  Umständen  die  ganze  ursprünglich  vorhanden  gewesene 
Dampfmasse  in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand  übergehen  würde. 


Fig.  575. 


Fig.  676. 


§  211. 
Adiabatische  Arbeit  des  gesättigten  Wasserdampfes. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  behandelte  Zustands-Aendernng 
kann  man  sich  durch  die  beiden  Figuren  575  und  576  veranschau- 
lichen, von  denen  die  erstere  den 
Anfangszustand  und  die  letztere 
den  Endzustand  darstellt.  Der  Vor- 
aussetzung nach  sollte  der  Ueber- 
gang  aus  dem  ersteren  in  den  letz- 
teren Zustand  ohne  Wärmezuflih- 
rung  stattfinden ;  folglich  ist  es  ein 
Theil  der  inneren  Wärme,  welcher 
bei  der  Ausdehnung,  in  mecha- 
nische Arbeit  umgewandelt,  dazu 
verwendet  wird,  den  Kolben  zurück- 
zudrängen und  den  äusseren  Gegendruck  —  welcher  stets  gleich 
dem  inneren  Drucke  vorausgesetzt  wird  —  dabei  als  Widerstand 
zu  überwinden.  Um  die  Grösse  dieser  (in  Figur  674  durch  die 
schraffirte  Fläche  dargestellten)  Arbeit  zu  berechnen,  hat  man 
demnach  zunächst  den  bei  der  Ausdehnung  stattfindenden  Verlust 
an  innerer  Wärme  zu  bestimmen,   und  diese  Wärme  -  Quantität 
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nachher  mit  dem  mechanischen  Aequivalente  der  Wärme -Einheit 
zu  maltipliciren. 

Ftlr  die  Aendemng  der  inneren  Wärme  eines  Gemisches  Ton 
Dampf  und  Wasser  wurde  in  §  206  (Gleichung  4)  der  folgende 
Ausdruck  gefunden: 

1)  dU=cdT^d{xQ). 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt,  erhält  man  für  den  ganzen 
bei  obiger  Zustands- Aendemng  eintretenden  Verlust  an  innerer 
Wärme  die  Gleichung: 

2)  U,-U,^c{T,-T;)  +  x,Q,^a;,Q,, 

in  welcher  statt  T,  —  T,  auch  t^  —  t^  gesetzt  werden  kann.  Für 
die  gesuchte  adiabatische  Arbeit  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 

Den  Drücken  von  10  Atmosphären  und  1  Atmosphäre  ent- 
sprechen resp.  die  Temperaturen  t^  =  180**,31  und  ^^  =  100^  Nach 
§  207  (Gleichung  3)  entsprechen  diesen  beiden  Temperaturen  die 
Werthe:  q^  =  432,775  und  q^  =  496,3.  Für  den  Uebergang  aus  der 
ersteren  in  die  letztere  Temperatur  kann:  c  =  1,023  gesetzt  werden 

(entprechend  nach  §207,  Gleichung  1,  derMitteltemperatnr:    *T^  ' 

^  140^.  Hiemach  ergiebt  sich  fär  die  bei  diesem  Uebergange  in 
äussere  Arbeit  umgewandelte  innere  Wärme  der  Werth: 

4)     £7,  —  £/,  =  1,023  (180,31  — 100)  +  432,775 .  x,  —  496,3 .  a?,. 

Wenn  man  hierin  für  ar^  den  bereits  im  vorigen  Paragraphen  (Glei- 
chung 5)  für  diesen  Fall  berechneten  Werth  einsetzt,  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 

5)  f/j  —  £7,  —  13,33  +  68,34  .  x, . 

Ftlr  den  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im  tropfbar  flüs- 
sigen Zustande  sich  befand ,  würde  hierin  ^,  »» 0  zu  setzen  sein. 
Hieraus  folgt,  dass  1  KU.  Wasser  von  seiner  inneren  Wärme:  13,33 
Wärme-Einheiten  abgiebt,  wenn  diese  Wassermasse  (bei  partieller 
Verdampfung)  aus  der  Isotherme  des  Dmckes  von  10  Atmosphären 
in  die  Isotherme  des  Dmckes  von  1  Atmosphäre  übergeht  Die 
auf  den  Kolben  übertragene  Arbeit  hat  also  in  diesem  Falle  die 
Grösse: 

6)  a  =  424  .  13,33  -=  5652  Meterkilogramm. 

Für  den  Fall,  dass  anfangs  die  ganze  Masse  im  dampfförmigeil 
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Zustande  sich  befand,  würde:  o?^  =  1  zu  setzen  sein.  Ein  Eilo- 
gramm  Dampf  wtlrde  also  nnter  gleichen  Umständen  (bei  partieller 
Condensation):  81,67  Wärme -Einheiten  oder:  34  628  Meterkilo- 
gramm entwickeln. 

§  212. 
Erwirinuno  bei  constantem  Volumen. 

Das  Volumen  eines  Gemisches  von  x Eil.  Dampf  and  \—x KiL 
Wasser  hat  nach  §  209  (Gleichung  6)  die  Grösse: 

1)  r  =  a-t-^M. 

Da  die  Grösse  o  annähernngsweise  als  eine  constante  Grösse  be- 
handelt werden  darf,  so  ergiebt  sich  hieraus  für  die  Unveränder- 
lichkeit  des  Volumens  die  Bedingungsgleichung: 

2)  d(xu)  =  % 

und  die  in  §  206  gefundene  Di£ferenzialgleichung  3)  nimmt  nach 
Substitution  dieses  Werthes  die  folgende  Form  an: 

3)  dQ=^cdT+d{xQ). 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man  für  die  zum  Hervor- 
bringen der  Temperatur-Erhöhung:  T^—T^  erforderliche  Wärme- 
Quantität  den  Werth: 

4)  Q  =  c(T,-T,)  +  x,Q,-x,Q,. 

Da  nach  Gleichung  2)  die  Grösse  des  Productes  xu  bei  der  Er- 
wärmung unyei^dert  bleibt,  so  ist: 

5)  ÄT.t/,  =  ;r,M, 

zu  setzen,  und  mit  Benutzung  des  hieraus  fttr  die  Grösse  x^  zu 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

6)  Q«=c(^.-0  +  ^.«.  (----Ij-)- 

Nach  §  207  und  §  209  entsprechen  dem  Drucke  von  1  Atmo- 
sphäre die  Werthe:  t^  =  100,  ^,  —  496,3,  »,  —  1,65,  und  dem 
Drucke  von  2  Atmosphären  die  Werthe:  /,  =  120,6,  ^,  —  480, 
t/^  o.  0,8588.  Indem  man:  c  »»  1,0153  setzt  (entsprechend  der 
Mitteltemperatur  von  110,3  Grad),  erhält  man  hiemach  fttr  die 
Wärme -Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  ein  Gemisch  von 
0,1  Eil.  Dampf  und  0,9  Eil.  Wasser  bei  constantem  Volumen  so 
weit  zu  erwärmen,  dass  der  Druck  von  1  Atmosphäre  bis  2  Atmo- 
sphären zunimmt,  den  Werth: 
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7)     Q  =  1,0153  (120,6  -  100)  +  0,1  .  1,65  (J^  -  ^) 
=  63,5  Wärme-Einheiten.         '  ' 

Aus  Gleichung  5)  ergiebt  sich  für  diesen  Fall  der  Werth:  a:,= 0,192. 
Bei  der  Erwärmung  werden  also:  0,092  Kil.  Wasser  in  Dampf  yer- 
wandelt.  Um  das  Gemisch  aus  dem  letzteren  Zustande  in  den  erste- 
ren  wieder  zurückzuftthren,  würde  man  demselben  63,5  Wärme- 
Einheiten  zu  entziehen  haben.  Das  unverändert  bleibende  Volumen 
hat  nach  Gleichung  1)  die  Grösse: 

8)  «  =  0,001  +  0,1  .  1,65  =  0,166  Cnbikmeter. 

Um  denjenigen  Grenzwerth  zu  finden,  welchen  der  Druck  in 
dem  Augenblicke  erreicht,  wo  bei  fortgesetzter  Erwärmung  die 
ganze  ursprünglich  vorhanden  gewesene  Wassermasse  von  0,9  Kil. 
in  Dampf  übergegangen  ist,  hat  man  ^^  »=  1  zu  setzen  und  erhält 
nach  Gleichung  5)  den  Werth: 

9)  Wj  =  a?jtfj  =  0,1  .  1,65  =  0,165, 

welchem  nach  der  Tabelle  des  §  209  ein  Druck  von  11,5  Atmo- 
sphären entspricht.  Um  das  ursprünglich  gegebene  Gemisch  ganz 
in  gesättigten  Dampf  von  diesem  Drucke  zu  verwandeln,  würde 
man  demselben  466  Wärme-Einheiten  zuführen  müssen,  und  eben 
so  gross  ist  die  Wärme-Quantität,  welche  1  Kilogramm  gesättigten 
Dampfes  von  11,5  Atmosphären  Druck  abgiebt,  wenn  dasselbe  bei 
constantem  Volumen  bis  auf  100^  (Celsius)  abgekühlt  wird,  wobei 
0,9  Kil.  in  den  tropfbar  flüssigen  Zustand  übergehen  und  der  Druck 
bis  auf  1  Atmosphäre  sinken  würde. 

§  213. 
Ausdehnung  bei  plötzlicher  Druckverminderung. 

Wenn  der  von  aussen  gegen  den  Kolben  wirkende  Druck 
plötzlich*  von  p^  bis  p  abnimmt  und  während  des  alsdann  ein- 
tretenden beschlQjanigten  Zurückweichens  des  Kolbens  die  constante 
Grösse  p  beibehält,  so  wird  die  mechanische  Arbeit: 

1)  ^  =  p(v,^V,) 

auf  den  Kolben  übertragen,  während  das  Volumen  von  t\  bis  t^ 
zunimmt.  Mit  Benutzung  der  Gleichung  6)  des  §  209  kann  man 
dem  obigen  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 

2)  S(  =  p(;r,M,  —  AT,«,). 
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Dieser  in  Fig.  677  durch  die  schraf&rte  Rechteckfläche  dargestellten 
Arbeit  entspricht  ein  Verlast  an  innerer  Wärme  von  der  GrOsse: 

3)  [/,  —  &;  =  Ap  {a?,tt,  —  x,  u,). 

Indem  man  hierin  für  die  anf  der  linken  Seite  stehende  Grösse 
den  in  §211  (Gleichung  2)  gefundenen  Ausdruck  einsetzt,  erhält 
man  die  Gleichung: 

4)  c (t,  —  Q  +  x,Q,—  x^q^  —  Ap  (a?,ii,  —  a?jM,), 

in  welcher  t^  die  bei  nachher  eingetretenem  Ruhezustände  erreichte 
Endtemperatur  bedeutet.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  das 
Dampfgewicht  x^  der  Werth: 

Der  nachherigen  Tem- 

'u 


5)    a?. 


Fig.  577. 


l 


■\ 


■^ 


peratur  t^  entspricht  ein 
Gleichgewichtsdruck  p^j 
welcher  im  Allgemeinen 
verschieden  sein  wird 
von  dem  vorherigen  con- 
stanten  Gegendrucke  p. 
Denkt  man  sich  die  Vo- 
lumen-Yergrössemng  ge- 
rade so  weit  forlgesetzt, 
dass  Pa=/?  wird,  so  er- 
giebt sich  für  diesen  spe- 
ciellenFall  die  Gleichung: 


6)    X, 


9%  +  ^ft«« 


Wenn  z.  B.  der  Anfangsdruck  10  Atmosphären  betrug,  und 
der  äussere  Druck  plötzlich  bis  auf  1  Atmosphäre  abnahm,  so 
würde:  f,  =  180,31,  ^,=  100,  c  =  1,023,  ^j  =  432,775,  ^,  =  496,3, 
«j  «B  0,1887,  u^  ^^  1,65,  /'<  =»  10  333  zu  setzen  sein,  und  man  erhält 
für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

7)  a?,  =  0,1532 +  0,8152.  AT,, 

Für  die  beiden  Volumina  ergeben  sich  nunmehr  nach  den  Glei- 
chungen 7)  und  8)  des  §210  die  Werthe: 

8)  V,  =  0,001 +  0,1 887.  ÄTj, 

9)  r,«=  0,254  + 1,345.  a?j. 
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Hiernach  würde  man  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 
Zahlenwerthe  erhalten: 


ar,  -=  0 

0,1 

0,5 

0,829 

1 

a?,  =  0,153 

0,235 

0,561 

0,829 

0,96S 

r,  -=  0,001 

0,01987 

0,09535 

0,1574 

0,1897 

p,  —  0,254 

0,38S5 

0,9265 

1,115 

1,599. 

Diese  Tabelle  zeigt:  dass  eine  Verdampfung  eintritt,  wenn 
x^  kleiner  als  0,829  war;  eine  Condensation  dagegen,  wenn 
Ä?j  grösser  als  0,829  war. 

Denkt  man  sich  einen  Dampfkessel  ganz  mit  Wasser  geftmt, 
dessen  Temperatur  (dem  Drucke  von  10  Atmosphären  entsprechend) 
180^,31  Celsius  beträgt,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Tabelle,  dass 
bei  dem  Ausströmen  des  Wassers  in  den  äusseren  mit  atmosphä- 
rischer Luft  erfüllten  Raum:  15,3  Procent  der  ganzen  Wassermasse 
verdampfen  würden,  womit  eine  254-fache  Vergrösserung  des 
Volumens  verbunden  sein  würde.  Wenn  dagegen  der  Kessel  ganz 
mit  gesättigtem  Dampfe  von  10  Atmosphären  gefüllt  war,  so  wer- 
den: 3,2  Procent  der  ganzen  Dampfmasse  condensirt,  und  es 
findet  eine  8,43-fiache  Vergrösserung  des  Volumens  statt 

Die  Gleichung  5)  kann  auch  auf  den  Fall  des  Ausflusses  in 
einen  luftleeren  Saum  vom  Volumen  r,  —  v^  angewendet  werden. 
Man  erhält  für  diesen  Fall,  indem  man  p^=^Q  setzt,  die  Gleichung: 

10)  ^^_^(^-^^  +  ^»?t, 

welche  nach  Substitution  der  oben  beispielsweise  gewählten  Zahlen- 
werthe die  folgende  Form  annimmt: 

11)  J^,««  0,16566 +  0,872.  AT,. 

Nach  §  210  (Gleichung  8)  entspricht  diesem  Damp^ewichte  das 
Volumen: 

12)  v^  =  0,2743  +  1,4388  .  x, . 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  ftlr  den  hier  als  Beispiel  ge- 
wählten Fall  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

ar,  =  0  0,1  0,5  0,9568 

a;^  =  0,166  0,253  0,602  1 

t?,  =  0,001  0,01987  0,09535  0,18145 

r,  =  0,274  0,418  0,994  1,651. 

Für  einen  Werth  von  ^i,  welcher  grösser  ist  als  0,9568,  würde 
man  aus  Gleichung  11)   ftlr  d;^  einen  Werth  erhalten,  welcher 
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grösser  ist  als  »Eins'',  woraus  za  schliessen  ist,  dass  in  diesem 
Falle  der  Dampf  in  den  überhitzten  Zustand  übergehen  würde. 
Die  Gültigkeit  der  Gleichung  11)  ist  daher  an  die  Bedingung  ge- 
knüpft: dass  x^  <  0,9568  war. 

§  214. 
Compression  bei  plotdiclier  Dnicic-Zunalime. 

Die  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  kann  auch  auf  den 
in  Fig.  578  dargestellten  Fall  angewendet  werden,  bei  welchem 

angenommen  ist:  dass  der 
äussere  Druck  plötzlich 
von  /^s  bis  TP  zunahm 
und  während  des  hierauf 
erfolgenden  beschleunig- 
ten Vorrückens  des  Kol- 
bens die  constante  Grösse 
TP  beibehielt.  Während  bei 
dem  im  vorigen  Paragra- 
phen behandelten  Falle 
die  innere  Wärme  ab- 
nahm, findet  hier  eine 
Zunahme  der  inneren 
Wärme  statt  —  und  zwar  um  das  Aequivalent  der  durch  die 
schraffirte  Rechteckfläche  dargestellten  Arbeit.  Aus  der  Glei- 
chung 4)  des  vorigen  Paragraphen  erhält  man  fOr  das  Dampf- 
gewicht am  Ende  der  Compression  den  Werth: 


9 

\ 

Fig.  M8. 

\_ 

fl 

■H^              \ 

1)    x,^ 


—  g(^i  —  O  +  x^  ((»,  +  ^pi/,) 


Denkt  man  sich  die  Compression  gerade  so  weit  fortgesetzt,  dass 
der  nachherige  Gleichgewichtsdruck  p^  gleich  TP  wird,  so  ergiebt 
sich  für  diesen  speciellen  Fall  dia  Gleichung: 


2) 


q,^ATp,u, 


Wenn  z.  B.  der  äussere  Druck  plötzlich  von  1  Atmosphäre 
bis  auf  10  Atmosphären  vergrössert  wurde,  und  die  Compression 
alsdann  gerade  so  weit  fortgesetzt  wird,  dass  der  nachherige 
Gleichgewichtsdruck  ebenfalls  10  Atmosphären  beträgt,  so  erhält 
man  nach  Substitution  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
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Werthe  —  indem  man  zugleich:  p^  =  103  330  setzt  —  die  Glei- 
chung: 

3)  jo,  «=  — 0,1717  4-  1,8762  .  x^. 

Für  die  beiden  Volumina  findet  man  auf  dieselbe  Weise  wie  im 
vorigen  Paragraphen  die  Werthe: 

4)  V,  =  0,001  +  1,65  .  07,, 

5)  v,  =  —  0,0314  +  0,354  .  w^. 

Aus  den  letzteren  drei  Gleichungen  ergeben  sich  die  nachfolgen- 
den zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 
x^  =  0,625      0,5  0,196 

x^  =  1  0,766      0,196 

r,  =  1,03         0,826       0,324 
V,  =  0,19        0,146      0,038 

Diese  Tabelle  zeigt:  dass  mit  der  Compression  eine  Ver- 
dampfung verbunden  sein  wird,  wenn  x^  grösser  als  0,196 
war,  eine  Condensation  dagegen,  wenn  x^  kleiner  als  0,196 
war.  Dieselbe  zeigt  femer  —  da  o?,  weder  grösser  als  1 ,  noch 
kleiner  als  0  werden  kann  —  dass  die  obigen  Gleichungen  nicht 
mehr  als  gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  x^  entweder  grösser 
als  0,625  oder  kleiner  als  0,0915  wan  Im  ersteren  Falle  würde 
die  ganze  Masse  schon  vor  Beendigung  der  Compression  im  Zu- 
stande des  überhitzten  Dampfes  sich  befinden;  im  letzterenden 
tropfbar  flüssigen  Aggregat-Zustand  angenommen  haben. 

Für  diejenige  Grösse  x^  welche  das  anfängliche  Dampfge- 
wicht x^  haben  musste,  wenn  bei  der  Compression  weder  Ver- 
dampfung noch  Condensation  stattfinden  soll,  erhält  man  aus  Glei- 
chung 2),  indem  man  darin:  x^^^^x^^^x  setzt,  den  Werth: 


0,1 

0,0915 

0,0159 

0 

0,166 

0,151 

0,004 

0,001. 

6)     X 


c(t,  —  Q 


P.-f-^/'.«i  — (ft  +  -4;»,«,) 
Nach  $  203  (Gleichung  1)  kann  man  diesem  Aasdrncke,  indem 
man  zngleich:  -^  =  n  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

n  ('•t  -  ?t)  +  e,  —  r, 
Wenn  der  anfängliche  Druck  wieder  gleich  1  Atmosphäre  ange- 
nommen wird,  so  ist:  <,  ^  100,  q^  =  496,3,  r,  =  536,5  za  setzen, 
und  für  diesen  Fall  wird: 

c(/.  — 100) 


8)     X 


40,2  +  496,3  —  r, 
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Mit  Benntznng  der  Tabelle  des  §  208  erhält  man  ans  dieser  Glei- 
chnng  z.B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 
n  —      2  5  10  14 

X  =  0,381  0,27  0,196  0,166. 
Wenn  die  anfängliche  Dampfmenge  grösser  war,  so  findet  Ver- 
dampfung statt;  wenn  dieselbe  kleiner  war,  so  findet  Con- 
densation  statt.  Dem  Grenzfalle,  in  welchem  weder  Verdampfung 
noch  Condensation  stattfindet,  entspricht  —  wie  die  obigen  Zahlen- 
werthe  zeigen  —  eine  um  so  kleinere  anfängliche  Dampfmenge, 
je  grösser  die  nachher  erfolgende  plötzliche  Drucksteigerung  ist 

§  215. 
Isobaren  und  Isothermen  des  Eisgebietes. 

Wenn  man  durch  die  Temperatnrfläche  eine  Ebene  legt:  pa- 
rallel zur  verticalen  Temperatur -Achse  und  zur  horizontalen  Vo- 
lumen-Achse (also  rechtwinkelig  zur  horizontalen  Druck-Achse),  so 
erhält  man  als  Durchschnittslinie  der  Temperaturfläche  mit  dieser 
Vertical- Ebene  eine  „Isobare*"  oder  „Linie  constanten  Druckes''. 

„.    ,^  Eine  solche  Isobare  enthält 

Flg.  579.  •       A 11  •  •  j 

im  Allgememen  zwei  gerad- 

/    linige   horizontale   Strecken, 

^      von  denen  die  obere  dem 

Verdampfen,  die  untere 
dem  6  e  f  r  i  e  r  e  n  des  Wassers 
entspricht.  Da  die  Horizontal- 
curven  der  Temperaturfläche 
die  Isothermen  darstellen,  so 
ist  von  jenen  beiden  Horizon- 
talstrecken eine  jede  zugleich 
eine  isothermisch eStrecke. 
So  z.  B.  fällt  bei  derjenigen 
Isobare,  welche  dem  constan- 

ten  Drucke  von  1  Atmosphäre 

entspricht,  die  obere  Horizon- 
talstrecke mit  der  Isotherme  von  +  100^,  die  untere  mit  der  Iso- 
therme von  Null  Grad  (Celsius)  zusammen  (Fig.  579).  Die  Länge 
der  oberen  Horizontalstrecke  repräsentirt  die  beim  Verdampfen 
eintretende  (ungefähr  1650 -fache)  Volumen -Vergrösserung;  die 
Länge  der  unteren  Horizontalstrecke  repräsentirt  die  beim  Gefrieren 
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des  Wassers  stattfindende  Volnmen-VergrOssemngy  welche  letztere 
nngefäbr  9  Procent  beträgt.  Denkt  man  sich  dnrch  einen  Punkt 
der  unteren  Horizontalstrecke  eine  Verticale  gelegt,  so  erkennt 
man:  dass  bei  gegebenem  Drucke  einem  und  demselben  Werthe 

des  Volumens  unter 
Fig.  580.  gewissen     Umstän- 

den drei  verschie- 
dene Temperaturen 
entsprechen  können, 
insofern  die  Linie 
Constanten  Druckes 
von  jener  Verticalen 
dreimal  geschnitten 
wird. 

Mit  dem  Wachsen 
des  Druckes  ist  eine 
Zunahme  der  Tem- 
peratur des  gesät- 
tigten Dampfes  und 
eine  Abnahme  der 

Temperatur  des 
schmelzenden  Eises 
verbunden.  In  einer 
Linie  von  constan- 
tem  Drucke,  welcher 
mehr  als  1  Atmo- 
sphäre betrilgty  wird 
daher  die  obere  Ho- 
rizontalstrecke eine 
höhere,  die  un- 
tere dagegen  eine 
tiefere  Lage  an- 
nehmen. Wenn  man 
die  Temperatur- 
fläche wiederum  als 
eine  Gebirgsober- 
fläche  sich  vorstellen  wollte,  so  würde  der  den  Uebergang  aus 
dem  tropfbar  flüssigen  in  den  festen  Aggregatzustand  repräsenti- 
rende  Theil  des  Gebirges  als  eine  gesimsartig  vorspringende  und 
ttberhängende  Felswand  sich  darstellen  (Fig.  B80). 


V 

Fig. 

581. 

« 

\ 
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Denkt  man  sieb  darch  den  unteren  Theil  dieses  Temperatnr- 
Gebirges  eine  borizontale  Ebene  gelegt,  so  erhält  man  als  Dorch- 
schnittslinie  derselben  mit  der  Temperatarfläche  eine  Isotherme, 
welche  ungefähr  die  in  Fig.  581  dargestellte  Form  hat.  Diese 
Isotherme  hat  —  ebenso  wie  die  Linie  constanten  Druckes  — 
4  Eckpunkte  und  zwei  geradlinige  Strecken,  von  deren  Bedeutung 
man  eine  klare  Vorstellung  gewinnt,  indem  man  sich  die  Wasser- 
masse  aus  dem  Zustande  des  überhitzten  Dampfes  durch  isother- 
mische Compression  allmählich  in  den  festen,  und  hernach  in  den 
tropfbar  flüssigen  Aggregatzustand  übergeführt  denkt  Der  Eck- 
punkt M  entspricht  dem  Uebergange  des  Dampfes  aus  dem  über- 
hitzten in  den  gesättigten  Zustand.  Die  geradlinige  Strecke  MN 
veranschaulicht  den  allmählichen  Uebergang  aus  dem  dampf- 
förmigen in  den  festen  Aggregätzustand  (Schneebildung).  Der  Eck- 
punkt L  bezeichnet  den  Beginn  des  erst  bei  höherem  Drucke 
eintretenden  Schmelzens,  und  die  geradlinige  Strecke  LK  veran- 
schaulicht den  allmählichen  Uebergang  aus  dem  festen  in  den 
tropfbar  flüssigen  Aggregatzustand. 

Die  Isothermen  des  Eises  unterscheiden  sich  also  von  den  in 
Fig.  581  durch  die  punktirte*  Linie  repäsentirten  Isothermen  der 
höheren  Temperaturen  dadurch:  dass  an  der  Stelle  des  einen  Eck- 
punktes J  bei  den  ersteren  die  drei  Eckpunkte  iV,  Z,  K  auftreten. 
Den  Uebergang  von  der  ersteren  zur  letzteren  Oruppe  bildet  eine 
bestimmte  Isotherme,  welche  (wie  in  den  folgenden  Paragraphen 
gezeigt  werden  soll)  um  0,007  44  Grad  oberhalb  der  Isotherme 
von  Null  Grad  (Celsius)  liegt.  Die  letztere  selbst  ist  also  noch 
zu  der  Gruppe  der  Isothermen  des  Eises  zu  zählen.  Jene  Ueber- 
gangs-Isotherme  von  +  0,007  44  Grad  entspricht  derjenigen  Tempe- 
ratur, bei  welcher  eine  Wassermasse  gefrieren  (oder  eine  Eismasse 
schmelzen)  würde,  wenn  dieselbe  unter  dem  Drucke  des  bei  dieser 
Temperatur  gebildeten  Dampfes  sich  befände. 

Während  die  Isothermen  im  Allgemeinen  mit  horizontalen  Fusswegen  auf 
der  Oberfl&che  eines  Gebirges  vexglichen  werden  konnten,  erscheint  dieser  Ver- 
gleich hinsichtlich  der  Isothermen  des  Eises  insofern  nicht  zutreffend:  als  die 
letzteren  streckenweise  an  der  Unterfl&che  einer  überhängenden  Felswand  ent- 
lang laufen. 

Der  Temperatur  von  +  0,007  44  Grad  (Celsius)  entspricht  ein 
Dampfdruck  von  0,006  Atmosphären.  Wenn  man  die  in  Fig.  680 
angedeutete  Gonstruction  der  Linien  constanten  Druckes  nach  der 
Seite  der  kleineren  Drücke  weiter  fortsetzte,  so  würde  sich  ergeben, 
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dass  bei  dem  Drucke  Ton  0,006  Atmosphären  die  beiden  Hori- 
zontalstrecken zusammenfallen  I  insofern  eine  jede  von  beiden  in 

die  geradlinige  Strecke  der 
^^'  ^®^-  *  Isotherme  Ton  +  0,007  44 

Grad  hineinfällt  Bei  noch 
kleinerem  Drucke  ninunt 
die  Linie  constanten  Dru- 
ckes die  in  Fig.  582  dar- 
gestellte Form  an.  Diese 
Linie  enthält  nur  eine 
geradlinige  horizontale 
Strecke  MN^  entspre- 
chend dem  directen  Uebergange  aus  dem  dampfförmigen  in  den 
festen  Aggregat2u8tand. 

§  216. 
Kanten  der  Temperaiurfläche  des  Wassere. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  580  die  Construction  der  Isobaren, 

oder  in  Fig.  581  die  Construction  der  Isothermen  weiter  fortgesetzt, 

so  erkennt  man:  dass  den  Eckpunkten  jener  Linien  die  Kanten 

der  Temperatnrfläche  entsprechen.   Diese  Kanten  bilden  zugleich 

„.    ,  „  die  Grenzlinien  fttr  die 

Fig.  583. 


Wasser 


JOampf 


drei  Flächengebiete, 
welche  den  drei  ver- 
schiedenen Aggregat* 
zuständen  entsprechen. 
Diese  drei  Gebiete 
grenzen  jedoch  nicht 
unmittelbar  an  einan- 
der; sondern  dieselben 
sind  durch  drei  üeber- 
gangsgebiete  von  ein- 
ander getrennt  (Fig. 
683).  Jedes  dieser  drei 
^  Uebergangsgebiete  hat 

die  Form  einer  cylindrisch  gekrümmten  Fläche,  deren  erzeugende 
gerade  Linie  der  Volumen- Achse  parallel  ist,  erscheint  also  in  der 
Richtung  der  letzteren  gesehen  als  eine  Linie.  In  Bezug  auf  die 
Wasserkante  JW  und  die  Dampfkante  LD  darf  man  annehmen: 
dass  dieselben  in  einer  bestimmten  Höhe  —  entweder  in  einander 
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übergehen  oder  in  der  Fläche  verlaufen ;  insofern  bei  sehr  hohen 
Temperaturen  höchst  wahrscheinlich  ein  Unterschied  zwischen 
tropfbar  flüssigem  und  dampfförmigem  Aggregatzustande  über- 
haupt nicht  mehr  existirt. 

Jedem  bestimmten  Punkte  der  Temperaturfläche  entspricht 
ein  bestimmtes  Werthen-System  der  drei  Coordinaten:  p^  Vy  2\  und 
durch  diese  drei  Werthe  ist  im  Allgemeinen  auch  der  Zustand 
der  ganzen  Masse  eindeutig  bestimmt.  Einen  bemerkenswerthen 
Ausnahmefall  jedoch  bildet  die  Gesammtheit  derjenigen  PunktCi 
welche  in  der  geradlinigen  Strecke  JKL  der-  Isotherme  von 
+  0,007  44  Grad  (oder  der  Isobare  von  0,006  Atmosphären)  liegen. 
Die  in  dieser  geradlinigen  Strecke  liegenden  Punkte  entsprechen 
denjenigen  Werthen  des  Druckes  und  der  Temperatur,  bei  welchen 
das  Wasser  in  allen  drei  Aggregatzuständen  gleichzeitig  exi- 
stiren  kann.  Wenn  zwar  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt 
dieser  Strecke  auch :  Druck,  Temperatur  und  Volumen  der  ganzen 
Hasse  gegeben  sind,  so  ist  doch  der  innere  Zustand  derselben 
hierdurch  noch  keineswegs  genügend  bestimmt,  insofern  die  Kennt- 
niss  des  Gesammtvolumens  noch  nicht  ausreicht  zur  Bestim- 
mung des  Verhältnisses,  in  welchem:  Dampf,  Wasser  und  Eis 
mit  einander  gemischt  sind.  Da  die  innere  Wärme  des  Dampfes 
aber  beträchtlich  grösser  ist  als  die  des  Wassers,  und  die  des 
letzteren  wiederum  grösser  als  die  des  Eises,  so  ist  mit  der  Lage 
jenes  Punktes  die  innere  Wärme  des  Gemisches  noch  keineswegs 
gegeben;  vielmehr  werden  einem  und  demselben  Punkte  dieser 
Strecke  unendlich  viele  verschiedene  Werthe  der  inneren  Wärme 
entsprechen  können. 

So  würde  z.  B.  der  Punkt  K  dieser  Strecke  ebensowohl  den- 
jenigen Zustand  bezeichnen  können,  in  welchem  eine  Wassermasse 
von  1  KU.  Gewicht  sich  befindet,  wenn  in  Folge  des  Gefrier ens 
der  ganzen  Masse  ihr  Volumen  um  9  Procent  zugenommen  hat, 
als  auch  denjenigen  Zustand,  in  welchem  diese  Wassermasse  sich 
befinden  würde,  wenn  in  Folge  partieller  Verdampfung  ihr  Vo- 
lumen um  9  Procent  sich  vergrössert  hätte.  Im  letzteren  Zustande 
aber  würde  die  Masse  an  innerer  Wärme  ungefähr  80  Wärme- 
Einheiten  mehr  enthalten  als  im  ersteren  Zustande. 

Diese  geradlinige  isothermische  und  isobarische  Strecke  JKL 
(Fig.  683)  bildet  in  ihrer  ganzen  Längen-Ausdehnung  zugleich  eine 
Kante  der  Temperaturfläche,  und  da  diese  Kante  vor  allen  übri- 
gen Linien  und  Kanten  der  Temperaturfläche  durch  die  oben  ge- 
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nannten  bemerkenswerthen  Eigenschaften  sich  anszeichnet,  60  soll 
dieselbe  im  Folgenden:  „die  Haaptk ante  der  Temperatnrfläche' 
genannt  werden. 

Die  Dampf  kante  LD  könnte  man  auch  die  »Nebelkante* 
nennen,  insofern  die  beginnende  Condensation  durch  Nebelbildnng 
sich  charakterisirt,  und  die  Wasserkante  JW  könnte  man  die 
»Begenkante''  oder  die  „Thankante"'  nennen,  insofern  das 
Prodnct  der  ToUendeten  Condensation  als  Bogen  oder  Than  sich 
darstellt.  Die  Kante  FJ  kann  anfgefasst  werden  als  diejenige 
Linie,  in  welcher  das  Gefrieren  des  Wassers  beginnt,  nnd  ans 
diesem  Grnnde  die  »Frostkante*'  genannt  werden.  Die  Kante  SK 
kann  anfgefasst  werden  als  diejenige  Linie,  in  welcher  das  Schmel- 
zen des  Eises  beginnt,  und  aus  diesem  Grunde  die  » Schmelz - 
kante''  genannt  werden.  Die  Kante  RK  kann  die  »Beifkante'' 
oder  «Schneekante''  genannt  werden,  insofern  das  Prodnct  des 
directen  Ueberganges  aus  dem  dampfförmigen  in  den  festen  Aggre- 
gatzustand als  Beif  oder  Schnee  sich  darstellen  würde. 

§  217. 
nächenwinkel  an  der  Hauptkants. 

Nach  dem  Glapeyron-Clausius'schen  Gesetze  (§  202,  Glei- 
chung 5)  kann  die  Beziehung  zwischen  Druck  nnd  Temperatur 
des  gesättigten  Wasserdampfes  ausgedrückt  werden  durch  die 
Differenzialgleichung :  ^ 

1)    -^ 


dT         AuT 

Dem  Werthe  r==  273  (oder  i  =  0)  entsprechen  nach  den  Tabellen 
des  §  208  und  des  §  209  die  Werthe:  r  =  606,5  und  «  =  210,66. 
In  der  Isotherme  von  Null  Grad  (Celsius)  nimmt  also  der  obige 
Differenzialquotient  den  folgenden  Werth  an: 
dp  424.606,5    __^^^.^ 

^^     dT  ~  210,66  .  273        ^'^'^^' 
von  welchem  der  für  die  Isotherme  +  0,007  44  Grad  zu  berech- 
nende Werth  desselben  nur  um  eine  verschwindend  geringe  Grösse 
verschieden  ist. 

Die  in  §  202  für  den  Uebergang  aus  dem  tropfbar  flüssigen 
in  den  dampfförmigen  Aggregatzustand  gefundene  Gleichung  5) 
darf  auch  für  den  Uebergang  aus  dem  festen  in  den  tropfbar  flüs- 
sigen Aggregatzustand  als  gültig  betrachtet  werden,  sobald  darin 
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statt  „n":  die  beim  Schmelzen  eintretende  (negative)  Yolnmen- 
VergrOsserung  und  statt  „r^:  die  Schmelzwärme  des  Eises  sab* 
stituirt  wird. 

Bei  atmosphärischem  Drucke  und  der  diesem  Drucke  ent- 
sprechenden Schmelztemperatur  von  Null  Grad  (Celsius)  hat  die 
Schmelzwärme  des  Eises  die  Grösse: 

3)  /  =  80, 

d.  h.  es  würde  bei  diesem  Drucke  eine  Zuführung  von  80  Wärme- 
Einheiten  erforderlich  sein,  um  1  Kilogramm  Eis  von  der  Tempe- 
ratur Null  Grad  (Celsius)  in  Wasser  von  der  Temperatur  Null  Grad 
zu  verwandeln.  Beim  Schmelzen  vermindert  sich  das  Volumen  der 
Hasse  um  die  Grösse: 

4)  u  •=  0,001  09  —  0,001  =  0,000  09  Cubikmeter, 

und  der  auf  die  Raumverminderung  fördernd  einwirkende  atmo- 
sphärische Druck  verrichtet  hierbei  die  mechanische  Arbeit: 

5)  ä  =  10  333  .  0,000  09  —  0,93  Meterkilogramm. 

Diese  mechanische  Arbeit  liefert  —  in  Wärme  verwandelt  —  einen 
Beitrag  von  0,002  2  Wärme-Einheiten  zu  derjenigen  Wärme-Quan- 
tität, welche  von  der  schmelzenden  Masse  als  innere  Wärme  auf- 
genommen wird.  Da  dieser  Beitrag  einen  verschwindend  kleinen 
Bruchtheil  von  dem  ganzen  Zuwachse  der  inneren  Wärme  bildet, 
so  darf  man  ohne  Bedenken  jene  äussere  Arbeit  ganz  unberück- 
sichtigt lassen  und  annehmen:  dass  bei  der  Temperatur  von  Null 
Grad  ein  Kilogramm  Wasser  /  Wärme-Einheiten  mehr  enthält  als 
ein  Kilogramm  Eis,  oder  dass  die  innere  latente  Wärme  des  Was- 
sers dieselbe  Grösse  hat  wie  die  Schmelzwärme  des  Eises. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  1)  nunmehr  „  — u"  an  die  Stelle 
von  »+«**  und  „/"  statt  „r"  setzt,  so  erhält  man  für  die  Bezie- 
hung zwischen  „Druck"  und  „Schmelztemperatur*'  die  folgende 
Differenzialgleichung : 

in  welcher  die  Grössen  /  und  u  als  Functionen  von  T  zu  betrach- 
ten sind.  Der  Temperatur  T  =  273°  entsprechen  die  in  den  Glei- 
chungen 3)  und  4)  angegebenen  Werthe,  und  nach  Substitution  der- 
selben erhält  man  für  den  obigen  Dififerenzialquotienten  den  Werth: 

m  ^P  424.80  4    0QiXnAK 

^^     rfr=-  0,000  09.273=-^^^^^^'' 

Sitter,  Ingesiear-MMlunik.  2.  Aufl.  3S 


Digitized  by 


Google 


594  Nemtler  ilbsduiitt  §217. 

Einer  Drack-V  ergrösseriing  um  1  SSO  545  KiL  (oder  133,6  Atmo- 
sphSren)  wflrde  bimiaeli  eine  Erniedrigang  der  Sehmelzteiiqie- 
ratnr  um  1  Grad  (Cekins)  entsprechen,  wenn  angenommoi  werden 

dürfte^  dass  der  Differenzialqnotient  -^  bei  dieser  Temperator- 

Aenderang  den  obigen  constanten  Werth  beibehält  In  Besng  anf 
den  zwischen  der  Frostkante  und  der  Schmelzkante  liegenden 
Flächenstreifen,  welcher  das  Gemisch  Ton  Eis  nnd  Wasser  reprä- 
sentirt  (Fig.  588),  ergiebt  sich  hieraas,  dass  derselbe  in  der  Nähe 
der  Hanptkante  am  einen  sehr  kleinen  Neigongswinkel  Ton  der 
Horizontal -Ebene  abweicht,  insofern  einer  sehr  beträchtlichen 
Drack-Vergrössernng  eine  äasserst  geringe  Senkung  der  Isotherme 
des  Schmelzpunktes  entspricht 

Einer  Drack-Verminderung  am  1  Säl.  würde  nach  Glei- 
chung 7)  eine  Erhöhung  der  Schmelztemperatur  um   .  ^^^  ^ ._ 

1  doO  d45 

Grad  entsprechen.  Wenn  also  der  Druck  von  der  Grösse:  p  = 
10  333  Eil.  abnimmt  bis  zu  der  Grösse:  p  =  62,58  KU.,  so  steigt 
der  Schmelzpunkt  von  der  Isotherme:  ^  =  NuIl  Grad  bis  zu  der 
Isotherme: 

..     ^        10  333  —  62,58         ^^aat^.. 

^^     ' 1380  545        =  +  Q>^Q7  44. 

Da  bei  dieser  Temperatur  der  Druck  des  gesättigten  Wajsserdampfes 
ebenfalls:  62,58  Kil.  (oder  0,006  Atmosphären)  beträgt,  so  ergiebt 
sich  hieraus  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Hauptkante:  dass  dieselbe 
—  wie  oben  behauptet  wurde  —  zusammenfällt  mit  der  gerad- 
linigen Strecke  der  Isotherme  von  +  0,007  44  Gratd  und  der  Iso- 
bare von  0,006  Atmosphären. 

Die  Reif  kante  RK  (Fig.  588)  kann  aufgefasst  werden  als 
diejenige  Linie,  in  welcher  der  directe  Uebergaug  des  Eises  in 
den  dampfförmigen  Zustand  beginnt  Um  die  Gleichung  5)  des 
§  202  auf  die  Verdampfung  des  Eises  anzuwenden,  hat  man  »r+/** 
an  die  Stelle  von  „r"  zu  setzen,  und  „i/  —  u**  an  die  Stelle  von 
ff 2/ "  zu  setzen;  man  erhält  dann  ftlr  die  Beziehung  zwischen  Druck 
und  Verdampfangstemperatur  des  Eises  die  Differenzialgleichung: 

dp  r  +  l 

^     dT  ~  -4  (M  -  u)  r 

In  der  Isotherme  von  Null  Grad  (Celsius)  nimmt  dieser  Differen- 
zialqnotient den  folgenden  Werth  an: 
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10)      rfy  424(606,5  +  80) 

"^     dT         (210,66  —  0,000  09)  273  '     ' 

von  welchem  der  für  die  Isotherme  von  +  0,007  44  Grad  zu  be- 
rechnende Werth  desselben  nur  am  eine  verschwindend  kleine 
Grösse  verschieden  ist  Die  Vergleichung  dieses  Werthes  mit 
dem  in  Gleichung  2)  fttr  diesen  Dififerenzialquotienten  gefundenen 
Werthe  zeigt,  dass  die  Hauptkante  JKL  (Fig.  583)  in  dem  Theile 
KL  eine  einspringende  Kante  bildet,  während  dieselbe  in  dem 
Theile  JK  eine  vorspringende  Kante  bildet.      « 

§  218. 
Discontinuitfit  beim  Üeberschreiten  der  Haupticante. 

Im  Allgemeinen  wird  eine  gegebene  Zustands-Aenderung  stets 
aufgefasst  werden  können  als  Bewegung  eines  Punktes  längs  einer 
bestimmten  Linie  in  der  Temperaturfläche.  In  der  Form  dieser 
Bahnlinie  prägt  sich  das  Gesetz  aus,  nach  welchem  die  Zustands- 
Aenderung  erfolgt. 

Wenn  in  jedem  Punkte  der  Temperaturfläche  durch  die  zu- 
gehörigen Werthe  der  drei  Coordinaten  mit  der  Lage  des  Punktes 
zugleich  auch  der  Zustand  der  Masse  eindeutig  bestimmt  wäre, 
so  könnte  eine  jede  zusammenhängende  Linie  in  der  Temperatur- 
fläche als  Repräsentant  .einer  stetigen  Zustands-Aenderung  be- 
trachtet werden,  insofern  der  Zurticklegung  eines  unendlich  kleinen 
Weges -Elementes  immer  nur  unendlich  kleine  Aenderungen  aller 
derjenigen  Grössen  entsprechen  würden,  welche  den  Zustand  der 
Masse  charakterisiren.  Auch  an  solchen  Stellen,  wo  jene  Linie 
etwa  eine  Kante  der  Temperaturfläche  durchschneidet,  würde  die- 
selbe immer  noch  als  Darstellung  einer  stetigen  Zustands-Aende- 
rung gelten  können,  obwohl  das  Gesetz  derselben  beim  Üeber- 
schreiten der  Kante  im  Allgemeinen  eine  plötzliche  Aenderung  er- 
leiden wird. 

Nach  §  216  repräsentirt  die  Hauptkante  in  ihrer  ganzen 
Längen -Ausdehnung  von  «7  bis  X  den  singulären  Ausnahmefall, 
in  welchem  die  oben  erwähnte  Vorbedingung  nicht  erfttlU^ist. 
Jedem  bestimmten  gegebenen  Punkte  der  Hauptkante  entspncht 
zwar  ein  bestimmtes  Werthen- System  der  drei  Coordinaten:  p^  r,  T; 
aber  jedem  von  diesen  Werthen-Systemen  können  unendlich  viele 
verschiedene  Werthe  der  inneren  Wärme  U  entsprechen.  Es  kann 
also  hier  eine  Zustands-Aenderung  stattfinden,  ohne  von  gleich- 
zeitiger Aenderung  der  Coordinaten  begleitet  zu  sein. 

38* 
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Wenn  man  das  die  Hauptkante  durchschneidende  unendlich 
kleine  Linienstttck  MN  als  Bahn-Element  des  in  der  Temperatur- 
fläche sich  bewegenden  Zustandspunktes  betrachtet,  so  ei^ebt 
sich,  dass  bei  dem  Uebergange  von  M  nach  A'^  die  Grösse  ü 
sprungweise   aus  einem  grösseren   in  einen  kleineren  Werth 

übergeht,  während  Druck, 
^  Fig.  584.  Volumen  und  Temperatur 

gleichzeitig  nur  unendlich 
kleine  Aenderungen  erlei- 
den (Fig.  584).  Der  unmit- 
telbar oberhalb  der  Haupt- 
kante liegende  Anfangs- 
punkt M  repräsentirt  ein 
Gemisch  von  Wasser  und 
Dampf;  der  unmittelbar 
unterhalb  derselben  lie- 
gende Endpunkt  N  reprä- 
sentirt ein  Gemisch  von  Eis  und  Dampf.  Jedem  dieser  beiden 
Punkte  entspricht  ein  bestimmter  Werth  von  Z7,  und  diese  beiden 
Werthe  sind  um  eine  endliche  Grösse  von  einander  verschieden, 
welche  einen  Maximalwerth  von  mehr  als  80  Wärme-Einheiten  er- 
reicht, wenn  die  üebergangsstelle  nach  dem  Paukte  K  hin  verlegt 
wird.  Einer  stetigen  Aenderung  der  Grösse  ü  würde  eine  dis- 
continuirliche  Bewegung  des  Zustandspunktes  entsprechen. 
Derselbe  würde  bei  seiner  Ankunft  an  der  Üebergangsstelle  plötz- 
lich zum  Stillstande  gelangen,  um  an  dieser  Stelle  so  lange  zu 
verweilen,  bis  jene  Aenderung  der  Grösse  U  sich  vollzogen  hat, 
und  erst  nach  Beendigung  derselben  seine  Bewegung^  längs  des 
unterhalb  der  Hauptkante  liegenden  Theiles  der  Bahnlinie  weiter 
fortsetzen. 

Zur  VeranschaulichuDg  dieser  Dlscontinuität  könnte  man  sich  die  Tem- 
peraturfläche l&ngs  der  ganzen  Länge  der  Hauptkante  aufgeschnitten  denken 
und  die  letztere  als  eine  aus  zwei  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden 
Parallelkanten  zusammengesetzte  Doppelkante  auffassen.*)  Die  zwa  ParaUel- 
kanten  kann  man  sich  durch  eine  Kluft  getrennt  denken,  deren  Tiefe  an  der 
Stelle  K  ein  Maximum  erreicht  und  von  da  nach  beiden  Seiten  hin  bis  Null 
abnimmt  —  wobei  jedoch  der  Ausdruck  „Tiefe*  nicht  im  räumlichen,  sondern 
im  figürlichen  Sinne  zu  deuten  sein  würde. 


*)  Yergl.  C.  Neumann:  „Vorlesungen  über  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme".  S.  159. 
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§  219. 
Adiabatiache  Ueberschreitung  der  Hauptkante. 

Bei  adiabatischer  Ausdehnung  eines  Gemisches  von  Wasser 
und  Dampf  nehmen  Temperatur  und  Druck  stetig  ab  bis  zu  dem 
Augenblicke  y  in  welchem  die  sinkende  Temperatur  den  Werth 
+  0,007  44  Grad  (Celsius)  erreicht.  In  diesem  Augenblicke  beginnt 
das  Wasser  zu  gefrieren,  und  die  hierbei  frei  werdende  Wärme 
wird  ein  ferneres  Sinken  der  Temperatur  so  lange  verhindern,  als 
noch  ein  Theil  der  Masse  im  tropfbar  flüssigen  Zustande  sich  be- 
findet. Die  Adiabate  @@ 
^^-  ^^  wird  daher  an  der  Stelle 

Mj  wo  dieselbe  die  Haupt- 
kante erreicht,  einen  Eck- 
punkt bilden,  und  das  nun 
folgende  Sttick  der  Adia- 
bate wird  als  geradlinige 
horizontale  Strecke  mit 
der  Hauptkante  selbst  zu- 
sammenfallen (Fig.  585). 
Nachdem  das  Gemisch 
von  Wasser  und  Dampf 
in  ein  Gemisch  von  Eis 
und  Dampf  sich  yerwandelt  hat,  beginnen  Druck  und  Temperatur 
von  Neuem  zu  sinken.  Der  Endpunkt  der  horizontalen  Strecke 
MN  bildet  daher  einen  zweiten  Eckpunkt  der  Adiabate. 

Die  Bewegung  des  Zustandspunktes  längs  der  horizontalen 
Strecke  MN  repräsentirt  eine  Zustands-Aenderung,  bei  welcher 
ein  Theil  des  Wassers  gefriert,  während  gleichzeitig  der  andere 
Theil  in  Dampf  verwandelt  wird.  Die  beim  Gefrieren  des  ersteren 
frei  werdende  Wärme- Quantität  wird  zur  Verdampfung  des  letzteren 
in  Anspruch  genommen.  Wenn  mit  a:^  das  dem  Anfangspunkte  M 
entsprechende  Dampfgewicht  bezeichnet  wird,  und  mit  o?,  die 
Grösse,  welche  das  Dampfgewicht  am  Ende  jener  Zustands-Aende- 
rung erreicht  hat,  so  ist  1  —  a;^  das  Gewicht  des  gefrierenden 
Theiles,  und  a?j  —  a?i  das  Gewicht  des  verdampfenden  Theiles  der 
ursprünglich  vorhanden  gewesenen  Wassermasse.  Die  Verdampfung 
des  letzteren  Theiles  erfordert  die  Wärme-Quantität: 
1)     Q=r(a7,  — a:^. 
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und  die  beim  Gefrieren  des  ersteren  Theiles  frei  werdende  Wärme- 
Qnantität  hat  eben  dieselbe  Grösse: 

2)    <2=-/(l— orj. 
Durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  Werthe  erhält  man  eine 
Gleichung,  welche  für  ^,  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 

Der  Verwandlung  von  a^^  —  oc^  KU.  Wasser  in  Dampf  entspricht 
eine  Volumen-Zunahme  .von  der  Grösse: 

4)  »,  — t',  =  2/(;r3-a?J, 

und  die  hierbei  von  dem  Dampfdrucke  verrichtete  mechanische 
Arbeit  hat  die  Grösse: 

5)  Sl  =  pM(^a  — ^1). 

Dieser  in  Fig.  686  durch  die  schraffirte  Rechteckfläche  dargestellten 
Arbeit  entspricht  die  Wärme-Quantität: 

6)  q--^Apu{x^  —  x^. 

Der  Temperatur:  *«=  + 0,007  44  entsprechen  die  Werthe: 
r  =  606,5,  /  =  80,  p^  62,58,  «  =  210;  und  nach  Substitution 
dieser  Werthe  kann  man  den  obigen  Gleichungen  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 

7)  a?,  — 0,1 165 +  0,8835.  Ä-j, 

8)  r,  — tj,«=  24,5(1— a?,), 

9)  y  =  3,61(1-^,). 

Wenn  anfangs  die  ganze  Masse  im  tropfbar  fltLssigen  Zustande 
sich  befand,  so  ist  ^,  «=  0  zu  setzen,  und  man  erhält  ftlr  diesen 
Fall  die  Werthe:  0?^  =  0,1165,  r,  — r,  —  24,5,  y  —  3,61.  Bei 
adiabatischem  Uebergange  eines  Kilogranmis  Wasser  in  ein  Ge- 
misch von  Eis  und  Dampf  werden  also  0,1165  KU.  verdampfen 
und  0,8835  Eil.  gefrieren.  Das  Volumen  wächst  hierbei  um  24,5 
Gubikmeter,  und  von  der  inneren  Wärme  werden  3,61  Wärme- 
Einheiten  in  äussere  Arbeit  umgewandelt. 

§  220. 
Zweite  Hauptgleichung  der  mechanlsclien  ¥finnetbeorie. 

In  §  202  vnurde  fCLr  die  isothermische  Zustands-Aenderung 
eines  Gemisches  von  Wasser  und  Dampf  aus  dem  zweiten  Haupt- 
satze der  mechanischen  Wärmetheorie  die  Gleichung  abgeleitet: 

1)    Azdp'^-^ — 
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In  dieser  Qleichnng  bedeutete  Q  die  zum  Hervorbringen  der  iso- 
thermifichen  Volumen- Vergrösserung  «  erforderliehe  Wärme- Quan- 
tität, und  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  bedeutete  das  Wärme- 
Aequivalent  der  in  Fig.  668  durch  den  schraffirten  Flächenstreifen 
geometrisch  dargestellten  ArbeitsgrOsse.  Der  Flächeninhalt  dieses 
Streifens  konnte  berechnet  werden  wie  die  Fläche  eines  Reclit- 

ecks  von  der  Höhe  "jfr«?r  und  der  Grundlinie  z. 

Ftlr  den  Fall  einer  unendlich  kleinen  Volumen-Vergrösse- 
rung  würde  man  dv  statt  z  und  demgemäss  dQ  statt  Q  zu  setzen 
haben;  man  erhält  dann  die  Qleichung: 
2^      ^  ^    dp   ._       dQdT 


Adv^dT^^ 


Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Qleichung  in  dieser  letzteren 
Form  nicht  nur  fllr  den  in  Fig.  668  dargestellten  Fall  der  gerad- 
linigen Isothermen  des  Gemisches  von  Wasser  und  Dampf,  son- 
dern auch  für  den  in  Fig.  686  dargestellten  Fall  der  krumm- 
linigen Isothermen  eines 


Fig.  586. 


beliebigen  anderen  Kör- 
pers ihre  Gültigkeit  be- 
hält,  insofern  auch  hier 
der  Inhalt  der  schraffir- 
ten Viereckfläche  berech- 
net werden  kann  wie  der 
Inhalt    eines    Rechtecks 

von    der   Höhe   -^dT 

und  der  Grundlinie  dv. 
Für  die  zum  Hervorbrin- 
gen der  unendlich  kleinen 
isothermischen  Volumen -Vergrösserung  dv  erforderliche  Wärme- 
Qaantität  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth: 


3)    dQ^ATi^^yv. 


Einen  anderen  Ausdruck  für  diese  Wärme-Quantität  kann  man 
aus  der  Gleichung  5)  des  §  180  ableiten,  indem  man  dieselbe  auf 
den  speciellen  Fall  der  isothermischen  Zustands-Aenderung  an- 
wendet und  demgemäss  fCLr  die  Grösse  dp  den  aus  der  Gleichung: 

««-(f)*+(^)r 


Digitized  by 


Google 


600  Neunter  Abschnitt.  §220. 

zu  entnehmenden  Werth  in  jener  Qleichung  sabstitairt;  man  erhält 
dann  die  Gleichung : 

5)     rfQ=(c,-Cr)(^)rfr, 

in  welcher  c^,  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Dnicke,  und 
c»  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volamen  bedeutet.  Die 
Gleichsetzung  der  obigen  beiden  Ausdrücke  ftir  dQ  führt  alsdann 
zu  einer  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 


"-  ^r-(«,-o,,(f)(f).-) 


Diese  Gleichung  zeigt:  dass  von  den  beiden  Grössen  Cp  und  c^  die 
eine  allemal  aus  der  anderen  berechnet  werden  kann,  sobald  die 
Gleichung  der  Temperaturfläche  für  den  betreffenden  EQrper  ge- 
geben ist. 

AT*         n 

So  z.  B.  würde  für  die  atmosphärische  Luft:  pv^RT,  folglich :  -t-  =  -g- 

dT        n  äp        K 

und  --p-  s  -^  zu  setzen  sein.    Für  die  beiden  specifischen  Wärmen  der  Luft 

av       li 
erh&lt  man  alsdann  die  früher  bereits  mehrfach  angewendete  Gleichung  (§  179, 
Qleichung  11):  AR^c^^c^,  welche  man  benutzen  könnte,  um  die  eine  von 
diesen  beiden  Grössen  auf  dem  Wege  der  Rechnung  zu  bestimmen,  nachdem 
die  andere  direct  auf  experimentellem  Wege  gefunden  war. 

Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  9)'  des  §  178  und  die  Glei- 
chung 5)  des  §  180  auf  die  Weise  mit  einander  verbindet:  dass 
man  in  der  letzteren  das  eine  Mal  für  dp^  das  andere  Mal  für  dv 
den  aus  der  ersteren  zu  entnehmenden  Ausdruck  substitnirt,  so  er- 
hält man  die  Gleichungen: 

7)    rfQ  =  c,rfr+(c,-c,)^-^)rfr, 


8)    dQ  =  c,dT—  (c,  -  c)  (^)  dp, 


welchen  man  mit  Benutzung  des  aus  Gleichung  6)  f&r  die  Grösse 
Cp  —  Cv  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgenden  Formen 
geben  kann: 

9)    dQ^c,dT+j^dv, 

KW) 
10)  dq^c,dT--^^dp. 


m 


*)  Claus  ius:  „Mechanische  W&rmetheorie".   2.  Aufl.  I.Band.  S.  188. 
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§  221. 
Gemisch  von  zwei  versohiedenen  Gasarten.'*') 

Wenn  in  einem  und  demselben  Ranme  zwei  verschiedene  Gas- 
arten eingeschlossen  sind,  deren  jede  fttr  sich  allein  bestehend  dem 
Mariotte-Gay-Lnssac'schen  Gesetze  gemäss  sich  yerhalten  würde, 
so  darf  man  annehmen,  dass  anch'nach  eingetretener  Mischung 
der  beiden  Gase  jenes  Gesetz  seine  Gültigkeit  behält  —  nicht  nur 
fttr  das  Gemisch  im  Ganzen,  sondern  auch  fUr  jeden  der  beiden 
Bestandtheile  einzeln  genommen.  Als  Beispiel  kann  die  reine 
atmosphärische  Luft  gelten,  welche  aus  einem  Gemisch  von  Sauer- 
stoff und  Stickstoff  besteht.  Den  Werth,  welchen  die  Constante 
des  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetzes  ftlr  ein  solches  Gemisch 
annimmt,  kann  man  —  sobald  die  Werthe  dieser  Constanten  für 
die  beiden  Bestandtheile  bekannt  sind  —  auf  folgende  Weise  be- 
rechnen. 

Wenn  mit  y  das  Gewicht  der  Gubikeinheit  und  mit  v  das 
Volumen  der  Gewichtseinheit  bezeichnet  wird,  so  ist:  yt>  =  1  zu 
setzen;  man  kann  daher  der  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gleichung, 
indem  man  dieselbe  zunächst  auf  das  Gemisch  im  Ganzen  anwen- 
det, auch  die  folgende  Form  geben: 

1)  -^  =  Ä 
yr 

In  gleicher  Weise  gelten  ftir  die  beiden  Bestandtheile  resp.  die 
Gleichungen : 

2)  -^-R..  3)    -^-Ä,. 

Da  jede  von  den  beiden  Gasmassen  den  Raum  gerade  so  er- 
füllt, auch  gegen  die  Gefässwände  auf  dieselbe  Weise  drückt,  wie 
wenn  die  andere  nicht  vorhanden  wäre,  so  ist  femer: 

4)    y  =  yi  +  y„ 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  Gleichung  1) 
die  folgende  Form  an: 


*)  Bei  den  nachstehenden  Anwendungen  der  mechanischen  W&rmetheorie 
auf  die  Voig&nge  in  der  Erd- Atmosphäre  irurden  die  folgenden  Werke  als  Grund- 
lage benutzt:  Reye:  „Die  Wirbelstürme,  Tornados  und  Wetters&ulen  in  der 
£rd- Atmosphäre".  Hannover.  CarlROmpler.  1872.  Mohn  und  Guldberg: 
ff£tude8  sur  les  monvements  de  Tatmosphere".  Christiania.  W.  Brögger.  1876. 
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(yi  +  Y^^ 

Da  überall  gleiche  Temperatur  vorausgesetzt  wird,  so  ist: 
Tj  ==  7,  a»  7  zu  setzen.  Ans  den  beiden  Gleichungen  2)  nnd  6) 
erhält  man  demnach,  indem  man  letztere  durch  erstere  dividirt, 
die  folgende  Gleichung: 

Anf  gleiche  Weise  ergiebt  eich  fbr  das  Verhältniss  der  beiden 
Einzeldrucke  ans  den  Gleichungen  2)  nnd  3)  der  Werth: 

8)    ^  =  il.A, 

nnd  nach  Snbstitntion  desselben  nimmt  die  vorige  Gleichung  die 
folgende  Form  an: 

1  +  ü.A 
9.    _J1_A._  ^. 

1  +  -2^  ,  ' 

y  R 

Wenn  also  abkürzungsweise:  -^  =  a?  nnd  -^  =  e  gesetzt  wird, 

so  ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 

^"^     R,  i+x 

Die  Grösse  a;  kann  als  das  Verhältniss  der  absoluten  Gewichte, 
die  Grösse  e  als  das  Verhältniss  der  specifischen  Volumina  (oder 
als  das  umgekehrte  Verhältniss  der  specifischen  Gewichte)  der  bei- 
den Bestandtheile  aufgefasst  werden.  Die  Bedeutung  der  ersteren 
Grösse  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

11)   a^^Jl^r^^^, 

in  welcher  mit  G^  und  O^  resp.  die  absoluten  Gewichte  der  bei- 
den Bestandtheile  bezeichnet  sind.  Die  Bedeutung  der  Grösse  b 
ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

■«I  Pi 
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welche  zeigt,  dass  die  Grösse  e  das  umgekehrte  Verhältniss  der 
beiden  Dichtigkeiten  oder  specifischen  Gewichte  darstellen  wtlrde, 
wenn  ausser  den  Temperaturen  auch  die  Drücke  in  beiden  Gas- 
arten dieselben  wären.  Da  bei  Vergleichung  der  specifischen  Ge- 
wichte zweier  Gasarten  stets  gleiche  Drücke  und  gleiche  Tempe- 
raturen vorausgesetzt  werden,  so  kann  die  Grösse  e  als  das  um- 
gekehrte Verhältniss  der  specifischen  Gewichte  der  beiden 
Gasarten  definirt  werden. 

Wenn  mit  c  die  specifische  Wärme  des  Gemisches  bezeichnet 
wird  (für  constanten  Drack),  so  ist: 

13)  cy==c(y,  +  y,) 

die  Wärme-Quantität,  welche  der  Cubikeinheit  des  Gemisches  eine 
Temperaturerhöhung  von  1  Grad  Celsius  ertheilen  würde.  Diese 
Wärme-Quantität  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  Wärme-Quan- 
titäten, welche  auf  gleiche  Weise  für  jede  einzelne  der  beiden 
Gasarten  sich  ergiebt;  folglich  ist: 

14)  c(yi  +  y,)  =  Cjy,  4-c,y„     oder: 


.5,    .(,  +  &)_e,(.  +  i..A). 


Wenn  man  also  abkürzungsweise  das  Verhältniss  — ^  mit  rj  be- 
zeichnet, so  erhält  man  mit  Benutzung  der  in  Gleichung  11)  ein- 
geführten Bezeichnung  für  die  specifische  Wärme  des  Gemisches 
die  Gleichung: 

16)    ^_i  +  2^. 
c,  1+a? 

§  222. 
Gemisoh  von  atmosphiriecher  Luft  und  QberliHztem  Waeserdamiif. 

Das  Gewicht  des  in  der  Atmosphäre  enthaltenen  Wasserdampfes 
bildet  unter  gewöhnlichen  Umständen  einen  verhältnissmässig  so 
kleinen  Bruchtheil  vom  Gewichte  der  Luft  —  und  überdies  sind 
«s  verhältnissmädsig  so  niedrige  Temperaturen,  welche  hier  in  Be- 
tracht kommen  —  dass  man  im  vorliegenden  Falle  ohne  Bedenken 
den  Wasserdampf,  so  lange  derselbe  im  überhitzten  Zustande  sich 
befindet,  wie  ein  vollkommenes  Gas  behandeln  darf.  Sowohl  für 
das  Gemisch  im  Ganzen,  als  auch  für  jeden  der  beiden  Bestand- 
theüe  einzeln  genommen,  darf  man  demgemäss  das  Mariotte-Gay- 
Lussac'sche  G^etz  als  gültig  betrachten. 


Digitized  by 


Google 


604  Neunter  Abschnitt.   §  222. 

Da  die  specifische  Wärme  der  vollkommenen  Gase  einen  con- 
stanten  Werth  hat,  so  wird  dorch  die  obige  Behandlangsweise  die 
Annahme  eines  passenden  Mittelwerthes  fttr  die  (in  Wirklichkeit 
veränderliche)  specifische  Wärme  des  Wasserdampfes  bedingt.  Ob- 
wohl der  von  Regnanlt  gefundene  Mittelwerth: 

1)  C/,  =  0,48 
streng  genommen  nar  ftir  Wasserdampf  von  atmosphärischem 
Drucke  bei  Temperaturen  zwischen  +  122,7  und  -|-  316  Grad 
(Celsius)  als  gültig  betrachtet  werden  dürfte,  so  wird  man  doch  in 
Ermangelung  anderer  Versuchsresultate  genOthigt  sein,  den  obigen 
Werth  einstweilen  auch  ftir  solche  Temperaturen  und  Drücke,  wie 
sie  bei  dem  atmosphärischen  Wasserdampfe  vorkommen,  als  Mittel- 
werth zu  benutzen.  Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  tj  bezeich- 
nete Verhältnisszahl  nimmt  also  fttr  den  vorliegenden  Fall  den 
folgenden  Werth  an: 

und  nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichung  erhält  man  fttr  die  specifische  Wärme  des  Gemisches 
von  Luft  und  Dampf  den  Werth: 


3,    ._  0,3,5  (HlME^). 


Das  Verhältniss  des  specifischen  Gewichtes  der  trockenen  Luft 
zum  specifischen  Gewichte  des  Wasserdampfes  hat  die  Grösse: 

Nach  Gleichung  10)  des  vorigen  Paragraphen  hat  also  fttr  ein 
Gemisch  von  1  Eil.  atmosphärischer  Luft  und  .r  Eil.  Wasserdampf 
die  Constante  des  MariotteGay-Lussac'schen  Gesetzes  die  Grösse: 


5)     ie_.9,2,(l±lM^). 


Für  den  Fall,  dass  die  Grösse  o?  nicht  direct  gegeben  ist, 
kann  man  dieselbe  aus  dem  gegebenen  Dampfdrucke  p^  und  dem 
gleichfalls  gegebenen  Totaldrucke  p  auch  auf  folgende  Weise  be- 
rechnen.   Nach  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  ist: 

6)    -2L  =  e^ 
Pi 

zu  setzen,  und  mit  Benutzung  dieses  Werthes  erhält  man  fttr  das 
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VerhSltniss:  —7  welches  abkürzungsweise  mit  w  bezeichnet  wer- 
den soll,  die  Gleichung: 

7)  c.  =  — 22 iL«, 

welche  fttr  die  Grösse  a:  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 

w  0,622.  w 

8)  ^  =  — -j r  =  -z 

€  (1  —  (Jü)  1  —  ü) 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  (o  das  Verhältniss  des  vom  Hygro- 
meter angezeigten  Dampfdruckes  zu  dem  vom  Barometer  an- 
gezeigten Totaldrucke  der  dampfhaltigen  atmosphärischen  Luft. 
Die  Grössen  a;  und  10  erreichen  ihre  relativen  Maximalwerthe, 
wenn  die  Luft  mit  Wasserdampf  gesättigt  ist,  für  welchen  Fall  die 
Grösse  p^j  als  Druck  des  gesättigten  Wasserdampfes  bei  gegebener 
Temperatur,  nach  der  Tabelle  des  §  207  bestimmt  werden  kann. 
Hiemach  erhält  man  z.  B.  fttr  den  Barometerstand  von  l&O'^'^ 
(entsprechend  dem  Totaldrucke:  p  =  10  333  Eil.)  die  nachfolgend 
zusammengestellten  Zahlen werthe: 

T         =    243      253     263     273     283     293     303 
fi>^„„^  =  0,000  50b  0,00122  0,002  75  0,006  05  0,012  06  0,022  88  0,04151 
OTj^^j  ==  0,000  316  0,000  76  0,00172  0,003  79  0,007  59  0,014  57  0,026  94. 

Die  absoluten  Werthe  der  Grössen  ^  und  co  können  um  so 
grösser  werden,  je  kleiner  der  Totaldruck  ist.  So  z.B.  würden 
fCLr  den  Barometerstand  von  76  Millimetern  (entsprechend  dem 
Totaldrucke:  p  =  1033,3  Kil.)  die  folgenden  Haximalwerthe  sich 
ergeben: 

T        —     243  273  303 

W(max)  =  0,005  OS        0,0605        0,4151 
^•(max)  =  0,003  176      0,040  0,4414. 

Nach  Substitution  des  aus  Gleichung  8)  fttr  w  zu  entnehmen- 
den Werthes  kann  man  dem  in  Gleichung  5)  fttr  die  Constante  R 
gefundenen  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 

^^    ^        1-0,378. £. 
Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  fttr  die  Grössen  cj  und  R  z.  B. 
die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe: 

w  =      0  0,006  05      0,012  06      0,022  88      0,041 51 

R  =  29,27      29,34  29,40  29,53  29,74. 
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Mit  Benatznng  des  auf  solche  Weise  für  die  Constante  22  zu 
berechnenden  Werthes  kann  man  nunmehr  die  Mariotte  -  Gay- 
Lussac'sche  Gleichung: 

auch  auf  die  Zustandsänderungen  der  dampf  haltigen  Luft  anwen- 
den —  vorausgesetzt,  dass  bei  diesen  Zustandsänderungen  keine 
Condensation  eintritt. 

§  223. 
Adiabatiaohe  Zustandsänderung  der  dampfhaltigea  LirfL 

Nach  dem  Poisson'schen  Gesetze  kann  bei  adiabatischer  Zu- 
standsänderung  eines  vollkommenen  Gases  die  Beziehung  zwischen 
Druck  und  Temperatur  dargestellt  werden  durch  die  Gleichung: 

1>    ^  =  Const  == -|^. 

Hierin  bedeutet  ^i  eine  Constante,  ftir  welche  (nach  §  ISO  und 
§  179)  der  folgende  Werth  einzusetzen  ist: 

^    ^        A  — 1  Cp  —  c,         AR 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Bezeichnungsweise 
hat  man  also  fttr  dampf  haltige  Luft  den  Exponenten  ^  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

indem  man  darin  fttr  c  und  R  resp.  die  in  den  Gleichungen  3) 
und  5)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werthe  einsetzt;  man 

erhält  dann,  indem  man  zugleich :  -^  =  "7öt  s^^zt,  die  Gleichung: 


A^  o../^l+2,023.a7\ 


welcher  man  nach  Substitution  des  in  Gleichung  S)  des  vorigen  Para* 
graphen  für  die  Grösse  x  gefundenen  Werthes  auch  die  folgende 
Form  geben  kann: 

5)    ^i  =  3,44  (l  +  0,2583  .  io)r 
Wenn  z.B.  der  anfängliche  Totaldruck  die  Grösse:  Po  =  1^333 
KU.  und  der  anfängliche  Dampfdruck  die  Grösse :  f^  ==  236,4  Kil. 
hatte,  so  ist: 
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ZU  setzen.  Diesem  Werthe  von  (o  entspricht  nach  der  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  der  Werth:  a:  «=5  0,014  57  und  nach  Glei- 
chung 5)  wird  für  diesen  Fall : 

7)    ^  =  3,44  (1  +  0,2583 .  0,022  88)  =  3,46. 

Nach  der  ersten  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  würde  den 
obigen  Werthen  von  co  und  Po  die  Sättigungstemperatur  von  293^ 
entsprechen.  Wenn  also  die  wirkliche  Anfangstemperatur  des 
Gemisches  die  Grösse:  T^  =»  303^  hatte,  so  befand  sich  der  Dampf 
anfangs  im  überhitzten  Zustande,  und  wird  derselbe  erst  später, 
nachdem  bei  adiabatischer  Ausdehnung  die  Temperatur  um  eine 
gewisse  Grösse  gesunken  ist,  in  den  gesättigten  Zustand  übergehen. 

So  lange  der  Dampf  noch  im  überhitzten  Zustande  sich  be- 
findet, bleibt  w  constant  und  gilt  fttr  die  Beziehung  zwischen  Druck 
und  Temperatur  die  Gleichung  1),  welcher  man  auch  die  folgende 
Form  geben  kann: 


8) 


^  -  (IX 

Po        \TJ 


Nach  dieser  Gleichung  würde  z.  B.  der  Temperatur:  T=293*^  der 
Totaldruck:  p  =  9200  Kil.  und  der  Dampfdruck: 

9)    /=  0,022  88  .  9200  =  210,5  Kil. 
entsprechen.    Da  bei  der  Temperatur  von  293®  (nach  §  207)  der 
Druck  des  gesättigten  Dampfes:  236,4  Eil.  beträgt,  so  befindet 
sich  auch  bei  dieser  Temperatur  der  Dampf  noch  immer  im  über- 
hitzten Zustande. 

Indem  man  nunmehr  fttr  2'  einen  noch  kleineren  Werth  sub- 
stituirt  und  wiederum  den  wie  oben  zu  berechnenden  Werth  von 
/  vergleicht  mit  dem  Drucke  des  gesättigten  Dampfes  bei  dieser 
Temperatur:  findet  man  durch  wiederholtes  Probiren,  dass  erst  bei 
der  Temperatur:  r=290V,  welcher  der  Totaldruck:  7? =8950  Kil. 
und  der  Dampfdruck:  /=  205  Kil.  entspricht,  der  Dampf  in  den 
gesättigten  Zustand  übergeht;  denn  bei  der  Temperatur  von  290*^,7 
beträgt  der  Druck  des  gesättigten  Dampfes  ebenfalls  205  Kil. 

Bei  adiabatischer  Ausdehnung  eines  Gemisches  von  1  Kil.  Luft 
und:  0,014  57  Kil.  Wasserdampf  wird  also  die  Condensation  in  dem 
Augenblicke  beginnen,  wo  die  Temperatur  gesunken  ist  von  +  30** 
(Celsius)  bis  auf  +  17^,7  (Celsius),  und  der  Druck  abgenommen  hat 
von  10  333  Kil.  bis  auf  8950  Kil.  Bei  noch  weiter  fortgesetzter 
adiabatischer  Ausdehnung  würde  fttr  das  Gesetz  der  Druckänderung 
die  Gleichung  8)  nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten  sein,  insofern 
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darch  die  nunmehr  eintretende  Condensation  eine  wesentliche  Aen- 
dernng  jenes  Gesetzes  bedingt  wird. 

§  224. 
Adiabatische  Ausdetinung  eiaes  Gemiaoties  voa  Luft,  Dampf  und  Wasser. 

Wenn  mit  /  der  Dampfdruck  und  mit  p  der  Totaldruck  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  §  222  der  Druck  )),  welchen  die  trockene 
Luft  fCLr  sich  allein  austlbt,  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

Die  Wärme-Quantität  dQ^  welche  erforderlich  ist,  um  in  einer 
Mischung  von  1  Eilogr.  Luft  mit  x  Eilogr.  Wasserdampf  und  m  —  x 
Kilogr.  Wasser  gleichzeitig  die  Temperaturerhöhung  dT  und  die 
Druckzunahme  dp  hervorzubringen,  setzt  sich  zusammen  aus  der- 
jenigen Wärme-Quantität  dQ^^  welche  die  Luftmasse  aufiiimmt, 
und  derjenigen  Wärme -Quantität  dQ^^  welche  das  Gemisch  von 
Dampf  und  Wasser  aufnimmt.  Für  die  CFstere  ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  2)  des  §  184  der  Werth: 

2)  ,dQ,  =  cdT—A^T^' 

In  dieser  Gleichung  bedeutet:  c  =  9,2375  die  specifische  Wärme 
der  trockenen  Luft  (bei  constantem  Drucke)  und  9}  =  29,27  die 
Gonstante  des  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetzes  fttr  trockene  Luft. 
Die  Wärme-Quantität  rfQj,  welche  von  der  Dampf-  und  Wasser- 
masse aufgenommen  wird,  kann  unmittelbar  nach  der  Gleichung  8) 
des  §  205  berechnet  werden  und  hat  die  Grösse: 


3)    dQ,  =  mcdT+Td(^^y 


Wenn  die  Zustandsänderung  der  ganzen  Masse  ohne  Wärme- 
Zuführung  stattfindet,  so  ist  die  Summe  der  obigen  beiden  Wärme- 
Quantitäten  gleich  Null  zu  setzen.  Ftir  die  adiabatische  Ausdeh- 
nung des  Ganzen  erhält  man  hiernach  die  Gleichung: 

4)    0^cdT--A^T^  +  mcdT+Td(^\    oder: 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  und  mit  dem  Index  „Null^  die 
Anfangswerthe  bezeichnet,  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 
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6)    ^9ilg(-|-)  =  {c  +  ».c)lg(^) 


a7r  


T  7; 

Hierin  bedeutet  c  die  speeifische  Wärme  des  Wassers,  und  da  vor- 
ausgesetzt werden  darf,  dass  die  Masse  m  einen  verhältnissmässig 
kleinen  Brnchtheil  von  der  ganzen  Masse  bildet,  so  darf  man  im 
Torliegenden  Falle  (nach  §  207)  ohne  Bedenken:   0=1  setzen. 

Nach  Einführung  der  nmnerischen  Werthe:  ^=*=-7ör>  91  =  29,27, 

€  =  0,2375,  c==  i  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

7)    lg(-^)  =  3,44(1  +4,21  .m)  lg(-^)  +  14,486  (^- ^). 

Da  bei  Anwesenheit  des  Wassers  der  Dampf  stets  in  gesät- 
tigtem Zustande  sich  befindet,  so  ist  mit  der  Temperatur  T  zu- 
gleich der  Dampfdruck  /  als  gegeben  zu  betrachten,  insofern  der- 
selbe aus  der  Tabelle  des  §  207  entnommen  werden  kann.  Mittelst 
der  beiden  Gleichungen  1)  und  7)  können  demnach  die  beiden 
unbekannten  Grössen  p  und  ^  aus  dem  gegebenen  Anfangszustande 
berechnet  werden,  sobald  die  End- Temperatur  gegeben  ist. 

In  obiger  Gleichung  bedeutet  »lg''  den  „ natürlichen''  Logarith- 
mus. Für  den  Fall,  dass  man  es  vorzieht  mit  „Brigg'schen"  Lo- 
garithmen zu  rechnen  (welche  mit  »log"  bezeichnet  werden  sollen), 
hat  man  die  folgende  Gleichung  zu  benutzen: 

S)    \og(£j  =  3,44  (1 +4,21.  »I)  log  (^)  +6,291  (^^-^y 

Erstes  Zahlenbeispiel.  Im  vorigen  Paragraphen  ergab 
sieh  in  Bezug  auf  die  adiabatische  Ausdehnung  eines  Gemisches 
von  1  Kil.  Luft  und  0,014  57  Kil.  Dampf  als  Resultat:  dass  die 
Abnahme  des  Druckes  von  10  333  Eil.  bis  auf  8950  KU.  emem* 
Sinken  der  Temperatur  von  303°  bis  auf  290V  entsprach,  bei 
welcher  letzteren  Temperatur  der  Dampf  den  Sättigungspunkt  er- 
reichte. Wenn  man  diesen  Endzustand  als  Anfangszustand  eines 
neuen  (adiabatischen)  Ausdehnungsprocesses  betrachtet,  so  hat  man: 
Po  =  8950,  7;  =  290,7,  /^  =  205  und  po  =  8745  zu  setzen.  Da 
anfangs  noch  kein  Wasser  vorhanden  war,  so  ist  ausserdem:  m^^^x^ 
»=0,014  57  zu  setzen. 

Wenn  also  z.  B.  derjenige  Werth  von  p  berechnet  werden  soll, 
welcher  der  Endtemperatur  T=  273  und  dem  zugehörigen  Dampf- 
drucke: /=»  62,5  entspricht,  so  hat  man  (nach  §  207)  zu  setzen: 

Bitter,  InKemenr-Meehaiiik.    2.  Aufl.  39 
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r^ss:  594^2  und:  r«  606,5.  Nach  Snbstitation  der  obigen  Zahlen- 
werthe  kann  man  alsdann  den  Gleichungen  1)  und  8)  die  folgen- 
den Fonnen  geben: 

^,              38,875 
9)    X ^, 

10)  log  ^  =  3,655  H-  13,976  .  x. 
Indem  man  provisorisch  ^  »=  0  setzt,  erhält  man  ans  der  letzteren 
Gleichung  zunächst  einen  yorläufigen  Annäherungswerth  ftir  p, 
worauf  nach  Gleichung  9)  ein  Annäherungswerth  ftlr  or,  und  hier- 
nach aus  Gleichung  10)  ein  genauerer  Werth  von  t>  berechnet 
werden  kann.  Durch  Wiederholung  dieses  Correctionsverfahrens 
findet  man  die  Werthe: 

j)==5640    und    ar  =  0,006  89.; 
Der  Totaldruck  des  Gemisches  sinkt  also  während  der  Ausdeh- 
nung bis  auf  die  Grösse: 

i»  =  »>+/=  5702,5.      • 

Hieraus  folgt:  dass  bei  adiabatischer  Ausdehnung  eines  Ge- 
misches von  1  Eil.  Luft  und  0,014  57  Eil.  Dampf  eine  Abnahme 
des  Druckes  von  10  333  EjI.  bis  auf  5702,5  Eil.  verbunden  ist 
mit  einem  Sinken  der  Temperatur  von  +  30**  (Celsius)  bis  auf 
Null  Grad  (Celsius),  wobei  von  dem  ursprünglichen  Dampfgewichte 
der  Theil:  ^^  —  a?  =  0,007  68  Eil.  in  den  tropfbar  flüssigen  Zu- 
stand übergeht,  welcher  letztere  Uebergang  während  desjenigen 
Zeitabschnittes  sich  vollzieht,  in  welchem  die  Temperatur  von 
+  17,7  Grad  bis  auf  Null  Grad  Celsius  sinkt 

Zweites  Zahlenbeispiel.  Die  Werthe:  7;  =  303,  ;?o  = 
10  333,  ar^  =  m  =  0,026  93,  /  =  428,9,  ^^  =  9904,1,  r^  =  585,62, 
T=  273,  /=  62,5,  r  =  606,5  entsprechen  dem  Falle,  in  welchem 
die  Condensation  schon  bei  der  Anfangstemperatur  von  +  30  Grad 
Celsius  begann,  und  ftlr  diesen  Fall  erhält  man  auf  dieselbe  Weise 
wie  oben  die  Werthe:  |)  =  4208,  x  —  0,009  24,  p  ==  4270,5. 

Drittes  Zahlenbeispiel.  Die  Werthe:  ^'^  =  0  und:  wi  =  0 
entsprechAi  der  Voraussetzung:  dass  die  Luft  gar  keinen  Wasser- 
dampf enthielt,  und  ftlr  diesen  Fall  findet  man  —  entweder  nach 
Gleichung  8),  oder  nach  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen, 
indem  man  in  der  letzteren:  /u  —  3,44  setzt  —  dass» dem  Sinken 
der  Temperatur  von  +  30  Grad  bis  auf  Null  Grad  Celsius  eine 
Abnahme  des  Druckes  von  10  333  Eil.  bis  auf  7219  Eil.  ent- 
spricht. 
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§  225. 
Adiabatische  Ausdehnung  eines  Gemisches  von  Luft,  Dampf,  Wasser  und  Eis. 

Die  gleichzeitige  Anwesenheit  yon  Wasser  und  Eis  bedingt 
eine  unverändert  bleibende  Temperatur  von  Null  Grad  Celsius. 
Die  adiabatische  Ausdehnung  ist  daher  in  diesem  Falle  zu- 
gleich eine  isothermische  Ausdehnung,  und  die  Grössen: 
r=  273,  /—  62,5,  r  =  606,5  bleiben  während  der  Ausdehnung 
constant. 

Von  der  tropfbar  flüssigen  Masse  wird  ein  Theil  gefrieren, 
während  gleichzeitig  ein  anderer  Theil  verdampft.  Wenn  bei 
einer  solchen  adiabatischen  und  zugleich  isothermischen  Ausdeh- 
nung eines  Gemisches  von:  1  Eil.  Luft,  x  Kil.  Dampf,  y  Eil.  Eis 
und  m  —  X  ^  y  Eil.  Wasser  das  Volumen  der  ganzen  Masse  um 
die  Grösse  dv  zunimmt,  so  wird  das  Dampf  gewicht  um  die  Grösse 
dx  und  das  Eisgewicht  um  die  Grösse  dy  zunehmen,  während 
das  Wassergewicht  um  die  Grösse  dx  +  dy  abnimmt. 

Bei  isothermischer  Volumenzunahme  um  die  Grösse, cff 
erfordert  1  Eil.  trockener  Luft  (nach  §  183)  die  Zuführung  der 
Wärme -Quantität: 

1)  dQ.^Apdv. 

Die  zur  isothermischen  Verdampfung  von  dx  Eilogr.  Wasser  erfor- 
derliche Wärme-Quantität  hat  (nach  §  203)  die  Grösse: 

2)  dQ^^rdx. 

Die  beim  Gefirieren  von  dy  Eilogr.  Wasser  frei  werdende  Wärme- 
Quantität  hat  (nach  §  217)  die  Grösse: 

3)  dQ,  =  ldy. 

Indem  man  diese  letztere  gleich  der  Summe  jener  beiden  ersteren 
setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

4)  Idy  =  Apdv  +  rdx. 

Da  bei  niedrigem  Drucke  das  specifische  Volumen  des  Dampfes 
ausserordentlich  viel  grösser  ist  als  dasjenige  des  Wassers  und  des 
Eises,  so  darf  der  von  letzteren  beiden  Bestandtheilen  des  Gemisches 
eingenommene  Baum  als  verschwindend  klein  vernachlässigt  wer^ 
den.  Da  femer  von  den  beiden  gasförmigen  Bestandtheilen  ein  jeder 
den  ganzen  Baum  gerade  so  ausfüllt,  wie  wenn  der  andere  nicht 
vorhanden  wäre,  so  ist  die  Grösse  v  —  als  Volumen  der  ganzen 
Masse  —  zugleich  anzusehen  als  derjenige  Baum,  welcher  von  den 
X  Eilogrammen  Dampf  ausgefüllt  wird,  und  ebenso  auch  als  der- 

39* 
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jenige  Raum,  welcher  von  dem  1  Kilogramm  Luft  ausgefüllt  wird. 
Für  die  Grösse  p  kann  daher  auch  der  aus  der  Gleichung:  pv^=^T 
zu  entnehmende  Werth  eingesetzt  werden,  und  wenn  mit  u  das 
specifische  Volumen  des  Dampfes  (bei  der  Temperatur  von  Null 
Grad  Celsius)  bezeichnet  wird,  so  ist: 

5)  V  =  ux    und    dv  =  u  dx.    also :    —  = 

zu  setzen.  Hiemach  kann  man  dem  oben  fttr  dQ^  substituirten  Aus- 
drucke auch  die  folgende  Form  geben: 

6)  Apdv  =  Amr—  =  A^T  —  > 

Wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  in  Gleichung  4)  einsetzt  und 
hernach  die  Integration  derselben  ausführt,  so  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 

7)  ldy^A^T—+rdx, 

y  XX 

8)  l[dy^AytTf^+r(dw, 

Dem  Wachsen  des  Dampfgewichtes  von  x^  bis  x  entspricht  ein 
Wachsen  des  Eisgewichtes  von  y^  bis  y,  oder  ein  Gefrieren  des 
Wassergewichtes:  y  — y^.  Wenn  als  Anfangszustand  derjenige  be- 
trachtet wird,  bei  welchem  das  Wassergewicht  die  Grösse  a  und 
das  Eisgewicht  die  Grösse  y«  =  ^  hatte,  oder  derjenige  Zustand, 
bei  welchem  das  erste  Wassertheilchen  gerade  im  Begriffe  war  zu 
gefrieren;  als  Endzustand  aber  derjenige,  bei  welchem  das  Ge- 
frieren des  letzten  Wassertheilchens  gerade  beendigt  war,  so  ist: 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  y  zu  entnehmen- 
den Werthes  kann  man  der  Gleichung  9)  auch  die  folgende  Form 
geben: 

11)    al=AyiT\g{^J+{r  +  C){a:-x,). 

Nach  Einführung  der  numerischen  Werthe:    r=273,   /  =  80, 

r  =  606,5,   A  =  -tttt-i   8i  =  29,27  kann  man  die  Grösse  x  nun- 
424 

mehr  berechnen  aus  der  Gleichung: 
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12)  lg  Q  +  36,427  .  (X  -  X,)  =  4,245  .  a, 

oder  auch  —  falls  man  vorzieht,  statt  der  „natürlichen"  die  „Brigg'- 
schen'' Logarithmen  zu  benatzen —  aas  der  folgenden  Gleichang: 

13)  log(-|^)  +  15,907  (^  —  a?o)  =  1,8435.0. 

Zahlenbeispiel.  Im  vorigen  Paragraphen  ergab  sich  in 
Bezug  auf  die  adiabatische  Ausdehnung  eines  Gemisches  von  1  Kil. 
Luft  und  0,01457  Kil.  Dampf  als  Resultat:  dass  der  Druckabnahme 
von  10  333  bis  auf  5702,5  ein  Sinken  der  Temperatur  von  +  30 
Grad  Celsius  bis  auf  Null  Grad  Celsius  entsprach,  wobei  von  dem 
Dampfgewichte  der  Theil:  0,014  57  —  0,006  89  =  0,007  68  Kil.  in 
den  tropfbar  fltlssigen  Zustand  ttberging,  während  der  Best  von 
0,006  89  Kil.  im  dampfförmigen  Zustande  verblieb.  Wenn  man 
diesen  Endzustand  als  Anfangszustand  des  neuen  Ausdehnungs- 
processes  betrachtet,  so  hat  man  die  Werthe:  ^0  =  0,006  89  und 
a  =  0,007  68  in  Gleichung  13)  zu  substituiren,  welcher  man  als- 
dann die  folgende  Form  geben  kann: 

14)  log  ar  +  15,907  .  o?  =  0,961  976  —  3. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  der  Werth :  a;  =  0,007  07,  und 
nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  der  Gleichung  7)  des 

§  222  den  Werth:  w  =  0,01124  =  -^-   Der  Totaldruck  sinkt  also 

P 
während  der  Ausdehnung  von  der  Grösse  5702,5  bis  auf  die  Grösse: 

wobei  von  der  anfangs  vorhanden  gewesenen  Wassermasse:  0,0075 
Kil.  gefirieren  und  0,000 18  Kil.  in  Dampf  verwandelt  werden. 

§226. 
AdiabatischB  Ausdehnung  eines  Gemisches  von  Luft,  Dampf  und  Eis. 

Wenn  bei  noch  weiter  fortgesetzter  adiabatischer  Ausdehnung 
die  Temperatur  unter  Null  Grad  Celsius  gesunken  ist,  so  wird 
nunmehr  der  Dampf  direct  in  Eis  sich  verwandeln.  Um  fttr 
diesen  Fall  die  einer  gegebenen  Temperatur -Abnahme  entspre- 
chende Druckverminderung  zu  berechnen,  hat  man  in  der  Glei- 
chung 6)  des  §  224  an  die  Stelle  der  Verdampfungswärme  und 
der  speoifischen  Wärme  des  Wassers  resp.  die  Verdampfungs- 
wärme und  die  specifische  Wärme  des  Eises  zu  setzen.    Wenn 
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also  die  letztere  mit  ^  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: 

welcher  man  nach  Substitution  der  numerischen  Werthe:  ^=-7^rr* 

424 

91  =  29,27,  c  =  0,2375,  ^=0,5,  /  =  80,  indem  man  zugleich  den 
„natürlichen"  Logarithmus  durch  den  „Brigg'schen"  Logarithmus 
ausdrückt,  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

2)    log  ^^)  =  3,44  (1  +  2,105 .  m)  log  (■--) 


+  6,29l{^^^  +  ^^)-^o(^o  +  ^^H, 


Die  Gleichung  1)  des  §  224  ist  auch  hier  noch  als  gültig  zu  be- 
trachten.   Indem  man  demgemäss: 

3)  ^  =  -7^ 

setzt,  kann  man  die  beiden  unbekannten  Grössen  p  und  w  aus  den 
obigen  beiden  Gleichungen  nunmehr  auf  dieselbe  Weise  wie  in 
§  224  berechnen,  sobald  die  Endtemperatur  T  gegeben  ist,  insofern 
mit  letzterer  zugleich  die  aus  §  207  zu  entnehmenden  Werthe  der 
Grössen  /  und  r  gegeben  sind. 

Zahlenbeispiel.  Wenn  der  Endzustand  des  im  vorigen 
Paragraphen  berechneten  Ausdehnungsprocesses  hier  als  Anfsuigs- 
zustand  gewählt  wird,  und  diejenige  Druck -Abnahme  berechnet 
werden  soll,  welche  dem  ferneren  Sinken  der  Temperatur  von 
Null  Grad  Celsius  bis  auf  —  30  Grad  Celsius  entspricht,  so  hat 
man  die  folgenden  Werthe  zu  substituiren:  T^  =  273,  p^  =  5560, 
/o  =  62,5,  Po  =  5497,5,  x^  =  0,00707,  r^  =  606,5,  m  =  0,014  57, 
r=  243,  /=  5,25,  r  =  627,34.  Den  obigen  beiden  Gleichungen 
kann  man  nach  Substitution  dieser  Werthe  alsdann  die  folgenden 
Formen  geben: 

4)  log  p  =  3,449  +  18,3123  .  ^, 
K^  3,265 

5)  ^  =  -y- 

Durch  Anwendung  des  in  §  224  erklärten  Verfahrens  findet  man 
hieraus  die  Werthe:  p  =  2947  Kil.  und  a;  =  0,001  108  KiL  Der 
Totaldruck  sinkt  also  bis  auf  die  Grösse:  p  =  2952,25  KiL 
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Aus  den  letzteren  vier  Paragraphen  ergiebt  sich  demnach  als 
Gesammtresnltat:  dass  bei  adiabatischer  Aasdehnung  eines  Ge- 
misches von  1  Kil.  Lnft  and  0,014  57  Eil.  Wasserdampf  dem  Sinken 
der  Temperatur  von  +  30  Grad  Celsias  bis  auf  —  30  Grad  Celsius 
ein  Abnehmen  des  Druckes  von  10  333  Kil.  bis  auf  2952,25  Kil. 
entsprechen  wird,  und  dass  nach  Beendigung  des  Ausdehnungs- 
processes  das  Gemisch  aus  1  Kil.  Luft,  0,001 108  Kil.  Dampf  und 
0,013  462  Kil.  Eis  bestehen  wird. 

Bei  adiabatischer  Ausdehnung  der  trockenen  Luft  wttrde  der 
gleichen  Temperatur -Aenderung  ein  Sinken  des  Druckes  von 
10  333  Kil.  bis  auf  4836  KU.,  und  der  gleichen  Druck-Aenderung 
ein  Sinken  der  Temperatur  von  +  30  Grad  bis  auf  —  62,44  Grad 
entsprechen. 

§227. 
Annähernde  Gültigkeit  des  Pol88on*sohen  Gesetzes  während  der  Gondensation. 

In  §  223  würde  gezeigt:  dass  bei  adiabatischer  Ausdehnung 
feuchter  Luft  die  einer  gegebenen  Temperatur -Aenderung  ent- 
sprechende Druck-Aenderung  —  so  lange  keine  Gondensation  des 
Wasserdampfes  erfolgt  —  berechnet  werden  kann  nach  der  Poisson- 
schen  Gleichung: 

in  welcher  für  den  Exponenten  /u  der  aus  Gleichung  4)  des  §  223 
zu  entnehmende  Werth  einzusetzen  ist. 

In  dem  Augenblicke,  wo  die  Gondensation  beginnt,  ändert 
sich  plötzlich  das  Ausdehnnngsgesetz,  insofern  die  nunmehr  frei 
werdende  latente  Wärme  des  Wasserdampfes  ein  langsameres 
Sinken  der  Temperatur  bedingt. 

Anstatt  für  den  nun  folgenden  Ausdehnungsprocess  die  Glei- 
chungen des  §  224  zu  benutzen,  kann  man  jene  plötzliche  Aende- 
rung des  Ausdehnungsgesetzes  auch  auffassen  als  eine  sprung- 
weise eintretende  Vergrösserung  des  Exponenten  /u,  und  bei  ge- 
höriger Berttcksichtigung  dieser  Aenderung  wird  man  demgemäss 
auch  während  der  Gondensation  noch  die  Gleichung  1)  zur  Be- 
rechnung der  Dtuckabnahme  benutzen  dürfen. 

Streng  genommen  milsste  man  hierbei  Bttcksicht  darauf  neh- 
men: dass  während  des  neuen  Ausdehnungsprocesses  die  Grösse 
des  Exponenten  /n  eine  allmähliche  Aenderung  erleidet,  und 
mttsste  für  ^des  der  folgenden  Temperatur-Intervalle  den  nume-^ 
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rischen  Werth  desselben  besonders  berechnen.  Da  jedoch  diese 
stetige  Aenderung  der  Grösse  fi  verhältnissmässig  langsam  erfolgt, 
und  tlberdies  das  ganze  Temperatur-Intervall  zwischen  dem  Sätti- 
gungspunkte und  dem  Gefrierpunkte  in  der  Regel  einen  yerbält- 
nissmässig  kleinen  Bruchtheil  von  der  absoluten  Temperatur  bil- 
det, so  darf  man  bei  Auswahl  eines  passenden  Mittelwerthes  die 
Grösse  /n  annäherungsweise  hierbei  als  eine  constante  Grösse  be- 
handeln. 

Man  findet  jenen  Mittelwerth,  indem  man  zunächst  nach  den 
Gleichungen  des  §  224  den  genaueren  Werth  von  p  berechnet,  und 
hernach  denjenigen  Werth  aufsucht,  welcher  in  Gleichung  l)  fär 
^  substituirt  werden  müsste,  um  das  gleiche  Resultat  zu  liefern. 

Beispiel.  In  §  224  wurde  bei  der  Berechnung  des  ersten 
Zahlenbeispieles  gefunden:  dass  der  Abnahme  des  Totaldruckes 
von  8950  Kil.  bis  5702,5  Kil.  ein  Sinken  der  absoluten  Temperatur 
von  290*^,7  bis  273*^  entspricht.  Für  diesen  Fall  würde  also  der 
Mittel  werth  von  /a  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 
^,      5702,5         /  273  \^        .  ^,^. 

^)     -895^  =  (WJ'     '^''^    ^  =  V'o. 

Um  einen  Maassstab  zu  gewinnen  für  die  Schätzung  des  Feh- 
lers, welchen  man  begeht,  indem  man  die  Grösse  /t  während  der 
ganzen  Temperatur- Aenderung  als  constant  ansieht,  hat  man  sich 
das  ganze  Tempferatur-Intervall  in  zwei  oder  mehrere  Theile  zer- 
legt zu  denken  und  den  Mittelwerth  von  fi  für  jeden  Theil  einzeln 
genommen  zu  berechnen.  Aus  den  Gleichungen  des  §  224  würde 
in  Bezug  auf  das  obige  Zahlenbeispiel  sich  ergeben,  dass  dem 
Zwischenwerthe:  T=  283°  der  Druck:  p  =  7300  Kil.  entspricht 
Hiemach  findet  man  durch  Anwendung  der  obigen  Methode:  dass 
dem  Sinken  der  Temperatur  von  290V  bis  auf  283°  der  Mittel- 
werth: ^i  =  7,58,  und  dem  ferneren  Sinken  der  Temperatur  von 
283°  bis  auf  273°  der  Mittelwerth:  f^  =  6,87  entspricht  Um  für 
einen  bestimmten  gegebenen  Zustand  den  genauen  Werth  von 
fi  zu  erhalten,  würde  man  die  obige  Berechnungsmethode  auf  ein 
unendlich  kleines  Temperatur -Intervall  anzuwenden  haben. 
In  Bezug  auf  das  obige  Zahlenbeispiel  würde  man  alsdann  finden, 
dass  der  Exponent  fi  continuirlich  abnimmt  von  dem  Werthe: 
fi  =  7,8  bis  zu  dem  Werthe:  ^  =  6,4,  während  die  Temperatur 
von  290,7  bis  auf  273  sinkt 

In  derselben  Weise  wie  hier  das  Poisson'sche  Gesetz  auf  ein 
Gemisch  von  Luft,  Dampf  und  Wasser  angewendet |prde,  kann 
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dasselbe  auch  auf  ein  Gemisch  von  Luft,  Dampf  und  Eis  ange- 
wendet werden.  In  Bezug  anf  die  in  §  226  weiter  fortgeführte 
Untersuchung  des  obigen  Falles  würde  man  z.  B.  finden:  dass 
dem  Sinken  der  Temperatur  von  273**  bis  auf  263^  der  Mittelwerth 
iu  =  6,4,  und  dem  ferneren  Sinken  der  Temperatur  von  263^  bis 
auf  243**  det  Mittelwerth  ^  =  5,0  entspricht. 

Die  Orösse  des  Exponenten  [x  wächst  mit  dem  Feuchtigkeits- 
gehalte der  Luft.  Für  die  im  zweiten  Zahlenbeispiele  des  §  224 
berechnete  adiabatische  Ausdehnung  einer  Luftmasse,  welche  bei 
dem  Anfangsdrucke  von  10  333  KU.  und  der  Anfangstemperatur 
von  4-30**  Celsius  mit  Wasserdampf  gesättigt  war,  würde  man 
auf  dieselbe  Weise  wie  oben  den  Mittelwerth :  /t  =  8,474  finden, 
während  ftlr  vollkommen  trockene  Luft :  fi  =  3,44  zu  setzen  ist. 

Einen  die  Anwendung  der  obigen  Methode  ausschliessenden 
Ausnahmefall  bildet  die  in  §  225  behandelte,  während  des  Ge- 
frierens  der  Wassertheilchen  stattfindende  Zustandsänderung,  in- 
sofern bei  dieser  Zustandsänderung  eine  Druckabnahme  stattfindet, 
ohne  von  einer  Temperaturabnahme  begleitet  zu  sein.  Für  diesen 
Fall  würde  der  Exponent  der  Poisson'schen  Gleichung  den  Werth: 
^  r=:  oo  annehmen. 

§  228. 
IndifTerenter  Gleichgewichtszustand  der  dampfhaltiflen  Atmosphäre. 

Da  der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  mit  zunehmender 
Höhe  über  der  Erdoberfläche  abnimmt,  so  können  die  in  §  223 
für  die  adiabatische  Ausdehnung  der  dampfhaltigen  Luft  gefun- 
denen Gleichungen  angewendet  werden  auf  ein  in  der  ruhenden 
Atmosphäre  langsam  und  gleichförmig  emporsteigendes  Lufttheil- 
chen.  Die  steigende  Bewegung  des  sich  selbst  überlassenen  Luft- 
theilchens  wird  eine  gleichförmige  sein,  wenn  bei  jeder  Lage 
desselben  Auftrieb  und  Gewicht  einander  das  Gleichgewicht  halteq. 
Diese  Bedingung  wird  erftillt  sein,  wenn  die  Temperatur  des  auf- 
steigenden Lufttheilchens  stets  übereinstimmt  mit  der  Temperatur 
der  benachbarten  ruhenden  Luft.  Da  bei  Gleichheit  der  Tempe- 
raturen keine  Wärme-Uebertragung  stattfindet,  so  wird  in  diesem 
Falle  zugleich  die  Bedingung  für  die  adiabatische  Ausdehnung 
erfüllt  sein.  Das  gleichförmige  Emporsteigen  und  die  adiabatische 
Ausdehnung  sind  daher  an  die  gemeinschaftliche  Bedingung  ge- 
knüpft: dass  in  der  ruhenden  Atmosphäre  die  Temperatur  mit  zu- 
nehmender Höhe  genau  nach  demselben  Gesetze  abnimmt ,  nach 
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welchem  die  Temperatur  eines  aufsteigendeD  Lufttheilchens  ab- 
nehmen würde.  Wenn  diese  Bedingung  überall  erfUUt  ist,  so  be- 
findet sich  die  Atmosphäre  im  indifferenten  Gleichgewichts- 
zustande. Der  Gleichgewichtszustand  würde  dagegen  ein  labiler 
oder  stabiler  sein,  wenn  die  Temperatur  nach  oben  hin  resp. 
rascher  oder  langsamer  abnähme,  als  die  Temperatur  des 
aufsteigenden  Lufttheilchens  abnehmen  würde. 

Unter  Voraussetzung  des  indifferenten  Gleichgewichtszustandes 
der  Atmosphäre  wird  man  demnach  fUr  die  Beziehung  zwischen 
Druck  und  Temperatur  die  Poisson'sche  Gleichung: 


•>  i^ar 


als  gültig  betrachten  dürfen,  wobei  der  Exponent  fi  —  je  nach 
dem  Zustande  der  Atmosphäre  —  entweder  nach  den  Gleichungen 
des  §  223  oder  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  erklärten  Me- 
thode zu  berechnen  sein  wird.  Die  obige  Gleichung  kann  auch 
als  Differenzialgleichung  in  der  folgenden  Form  benutzt  werden: 

zu  welcher  man  gelangt,  indem  man  die  vorige  Gleichung  diffe- 
renziirt,  und  die  so  entstandene  Gleichung  nachher  durch  erstere 
dividirt. 

§  229. 
Höhe  der  unteren  Wolkengrenze. 

Wenn  mit  p  der  Tötaldruck  in  der  Höhe  z  über  dem  Meeres- 
spiegel bezeichnet  wird,  und  mit  y  das  Gewicht  eines  Cubikmeters 
der  dampfhaltigen  Luft  an  dieser  Stelle,  so  entspricht  der  Höhen- 
zunahme dz  die  Druckänderung: 
1}     dp  =  —  ydz. 

So  lange  die  Luft  nicht  mit  Wasserdampf  gesättigt  ist,  kann  das 
Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz  als  gültig  betrachtet  werden,  and 
nach  Substitution  des  aus  §  222  (Gleichung  10)  flir  die  Grösse  y 
zu  entnehmenden  Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

Mit  Zuziehung  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufge- 
stellten Poisson'schen  Differenzialgleichung  kann  man  dieser  Glei- 
chung nunmehr  auch  die  folgende  Form  geben: 
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3)  dz  =  —  fiRdT, 

und  wenn  man  dieselbe  alsdann  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Qrenzen  x^  und  z^  auf  der  rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  T^  und  T  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 

4)  z-z,  =  fxR{T,-n 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  zeigt,  dass  die  Temperaturabnahme 
der  Höhenzunahme  proportional  ist,  ergiebt  sich  fttr  diejenige 
Höhenzunahme,  welcher  eine  Temperaturabnahme  von  1  Grad  ent- 
spricht, der  constante  Werth: 

5)  A  =  liiR. 

Unter  Voraussetzung  des  indifferenten  Gleichgewichtszustandes  der 
Atmosphäre  würde  man  hiernach  die  Höhendifferenz  zweier  Sta- 
tionen aus  den  daselbst  beobachteten  Temperaturen  berechnen 
können,  indem  man  die  Differenz  der  letzteren  mit  dem  Factor  l 
multiplicirt. 

Wenn  unter  T  die  dem  Dampfgehalte  der  Luft  entsprechende 
Sättigungstemperatur  verstanden  wird,  so  bedeutet  nunmehr  z  die- 
jenige Höhe,  in  welcher  die  Gondensation  des  Dampfes  oder  die 
Nebelbildung  beginnt.  Mit  Zuziehung  der  in  §  222  und  §  223 
resp.  für  die  Grössen  R  und  fi  gefundenen  Gleichungen  kann  man 
daher  die  Gleichung  4)  dazu  benutzen,  die  Höhe  der  unteren  Wolken- 
grenze über  der.  Erdoberfläche  zu  berechnen. 

Beispiel.  In  §  223  ergab  sich  bei  der  Berechnung  der  adia- 
batischen Ausdehnung  eines  Gemisches  von  1  Kil.  Luft  und  0,014  57 
Kil.  Wasserdampf  als  Resultat:  dass  das  Abnehmen  des  Druckes 
von  10  333  Kil.  bis  auf  8950  Kil.  verbunden  war  mit  dem  Sinken 
der  Temperatur  von  303®  bis  auf  290^,7,  bei  welcher  letzteren  der 
Dampf  den  Sättigungspunkt  erreichte.  Nach  §  222  und  §  223  ent- 
sprechen dem  hier  angenommenen  Dampfgehalte  resp.  die  Werthe: 
^  =  29,53  und  /u  =  3,46.  Wenn  also  angenommen  wird,  dass  in 
der  Höhe  des  Meeresspiegels  der  Druck  10  333  Kil.  und  die  Tem- 
peratur 303*^  beträgt,  so  ist  ^o  =  ^  zu  setzen,  und  man  erhält  für 
die  Höhe  der  unteren  Wolkengrenze  über  dem  Meeresspiegel  den 
Werth: 

z  =  3,46  .  29,53  (303  —  290,7)  =  1257"». 

Um  die  Höhendifferenz  direct  aus  dem  gegebenen  Druckverhält- 
niss  zu  berechnen,  hat  man  in  Gleichung  4)  für  T  den  aus  der 
Poisson'schen  Gleichung  zu  entnehmenden  Werth  zu  substituiren ; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 
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6)     ^_;,.==^Ä7;|l_(-^)^|, 

welcher  man  für  den  umgekehrten  Fall,  in  welchem  die  Höhen- 
differenz gegeben  ist,  nnd  das  Druckverhältniss  berechnet  werden 
soll,  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

Die  Anwendung  dieser  letzteren  Gleichung  auf  das  obige 
Zahlenbeispiel  würde  wiederum  zu  dem  schon  in  §  223  gefundenen 
Besultate  führen;  d.  h.  es  würde  sich  ergeben,  dass  an  der  unteren 
Wolkengrenze  der  Druck:  8950  KU.  beträgt. 

§  230. 
Regenwolken  -  Gebiet 

Da  das  specifische  Gewicht  des  Wassers  grösser  ist  als  das 
specifische  Gewicht  der  Luft,  so  wird  ein  in  der  ruhenden  Atmo- 
sphäre schwebendes  Wasserkügelchen,  sich  selbst  überlassen,  all- 
mählich zur  Erdoberfläche  herabsinken.  Die  Geschwindigkeit  des 
Herabsinkens  wird  jedoch  um  so  kleiner  sein,  je  kleiner  der  Durch- 
messer desselben  ist.  Wenn  also  in  einem  aufsteigenden  Gemische 
von  Luft,  Dampf  und  Wasser  das  letztere  in  äusserst  fein  zertheiltem 
Zustande  sich  befindet,  so  darf  man  annehmen,  dass  die  Wasser- 
th  eilchen  in  der  Luftmasse  suspendirt  bleibend  an  der  aufsteigenden 
Bewegung  derselben  theilnehmen.  Unter  dieser  Yoraussetzong  wird 
es  daher  zulässig  sein,  die  in  §  224  für  die  adiabatische  Ausdeh- 
nung eines  Gemisches  von  Luft,  Dampf  und  Wasser  gefundenen 
Gleichungen  auch  ftlr  die  aufsteigende  Bewegung  desselben  in  der 
ruhenden  Atmosphäre  als  gültig  anzusehen.  Zur  Ableitung  des  Ge- 
setzes, nach  welchem  innerhalb  des  Begenwolken- Gebietes  der 
Druck  mit  der  Höhe  sich  ändert,  wird  man  demnach  die  Glei- 
chung 4)  des  §  224  benutzen  dürfen,  welcher  man  auch  die  fol- 
gende Form  geben  kann: 

1)  0  =  {c  +  mc)dT+d(xr)  —  AyiT-^  —  ^r^' 

Für  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aus  dem  Cla- 
peyron-Glausius'schen  Gesetze  (§  202)  der  Werth: 

2)  arr-^=^a?Mrf/: 
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Da  das  Volamen  des  Wassers  als  verschwindend  klein  vernach- 
lässigt werden  darf,  so  kann  die  Grösse: 

3)  a;u  =  v 

als  Yolnmen  der  Dampfimassey  zngleieh  aber  auch  als  das  Volumen 
des  ganzen  Gemisches  angesehen  werden,  und  da  von  den  beiden 
gasförmigen  Bestandtheilen  ein  jeder  den  ganzen  Ranm^  gerade  so 
ausfüllt,  wie  wenn  der  andere  nicht  vorhanden  wäre,  so  ist  die 
Grösse  v  zugleich  als  das  Volumen  des  1  Eil.  trockener  Luft  zu 
betrachten.  Nach  dem  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetze  ist  daher: 

4)  pv  =  ^T 

zu  setzen,  und  wenn  man  die  obigen  Werthe  in  Gleichung  1)  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

5)  0  =  {c  +  mc)dT+d{a;r)  —  Av  (dp  +  df). 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen 
kann  man  hierin: 

6)  dp  +  df=dp  =  —  ydz 

setaen,  und  da  die  Grösse  yv  (als  Gewicht  des  ganzen  Gemisches) 
gleich  1  +  17t  ist,  so  kann  man  der  Gleichung  5)  auch  die  folgende 
Form  geben: 

7)  0  =  (c  +  mc)dT+  d(a?r)  +  A(i+m)  dz. 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  nunmehr  integrirt  und  zugleich 
für  die  drei  Constanten:  c,  c,  A  ihre  numerischen  Werthe  einsetzt, 
so  erhält  man  fUr  die  Beziehung  zwischen  Höhendifferenz  und  Tem- 
peraturdifferenz die  nachstehende  Gleichung: 

8)  0  =  (0,2375  +  m)  {T-  T,)  +  a:r-  x,r,  +  {^^)  (^-«o). 

Da  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  mit  der  Temperatur  ab- 
nimmt, bereits  in  §  224  aufgefunden  wurde,  so  ist  mit  der  obigen 
Gleichung  zugleich  die  Beziehung  zwischen  Druck-Aenderung 
und  Höhen- Aenderung  gegeben. 

Wenn  man  7'=»  273  setzt,  so  bedeutet  nunmehr  z  diejenige 
Höhe,  in  welcher  die  Wassertheilchen  zu  gefrieren  beginnen,  oder 
die  Höhe  der  oberen  Grenze  des  Regenwolken-Gebietes,  und  wenn 
zugleich  unter  ^o  di^  Höhe  der  unteren  Wolkengrenze  verstanden 
wird,  so  kann  man  die  ganze  Dicke  der  Begenwolkenschicht  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

9)  ^-:^o  =  (i^){(0,2375+m)(r,-273)-f  ^0^0-07. 606,5)}- 
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Zahlenbeispiel.  Im  yorigen  Paragraphen  ergab  sich  für 
die  untere  Wolkengrenze  die  Höhe  von  1257  Metern,  und  nach 
§  224  (erstes  Zahlenbeispiel)  sind  fttr  diesen  Fall  die  Werthe: 
7;  =  290,7,  7Ä  =  ^0  =  0,014  57,  ro  =  594,2,  a?  =  0,006  89  zu 
substituiren.  Hiemach  erhält  man  aus  obiger  Gleichung  für  die 
ganze  Dicke  der  Regen wolkenschicht  den  Werth:  x  —  ;»^  =  3736 
Meter,  und  fllr  die  Höhe  der  oberen  Grenze  der  Regenwolken- 
schicht den  Werth:  %  =  4993  Meter. 

§231. 
Uebergangssohfcht  zwischen  Regen-  und  Schnee-Wolken-Gebfet 

Während  des  Gefrierens  der  Wassertheilchen  bleibt  die  Tempe- 
ratur unverändert  gleich  Null  Grad  (Celsius).  In  der  Uebergangs- 
schicht  ist  daher  überall:  rfr—  0,  folglich  nach  dem  Mariotte-Gay- 
Lussac'schen  Gesetze  auch:  £{(^r)  =  0,  oder: 

1)  )^dv^=^  —  V  d^ 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der 
Gleichung  4)  des  §  225  die  folgende  Form  geben: 

2)  (S^ldy  —  rdx  + Avd)p. 

Da  bei  constanter  Temperatur  auch  der  Dampfdruck  constant 
bleibt,  so  ist  df=^0^  also  dp  =  dp  zu  setzen.  Nach  der  Glei- 
chung 1)  des  §  229  kann  daher: 

3)  rfp  =  —  yds 

gesetzt  werden,  und  da:  yv^=l+miBty  so  kann  man  statt  dessen 
auch  setzen: 

4)   rf.  _  _  iL±J??)ii. 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  2)  substituirt  und  die- 
selbe alsdann  integrirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen: 

5)  0  =  ldif  —  rda;  —  A(i-j-m)dsy 

6)  0  =  l(y  —  y^  —  r{a:  —  x^^A{l+m){z^  zj. 

Um  die  ganze  Höhe  der  Uebergangsschicht  zu  berechnen,  hat 
man  hierin  nach  der  in  §  225  gegebenen  Erklärung:  yo  =  ^  iind: 
y  =  a  4-  Ä^o  —  a;  zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

7)  Q  =  la  —  {r  +  l)(x-a;^  —  A(l+m)(z  —  z,)^ 

welcher  man  nach  Einführung  der  in  §  225  angegebenen  nume- 
rischen Werthe  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 
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_   424  {80  .  g  —  686,5  .  (a:  —  »r J } 

8)      Z^Z,—  -      1+7/1 

Zahlenbeispiel.    Das  im  vorigen  Paragraphen  berechnete 
Zahlenbeispiel  bezog  sich  auf  einen  Zustand  der  Atmosphäre,  wel- 
chem nach  §  225  die  fol- 
Fig.  &87.  genden  Werthe  entsprechen: 

j:=.;:    .; , v  . ..  . ^ rr^.;^^.^:  TW  =  0,01 4 57,  0^0  =  0,006  89, 

J/-     -::  '"^-'^^W:  a  =  0,00768,  ^  =  0,00707. 

'^^^^^SW^  -  !  Hiemach    erhält    man    aus 

^^^^'^'.•%  I  Gleichung  8)  fttr  die  Dicke 

■^'X'  ■  i  ^^^  üebergangsschicht  den 

'^::|iJo:  ■;.-:  S;  ;.,    .  ;>  :•      !  Wcrth :  J5  — ^0  =  205",  und 

^v^i'if/;;    ; :  ^  ,/.^r^  i  da  im  vorigen  Paragraphen 

^^ -''^ii;i^^^  -itIm™     für  die  Höhe  der   unteren 

fJ^Y^v^vi  /^' "     '    -^  I  Grenze   über   dem  Meeres- 

^^' ;v^;x  ^     ■ '  >     ■     /  ■--.        \  Spiegel   der  Werth :    Zq  =* 

|i :  V   :   ;  ;  1  4993"  gefunden  wurde ,  so 

>'     ;  j  liegt   die   obere  Grenze  in 

^         '  i  der  Höhe:  ^  =  5198°^  über 

oßt~~-  :'..  ■  r.l'.Vjws'     dem  Meeresspiegel. 

[^Biß:k''y'^       ^  :  Die  Resultate  der  in  den 

^- ■' '  s     ^  I  letzten  drei  Paragraphen  in 

1  Bezug  auf  den  vorliegenden 

Fall  ausgeführten  Rechnun- 
gen sind  in  Fig.  587  über- 
I^V  '    ;  I  sichtlich    zusammengestellt. 

<:^r:   V  i  Die  eingeschriebenen  Zahlen 

"V;   ■    : . ;  J  j  gelten  fttr  den  indifferenten 

*n^i:tii::-i:^:i:li  '  ^i^^    .;    --■  -I- — i  Gleichgewichtszustand    der 

1  «      Atmosphäre  und  zwar  spe- 

^^f         ciell  für  denjenigen  Zustand, 

♦^apy^'.^^?^^'^  in  welchem  die  Atmosphäre 

sich  befindet,  wenn  an  der 
Erdoberfläche  die  Temperatur:  +  30'  Celsius,  der  Totaldruck: 
10  333  Kil.  und  der  Dampfdruck:  236,4  KiL  beträgt.^ 

§232. 
Schneewolken  •  Gebiet 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  innerhalb  der  Schnee- 
wolkenregion der  Druck  mit  zunehmender  Höhe  abnimmt,  hat  man: 


^ B t'ti ^fi t^ ' QÜiUi i  ■    .  :_-i  ^7W 
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C  statt  c  und  r  +  /  statt  r,  ebenso  auch  r^  +  /  statt  r^  zu  setzen 
in  den  Gleichungen  7)  und  8)^  des  §  230.  Man  erhält  alsdann  zu- 
nächst für  die  Beziehung  zwischen  Höhendifferenz  und  Temperatur- 
differenz die  folgende  Gleichung: 

1)  o  =  (c+mQ(T^T^+a:(r+r)^x,(r,-hl)  +  A{l+m){z-z^, 
und  da  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  mit  der  Temperatur 
abnimmt,  bereits  in  §  226  gefunden  wurde,  so  ist  hiermit  zugleich 
die  Beziehung  zwischen  Druckdifferenz  und  Höhendifferenz  ge- 
funden. 

Wenn  unter  ^^o  die  Höhe  der  unteren  Grenzfläche  des  Schnee- 
wolkengebietes, oder  die  Höhe  der  oberen  Grenze  der  üeber- 
gangsschicht  verstanden  wird,  so  ist  T^  =  273  und  r^  =  606,5  zu 
setzen.  Nach  Einfahrung  der  bereits  in  §  226  fUr  die  Gonstanten 
angegebenen  numerischen  Werthe  kann  man  der  obigen  Gleichung 
alsdann  die  folgende  Form  geben: 

424 

2)  ;5-«o-^:p^{(0,2375+0,5.»i)(273-r)+:Po.686,5-:r(r+80)}. 

Zahlenbeispiel.  Um  für  den  in  Fig.  587  angenommenen 
Zustand  der  Atmosphäre  die  Höhe  derjenigen  Stelle  zu  berechnen, 
an  welcher  die  Temperatur:  —  30®  (Celsius)  beträgt,  würde  man 
nach  §  226  die  Werthe:  m  =  0,014  57,  r=  243,  x^  =  0,007  07, 
a?  =  0,001 108,  r  =  627,34  zu  substituiren  haben.  Für  die  Höhe 
dieser  Stelle  über  der  oberen  Grenzfläche  der  Uebergangsschicht  er- 
giebt  sich  alsdann  aus  obiger  Gleichung  derWerth:  z — j:f^=4769", 
und  da  nach  Fig.  687  für  diesen  Fall:  «0  =  5198°  zu  setzen  ist,  so 
erhält  man  für  die  ganze  Höhe  jener  Stelle  über  der  Meeresfläche 
den  Werth:  z  =  9967™.  Nach  §  226  hat  in  dieser  Höhe  der  Total- 
druck die  Grösse:  p  =  2952,25  Kil.,  und  der  Dampfdruck  die 
Grösse:/— 5,25  KU. 

,  §  233. 

Temperaturfläche  der  flBuchten  Luft. 

Wenn  1  Kilogramm  feuchter  Luft,  enthaltend  ^  Kilogr.  Wasser- 
dampf und  1  —  §  Kilogr.  Luft,  in  einem  Gylinder  zwischen  dem 
festen  Boden  desselben  und  einem  beweglichen  Kolben  einge- 
schlossen sich  befindet,  so  kann  für  alle  möglichen  Zustandsände- 
rangen  dieses  Gemisches  die  Beziehung  zwischen  den  drei  Grössen: 
/?,  V,  T  mittelst  der  Temperaturfläche  auf  folgende  Weise  geome- 
trisch dargestellt  werden. 
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Nach  dem  Mariotte-Gay-Lüssac'schen  Gesetze  gilt  fttr  trockene 
Luft  die  Gleichung: 

!)-£-  =  29,27  .  r, 

q 

in  welcher  q  das  Gewicht  eines  Gnbikmeters  trockener  Luft  be- 
deutet. Da  in  jenem  Gemische  die  1  —  §  Kilogr.  Luft  den  ganzen 
Raum  V  in  derselben  Weise  ausftUlen,  wie  wenn  der  Dampf  nicht 
vorhanden  wäre,  so  ist: 

2)  qr  =  l-§ 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  fttr  die  Grösse  q  zu 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  1)  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

3)  pv  =  2%21  {1  —  ^T. 

Der  Totaldruck  p  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Luftdrucke  p  und 
dem  Dampfdrucke/,  hat  also  die  Grösse: 

4)  p  =  p+f. 

Nach  der  in  den  vorigen  Paragraphen  angewendeten  Bezeichnungs- 
weise ergiebt  sich  für  das  Yerhältniss  des  Dampfgewichtes  zum 
Luftgewichte  die  Gleichung: 


Fig.  588. 


5)    Är  = 


§ 


oder: 


r=T' 


Wenn  also  z.  B.  der 
Dampfgehalt  diejenige 
Grösse  hat,  welcher  bei 
dem  Drucke:  ;;  =  10 333 
Eil.  die  Sättigungstempe- 
ratur: 5=  303  Grad  ent- 
spricht, so  ergeben  sich 
nach  §  222  die  folgenden 
numerischen  Werthe: 
Ä?  =  0,026  94,     §  — 0,026  23,     w  =  0,041  51,     Ä  — 29,74. 

Die  Gleichung  3)  behält  fttr  alle  Zustandsänderungen  ihre  Gül- 
tigkeit Für  das  Gemisch  im  Ganzen  ist  dagegen  die  Mariotte-Gay- 
Lussac'sche  Gleichung  nur  so  lange  gültig,  als  keine  Gondensation 
stattfindet.    Die  Temperaturfläche  besteht  demnach  aus  zwei  ver- 

Ritter.  iDgenienr-lfecliABik.  2.  Aufl.  40 
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schiedenen  Gebieten,  welche  in  der  Nebelkante  an  einander  grenzen. 
Für  das  oberhalb  der  Nebelkante  liegende  Gebiet  gilt  die  Glei- 
chung: 

6)  pv  =  29,74.  T. 

Das  unterhalb  der  Nebelkante  liegende  Gebiet  kann  man  con- 
strniren  nach  der  Gleichung  3)  oder: 

7)  ^P  —f)  »  =  28,502  .  r, 

indem  man  darin  fttr  die  Grösse  /  den  der  Temperatur  T  ent- 
sprechenden Druck  des  gesättigten  Wasserdampfes  substituirt 
{Fig.  Ö88). 

Die  Darchschnittslinie  der  nach  obigen  beiden  Gleichungen 
zu  construirenden  krummen  Flächen  ist  die  Nebelkante,  in  wel- 
cher z.  B.  die  den  nachfolgenden  Werthen-Systemen  entsprechen- 
den Punkte  liegen: 


T  =   303 

293 

283 

273 

243 

p  =  10  333 

5690 

3000 

1505 

126,4 

V   =  0,872 

1,5307 

2,805 

5,394 

57,16 

Die  Isobare  hat  oberhalb  der  Nebelkante  eine  gerad- 
linige, unterhalb  derselben  dagegen  eine  krummlinige 
Form.  Der  Isobare :  ;?  =  1 0  333  KU.  gehören  z.  B.  die  nachfolgen- 
den Punkte  an: 

r=      333  303        273  243 

V  =  0,9585      0,872      0,7576      0,6706. 

Die  Isopiere  hat  ebenfalls  in  dem  oberen  Gebiete  eine 
geradlinige,  indem  unteren  eine  krummlinige  Form.  Der 
Isopiere:  t^ »» 5,394  gehören  z.B.  die  folgenden  Punkte  an: 

r=    333        303        273        243 
p  =  1836       1670       1505      1289. 

Die  in  Fig.  588  angegebene  Adiabate  hat  drei  Eckpunkte; 
der  obere  liegt  in  der  Nebelkante,  die  anderen  beiden  liegen  in 
der  Isotherme:  T=  273",  und  das  zwischen  den  beiden  letzteren 
liegende  Stttck  der  Adiabate  fällt  mit  der  Isotherme  zusammen 
(vergl.  §  225).  Wenn  jedoch  die  Adiabate  eine  solche  Lage  hat, 
dass  ihr  Durchschnittspunkt  mit  der  Nebelkante  unterhalb  der 
Isotherme  T=  273"  liegt,  so  bildet  dieser  Durchschnittspunkt  den 
einzigen  Eckpunkt  der  Adiabate. 
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§  234. 
Fortpflanzungsfleschwindigkeit  der  Schallwellen. 

Wenn  /  die  Wellenlänge  ißt,  und  c  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  die  Schallwellen  längs  der  in  einem  geradlinigen  cylin- 
drischen  Rohre  befindlichen  Luftsäule  fortschreiten  (Fig.  689),  so 

hat  die  Zeit,  in  wel- 
cher ein  bestimmtes 
Lufttheilchen  eine 
Doppel  -  Schwingung 
ausführt,  oder  die 
Periode,  nach  deren 
jedesmaligem  Ablaufe  in  dem  schwingenden  Lufttheilchen  ein  und 
derselbe  Zustand  wieder  eintritt,  die  Grösse: 

1)    r=— . 

c 
Die  Geschwindigkeit  c  ist  aufzufassen  als  diejenige  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  ein  bestimmter  Dichtigkeitszustand  längs  der 
Achse  des  Rohres  fortschreitet  Die  Wegeslänge  ^,  welche  dieser 
Zustand  während  der  Zeit  t  längs  der  Achse  des  Rohres  durch- 
läuft, hat  die  Grösse: 

2)      07  =  Cty 

und  während  die  Zeit  t  um  die  Grösse  t  zunimmt,  rtlckt  dieser 
Zustand  um  die  Strecke  er  vorwärts. 

In  einem  und  demselben  Zeitpunkte  befindet  sich  an  den  ver- 
schiedenen Stellen  des  Rohres  die  Luftsäule  in  verschiedenen  Zu- 
ständen. Fttr  einen  bestimmten  Werth  von  t  sind  daher  die  Ge- 
schwindigkeit n,  welche  ein  schwingendes  Lufttheilchen  zu  dieser 
Zeit  erreicht  hat,  und  der  Druck  py  welcher  in  demselben  zu  dieser 
Zeit  stattfindet,  lediglich  als  Functionen  der  Absci^se  x  zu  be- 
trachten.   Die  partiellen  Differenzialquotienten  -^  und  -p-  können 

hiemach  gedeutet  werden  als  auf  solche  Aenderungen  von  a;  sich 
beziehend,  bei  welchen  die  Grösse  t  constant  bleibt. 

Der  durch  die  Werthe  von  u  und  p  charakterisirte  Zustand 
eines  bestimmten  schwingenden  Lufttheilchens  hängt  ausserdem 
von  der  Zeit  t  ab,  und  die  partiellen  Differenzialquotienten  jener 
beiden  Grössen,  nach  ^genommen,  können  gedeutet  werden  als 
auf  solche  Zustandsänderungen  sich  beziehend,  welche  in  einem 
bestimmten  Lufttheilchen  während  der  Aenderung  von  t  eintreten. 

40* 
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Die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  auf  solche  Weise  de- 
finirten  partiellen  Diflferenzialquotienten  jener  beiden  veränderlichen 
Grössen  stattfinden,  können  aus  den  Figuren  590  und  591  entnom- 
men werden.   In  Fig.  590  sind  die  Aenderungen  angegeben,  welche 

die  Grössen  u  und  p 
lg.  bw.  erleiden,    wenn   bei 

unverändert  bleiben- 
dem Werthe  von  t 
die   Abscisse   a:    um 


"+(ai^ 


*  P        ^     1>4/#)A  die  unendlich  kleine 

^^'  Strecke  l  vergrössfert 

^'^  ^^^-  /du]  wird.  In  Fig.  591  sind 

'^'  ^'^{St)  '^         die  Aenderungen  an- 

,     ,  gegeben,  welche  die 

Grössen  u  und  p  für 


i^      u.z    P^Y  ein  bestimmtes  Luft- 

theilchen  erleiden, 
während  die  Zeit  t  um  die  unendlich  kleine  Grösse  r  zunimmt, 
wobei  zugleich  der  Ort  des  Lufttheilchens  um  die  Strecke  u  .  t 
vorrückt. 

Der  am  Ende  des  Zeitraums  f  +  t  in  dem  Lufttheilchen  ein- 
getretene Zustand  war  während  des  letztverflossenen  Zeitabschnitts 
T  um  die  Strecke  c .  x  vorwärts  gerückt.  Derselbe  Zustand  war 
daher  an  einer  um  die  Strecke  c .  r  rückwärts  gelegenen  Stelle 
bereits  zur  Zeit  t  eingetreten.    Wenn  also: 

3)       A  =  MT  CT 

gesetzt  wird,  so  muss  die  in  Fig.  590  angegebene  Zustandsände- 
rung  mit  der  in  Fig.  591  angegebenen  Zustandsänderung  überein- 
stimmen. Für  die  Beziehungen  zwischen  den  partiellen  Differen- 
zialquotienten  erhält  man  hiemach  die  Gleichungen: 


4)     (^)(.-«..  =  (^)„ 


und  wenn  ferner  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Schwingungsweite 
sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Wellenlänge  /,  oder  dass  die  Ge- 
schwindigkeit u  stets  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Geschwin- 
digkeit c,  so  kann  statt  dessen  annäherungsweise  auch  gesetzt 
werden: 
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^v  du  du 

Nach  Fig.  590  ist  die  Geschwindigkeitsdiflferenz  (;j— )  •  >t  als 

relative  Geschwindigkeit  des  Vorderendes  der  Luftsäule  von  der 
Länge  X  in  Bezug  auf  das  Hinterende  derselben,  oder  als  die  Ge- 
schwindigkeit des  Wachsens  der  Länge  l  zu  betrachten;  folglich 

bedeutet  -j-  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Verlängerung 

pro  Längeneinheit  zunimmt,  oder  die  Geschwindigkeit  der  Zu- 
nahme des  Ausdehnungs Verhältnisses.  Wenn  also  mit  v  das 
Volumen  der  Luftmasse  pro  Kilogramm  an  dieser  Stelle  bezeichnet 

wird,  so  ist: 

du  _\     (dv\ 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  man  aus 
Gleichung  6)  fttr  die  Beschleunigung  des  Lufttheilchens  den  Werth : 


rfw  _        c     fdv\ 


Wenn  mit  y  das  Gewicht  der  Luftmasse  pro  Cubikmeter  an  dieser 

Stelle  bezeichnet  wird,  so  ist: 

1                                  dy 
10)    V  =  — 7     oder:    dv  = ^ 

y  7 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 


"^      dt         y     \dt) 


Fig.  502.  N^^^^  ^^&^  ^®* 

u  ^  erhält  man  fttr  die 

Beschleunigung  des 

Lufttheilchens ,    in- 


^  p  k         ß^m^       dem   man   die   be- 

schleunigende  Kraft 
durch  die  Masse  desselben  dividirt,  die  Gleichung: 


^^)  w- 


__W) 


^■i.x' 
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630  Neunter  Abschnitt.  §234. 

welcher  man  nach  Substitution  des.  aus  Gleichung  7)  für  -^ 
entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann 


-7—  zu 
dx 


13)     ^=J_.f^V 
^^'      ->*         yc     \dtj 


dt 

Dnrch  Gleichsetzung  der  in  den  Gleichungen  11)  und  13)  fllr  die 
Beschleunigung  gefundenen  Ausdrucke  erhält  man  alsdann  die 
Gleichung:  

Während  der  schwingenden  Bewegung  des  Lufttheilchens 
findet  ein  abwechselndes  Zunehmen  und  Abnehmen  der  Dichtig- 
keit desselben  statt.  In  Folge  dessen  wird  auch  die  Temperatur 
des  Lufttheilchens  abwechselnd  zunehmen  und  abnehmen.  la 
einem  und  demselben  Zeitpunkte  werden  daher  den  verschiedenen 
Werthen  von  x  verschiedene  Temperaturen  entsprechen,  und  in 
Folge  dessen  mttsste  ein  Wärme -Uebergang  von  den  wärmeren 
zu  den  kälteren  Lufttheilchen  stattfinden.  Da  jedoch  jene  Erwär- 
mungen und  Abkühlungen  in  raschem  Wechsel  auf  einander  folgen^ 
so  darf  man  annäherungsweise  annehmen,  dass  eine  solche  Wärme- 
Uebertragung  während  der  Dichtigkeitsänderungen  nicht  stattfindet. 

Dem  Diflferenzialquotienten  -r-  darf  daher  diejenige  Bedeutung 

beigelegt  werden,  welche  dem  Gesetze  der  adiabatischen  Zu- 
Standsänderung  entspricht.  Nach  dem  Poisson'schen  Gesetze  (§180) 
ist  also: 
16)     p  =  Const.  y\     dp  =  k  Const.  y  ~  ^  dy,    oder:     -^  =  A  -^ 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  erhält  man  flir 
die  Schallgeschwindigkeit  die  Gleichung: 

17)  e-l/»A|-, 

welcher  man  mit  Zuziehung  des  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Ge- 
setzes auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

18)  c  =  yghRT, 

Fttr  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  trockener  atmosphä- 
rischer Luft  von  der  Temperatur  2'=  273''  (oder  Null  Grad  Celsius) 
erhält  man  hieraus,  indem  man  iZ==  29,27  und  Ar  =  1,41  setzt,  den 
Werth:  c  =  332»,5.  Fttr  Wasserstoff  erhält  man  auf  gleiche  Weise, 
indem  man  Ä  =  422,612  setzt,  den  Werth:  c=1263»,3- 
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Nachtrag  zu  §  142. 

Den  Gleichungen  6),  7)  und  8)  des  §  142  kann  man  (in  Be- 
rückdichtigung  der  den  Constanten  A  und  n  beigelegten  Bedeu- 
tungen, indem  man  zugleich  die  Constante  yo  —  Ä  =  A  setzt,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 

1)  ^=^(22-29)4--^^^^» 

2)  K^R{R  —  2q)^{R  —  q)h  +  qy, 

^)     ^=  Ky-Hq' 
und  wenn  man  dieselben  auf  den  speciellen  Fall  anwendet,  in 
welchem  ?  =  "ö"  ^^*>  ^^  erhält  man  die  Gleichungen: 

4)  H-^-^, 

5)  i:==^(y  +  Ä), 

6)  ß  =  i2  =  Const. 

Hieraus  folgt,  dass  die  auf  S.  390  und  S.  391  angefahrten  drei 
Fälle  keineswegs  die  einzigen  Fälle  sind,  in  welchen  die  dort  be- 
rechnete Eettenlinie  die  Form  einer  Kreislinie  annimmt  Die  obigen 
Gleichungen  zeigen  vielmehr,  dass  die  Eettenlinie  immer  dann  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit 
dieselbe  Grösse  hat  wie  der  Wasserdruck,  welcher  der  Druckhöhe 

-Y  entspricht  —  wie  auch  immer  die  Werthe  der  beiden  Constanten 

i/o  lind  R  gewählt  werden  mögen. 

In  den  obigen  Gleichungen  bedeutet  h  die  (positive  oder  nega- 
tive) Höbe  des  Wasserspiegels  über  dem  Mittelpunkte  des  Kreises. 

Wenn  A  ^       2    ist,  so  giebt  es  in  der  Kettenlinie  (an  jeder  von 

beiden  Seiten)  stets  einen  Punkt,  in  welchem  -Sl  =  0  wird,  in  wel- 
chem also  ein  Uebergang  von  Druckspannung  in  Zugspannung  statt- 
findet.   Denn  nach  Gleichung  5)  wird  iC=0,  wenn  y  =  —  A  ist 
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632  Nachtrag. 

Wenn*  A  =  0  ist,  so  liegt  dieser  Punkt  in  der  Wasserspiegel- 

Ebene  (Fig.  475).    Wenn  A  = r-  ist,  so  fällt  derselbe  mit  dem 

p 

tiefsten  Pankte  der  Kette  zusammen  (S.  390).    Wenn  A « -- 

R 
ist,  so  liegt  die  betreffende  Stelle  in  der  Tiefe  -j-  unter  dem  Wasser- 
spiegel.   Oberhalb  dieser  Stelle  ist  die  Spannung  der  Kette  stets 
eine  Zug- Spannung,  unterhalb  derselben  dagegen  eine  Druck- 
Spannung. 

Wenn  i2^2y,  oder  A-^^n  ist,  so  nimmt  die  (in  §  142  flir 

den  Fall  7i<Cl  berechnete)^  Kettenlinie  entweder  die  Form  einer 

„Wellenlinie"  (d.  h.  einer  Linie  mit  Wendepunkten)  oder  die 

Form  einer  „ Schleifenlinie"  (d.  h.  einer  Linie,  welchQ  sich 

1 
selbst,  schneidet)  an.    Wenn  n  >  -y  ^8*i  ^^  ^^^^  ^^^  Kettenlinie 

eine  Wellenlinie  oder  eine  Schleifenlinie,  jenachdem  A  grösser 

oder  kleiner  als  2«  ist.    Wenn  dagegen  «  <  y  ist,*  so  wird  die 

Kettenlinie  eine  Wellenlinie  oder  eine  Schleifenlinie,  jenachdem 

A  grösser  oder  kleiner  als  -^^rjz r-  ist    Die  Kettenlinie  wird 

1(1      n) 

unter  allen  Umständen  eine  Wellenlinie,  wenn  A>-———-y 

eine  Schleifenlinie,  wenn  -4  <  2»  ist. 

Soll  zugleich  der  obere  Scheitelpunkt  —  und  mit  demselben 

die  ganze  Kettenlinie  —  unterhalb  der  Wasserspiegel-Ebene  liegen, 

so  mttssen  ausserdem  die  folgenden  Bedingungen  erfttUt  sein: 

für  die  Wellenlinie  die  Bedingung:  »>-ö'' 

für  die  Schleifenlinie  die  Bedingung:  ^<~r  [  i^n) ' 

Während  im  Allgemeinen  die  beiden  Constanten  A  und  n  von 
einander  vollkommen  unabhängig  sind,  ergiebt  sich  fUr  den  singn- 
lären  Fall:  w  =  l,  dass  eine  Kettenlinie  überhaupt  nur  dann  mög- 
lich ist,  wenn  entweder  yJ  =  2  oder  ^  »=  oo  ist. 


Drvek  von  J.  8.  Hiriehfald  in  Lai^i«. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


r 


Digitized  by 


Google 


UNIVERSITY  OF  MICHIQAN 


3  6015  06821  240B 


